EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1° ORDEM, FATORES
INTEGRANTES

Consideremos novamente a equacao na forma diferencial

(1) P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0,

P e () definidas em um subconjunto 2 C R?, aberto.
Se y é solugao de (1)) entao y é também solugao da equagao

(2) w(z,y)P(z,y)dx + p(z,y)Q(z,y)dy = 0,

obtida multiplicando por uma funcao (digamos) de classe C' e a
reciproca vale em um dominio no qual u(z,y) # 0.

Entao se (1)) nao é exata, podemos tentar encontrar y de tal forma
que a equacao modificada (2) seja exata. Para isto, devemos ter

5 Q) = 5 (uP) &
3) %m)@w%@) S P (P).

Agora, a equacao (3)) é uma equagdo parcial que, em geral, é mais
dificil de resolver que a equacao inicial!

Entretanto, esta equacao se simplifica, em casos especiais, fazendo
hipoteses adicionais. Suponhamos, por exemplo que estamos procu-
rando um fator integrante p que dependa apenas de x. A equacao
(3) entao se torna (supondo p # 0, Q # 0):
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Como estamos supondo p independente de y, para que a equacao
tenha solucao ¢é necessario que o o lado direito também dependa
apenas de x.
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Se este é o caso, escrevendo g(x) = —T@, obtemos

d
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Como precisamos de apenas uma solucao, tomamos
() () = el s

sendo [ g(z)dx uma primitiva qualquer de g.
0Q_op

Analogamente, se h(y) = w7 podemos encontrar um fator in-

tegrante que dependa apenas de y, da forma:
(5) ply) = el "dv
Exemplo 0.1. (4zy + 3y* — z)dx + (z* + 2yz)dy = 0.

Observemos, inicialmente que, na forma diferencial a equacao
estd definida em todo o plano R?. Entretan, como Q(z,y) = 0 &

x =0 ou 2+ 2x =0, na forma normal: g—z = —w, o dominio
r44+2yx

da equacao é:
{(z,y) € B |2 £ 0,2 £ —2y}.

(E interessante observar o que ocorre nesses pontos).

9Q _op

Temos g(x) = _%va = 2, (para x # 0) e obtemos o fator
. 2
integrante que depende apenas de z : p(z) = el90) = elF =
en@) = g2 (observe-se que o fator integrante esta bem definido

para todo T .
Multiplicando a equagao original por p(x), obtemos a equagao:
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(423y + 32%y* — 2%)dx + (2* + 2y2™)dy = 0
Uma integral primeira é F(x,y) = zly + y?2® — 21 /4.
Portanto, as solucoes sao dadas implicitamente por

oty + 7t — a2t/ =C.

Podemos resolver esta equacao para y, em funcao de x, resolvendo
a equacgao quadratica, obtendo: y = _xzjg\/z, A =28+ 2" +4C23.
O dominio dessas solucoes sao os intervalos contidos no conjunto:
{(z,y) € R? |,z # 0 e A > 0}. Notemos que, nos pontos da forma
(x. — x/2), que nao estao no dominio da equagao na forma normal,

temos:

sy + v’ — 2t A =C & —2°/4— 2t /4 = C.

Por outro lado:

A=28+2"+402% = 23(2° + 2' +40)) =0 < z =0 ou
2’ + z* 4+ 4C = 0. que correspondem aos pontos fora do dominio da
equacao na forma normal.

Em particular, para C' = 0, obtemos A = 2® + 2" = 27(x + 1) e
A <0<« —1 < x < 0. Portanto, neste caso, as solucoes so dadas
por:

s —xt+/x(r+1 ;.
Yy = xzjg‘/z = 213( >, com dominios:
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FiGURE 1. Curvas de nivel do potencial.
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FIGURE 2. Curva de nivel 1.
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FIGURE 3.

Curva de nivel —1 .
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FIGURE 4. Curva de nivel 1.



