EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1° ORDEM EXATAS

1. FUNCOES IMPLICITAS

Dada uma equacao do tipo F'(x = (, podemos, as vezes ‘“re-
quag p Y , P :
solver para uma das variaveis como funcao da outra.

Exemplo 1.1. Dada a funcao; F(x,y) = yx? + 2zy — 2, temos
Flz,y) =0y =y@) =75 (ouz=—yE=/y*+2).

Embora seja dificil encontrar uma solucao explicita, na maioria dos
casos, o Teorema das Funcoes Implicitas garante que esta solucao
sempre existe, observadas certas condicoes.

Teorema 1.2. Seja f : U — R uma funcdao de classe C1,

definida num aberto U C R?, e (zg,y0) € U tal que f(x9,1y0) = c,
g—i(ﬂfo,yo) =% 0. Entao existe um intervalo I contendo xy e uma

funcao g : I — J, de classe C'. tal que, para todo z € I,
f(x,y) = ¢ se e somente se y = g(x). E, para todo v € I,
9

f
temos g'(z) = —5r(x, 9()).
Y

Observacao 1.3. Os grdficos[] e[]] abaizo ilustram a necessidade
da hipdtese g—;(xo, yo) # 0.

Date: September 10, 2020.
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FIGURE 1. Funcao definida implicitamente por yz? 4 22y — 2 = 0.
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FIGURE 2. Fungao definida implicitamente por (x — 2)% + (2y + 1)? = 3.

2. EQUACOES EXATAS

Defini¢ao 2.1. A equacao diferencial P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0
¢ dita exata em Q C R? se emiste uma funcio ® : Q — R tal
que a—f P e a—q) = @, ou seja, VO = (P,Q). A funcio ¢ €
entao denomma,da wma integral primeira para a equagao, ou wm
potencial para o campo Pi+ Q]

E conveniente usar a notacao de Leibniz: P(z,y) + Q(x, y)g—i =0
e frequentemente escreveremos a equagao na “forma diferencial” :

(1) P(z,y)dz+ Qz,y)dy =0,
P e () definidas em um subconjunto €2 C R?, aberto.
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Exemplo 2.2. 4zy + 2x2dy =0, ®(x,y)=22%.

Suponhamos que ® ¢ uma integral primeira de classe C! da equacao
P(z,y) + Q(z,y)4~ = 0 em Q e seja y(z) dada implicitamente pela
equagao O (x, y) = ¢. Entao temos,

0 = i (@(@.y(@) = P, y(@) + Gile,y() = Play(e) +

Qz,y(z))(x.y(x ))dx(x y(x)). Portanto y(x) é solugao da equagao
no intervalo onde estiver definida.

Reciprocamente, se y : I — R for solucao, segue das igualdades
que @(z,y(z)) = c. Ou seja, as solugdes da equacao sdo dadas
implicitamente pelas curvas de nivel de .

Observemos também que poderiamos, igualmente, resolver a equacao
para x, como funcao de y, obtendo uma solucao da equagao: P(z, y>§—§—|—

Q(x,y) = 0. Esta simetria entre as variaveis é uma das razoes pelas
quais é preferfvel usar a forma diferencial (3)), no estudo de equagoes
exatas.

Exemplo 2.3. Consideremos novamente a equacao 4xy+2x2dy =

0 Como ®(x,y) = 2x%y. € uma integral primeira, as solugoes sao
dadas implicitamente, pelas curvas 2x*y = c. Resolvendo para
y, obtemos as solugoes explicitas y = 5. Notemos que, nesta

forma, as solucoes nao estao definidas para x = 0. Resolvendo
[c/2 . . .
para x, obtemos x = & % que, agora, nao estao definidas para

y = 0.

Duas questoes importantes sao:

e Como saber se a equacao ¢é exata?
e Sabendo que é exata, como encontrar o potencial?

Para a primeira, temos o seguinte critério:
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Proposigao 2.4. Suponhamos que a equacdo (3) seja exata no

dominio Q e P e Q sejam de classe C* Q . Entio & = 9K em
oy ox
Q.
Prova. Nesse caso, o potencial ® é de classe C? em €2 e segue do
aP ?¢ _ e _ 0Q
teorema de Schwartz que % = 9507 = om0y — o €M Q 1.

Exemplo 2.5. Na equacao 4xy + 23:2% =0, temos:
8%(2:1:2) — 4y = (%(Zkﬁy).

[

Quanto a segunda questao, devemos resolver o sistema:

0P

92 _ p
2) % _ g

oy

Vamos ilustrar o procedimento em um exemplo

Exemplo 2.6. Encontrar a solucao geral da equacao: ydx +
(z + 5) dy =0

2.1. Equacoes de variaveis separaveis. Um caso particular es-
pecialmente simples ¢ o de equacoes com varidaveis separadas:

(3) P(r)dz+Qy)dy =0,

P e (@ definidas em intervalos abertos. Neste caso, ®(z,y) = [ P(x)dz+
[ Q(y) dy é uma integral primeira e as solugoes sao dadas 1mp1101ta—
mentepor: [P)dz+[Qy)dy=C <« [Px)de=— [ Q(y)dy+
C.

A reciproca da Proposicao (2.4) nao é verdadeira em geral. De fato, pode-se mostrar que a equagao
dx + 2,z dy ndo é exata no domlmo Q =R?\ {0}, embora Z - s em . (Entretanto

- 0 _y
z+y z-',-y T Oy ity
a fungao arctan(y/z) é um potencial em Q = {(x,y) € R? | y # 0}.) A reciproca passa a ser verdadeira,
porém se acrescentarmos a hipdtese adicional de que o dominio €2 seja simplesmente conezxo.
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Ou seja, escrevendo a equagao na forma P(z)dxr = —Q(y)dy,
basta integrar os dois lados da equacao em relacao as variaveis x e
Yy, respectivamente.

Exemplo 2.7. Encontrar a solugcao geral da equacao: Inx cosydxr+
xtgydy =0
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