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MAT1352 — Célculo para fung¢des de uma variavel real Il



Teorema 1 (Teorema Fundamental do Célculo — parte 1)
Se f : [a,b] — R € continua, a fungdo g : [a, b]| — R dada por:

é continua em |a, b], derivdvel em ]a, b[ e g'(x) = f(x), para todo
x €]a, b|.

Coroldrio 1 (Teorema Fundamental do Calculo — parte 2)

Se f : [a,b] — R € continua e F : [a, b] — R € continua,
derivdvel em |a, b| e tal que

F'(x) = f(x),

para todo x €]a, b[, entdo

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a).



Lema 1
Seja f : [a, b] — R continua.

(a) Sete[ab]/ dx—/ ()dx+/tbf(x)dx.

(b) Se m < f(x) <bM para todo x € [a, b],
m(b — a) g/ f(x)dx < M(b — a).
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Demonstracao do Teorema 1

Seja g(x) = / F(t)dt.
a
Sejam x €]a, b[ e h > 0 tal que x + h €]a, b].

Pelo Lema 1, parte (a), temos:

/ax+h f(t)dt = /ax f(t)dt + /Xx+h f(t)dt.

Isto &, g(x + h) = g(x) + / eyt

X

x+h
Logo, g(x + h) — g(x) = / f(t)dt (x).



Pelo Teorema de Weierstrass, existem t(h),s(h) € [x, x + h]

tal que f(t(h)) < f(y) < f(s(h)), para todo y € [x,x + h].

Pelo Lema 1, parte (b), temos, para todo y € [x, x + h]:
x+h

h-f(t(h))g/ F(t)dt < h- F(s(h)).

X

De (x) segue que h- f(t(h)) < g(x+ h) — g(x) < h- f(s(h)).
Logo, F(t(h)) < B hz ~80)  r(5(h) ()

Como f é continua e t(h),s(h) € [x,x + h], temos

limp_o+ F(t(h)) = limp_o+ F(t(h)) = f(x).

Logo, por (*x) e pelo Teorema do Confronto temos:

limp_o+ glx+ h/)7 —8(x) = f(x).

Analogamente provamos que

fim, g S0 h/i —&0) _ ¢,

Logo, g'(x) = f(x).




Falta mostrar que g é continua em a e em b.

Repetindo os argumentos anteriores temos

limp_o+ glat h/)7 —8(2) = f(a).

Logo, assim como na prova de que fungdes derivaveis sdo
continuas, temos:

limp_o+ g(a+h) —g(a) = 0.
Portanto, limy_.o+ g(a+ h) = g(a).

Da mesma forma, limy,_,o- g(b+ h) = g(b).
Logo, g € continua.



Lema 2
Sejam F, G : [a,b] — R funges continuas que sdo derivdveis em
|a, b[. Suponha que, para todo x €]a, b| temos:

F'(x) = G'(x).
Entdo existe uma constante ¢ € R tal que, para todo x € [a, b],

F(x) = G(x) +c.



Demonstracao:

Sejam F e G como no enunciadoe f = F — G.

Para x €]a, b[ temos

f'(x) = (F — G)'(x) = F'(x) — G'(x) = 0.

Se existem xi, x2 € [a, b[ tais que f(x1) # f(x2), pelo
Teorema do Valor Médio existe x €]a, b[ tal que
f/(X) _ f(X2) — f(Xl)

X2 — X1
la, bl

Logo, existe ¢ € R tal que f(x) = ¢, para todo x €]a, b|.

# 0, contradizendo que f' = 0 em

Como f é continua em [a, b] (diferenga entre duas fungdes
continuas), entdo f(a) = f(b) = c.

Concluimos, portanto, que F(x) — G(x) = ¢, para todo

x € [a, b].



Demonstracao do Corolario 1

Sejam f e F como no enunciado.
Seja g(x) = / f(t)dt, para x € [a, b).
a

Pelo Teorema 1, g’(x) = f(x), para todo x €]a, b].

Logo, pelas hipdteses sobre F e pelo Lema 2, existe ¢ € R tal
que g(x) = F(x) + c, para todo x €]a, b[.

Temos g(b) = /b f(x)dx.
) b
Como g(a) =0, temos / f(x)dx = g(b) — g(a).

b
Logo, / F(x)dx = (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — F(a).
[ ]



Observacao:

» Na demonstracdo do Teorema Fundamental do Célculo pouco
usamos (diretamente) a defini¢do de integral.

» S6 utilizamos o Lema 1 e o fato de funcdes continuas serem
integraveis.

» Isso significa que qualquer outra no¢do de integral com essas
propriedades satisfazem o Teorema Fundamental do Célculo.



Exemplo 1

Calcule a drea da regido da pardbola y = 4x — x? que fica acima
do eixo x.



Exemplo 2

Calcule a drea, em médulo, das regiées compreendidas entre o eixo
x e a pardbola y = 4x — x° entre os pontos x = —1 e x = b.



Definicdo 1
Dizemos que uma funcao F é uma primitiva de uma fungao f
se:
» dom(F) = dom(f);
» F é continua;
» Se |a, b|C dom(F), F é derivavel em |a, b[ e F'(x) = f(x),
para todo x €]a, b].

Observagdo 1

A maioria dos livros define primitiva de f simplesmente como
uma funcao F tal que F’ = f, mas isso pode dar problema, se
seguirmos rigorosamente a definicao, em funcgoes definidas em
um intervalo fechado, como no caso do Teorema Fundamental
do Calculo.



Integral indefinida

Chamamos de integral indefinida de f como o conjunto de
todas as primitivas de f.

Denotamos a integral indefinida de f por / f(x)dx.

Pelo Lema 2, sabemos que todas as primitivas de uma funcao
diferem por apenas uma constante.

E também a soma por uma constante n3o altera o fato de ser
primitiva.

Por isso, se F é uma primitiva de f, por abuso de notacido
podemos escrever:

/f(x)dx =F(x)+ C;
sendo C uma notac3o para representar uma constante

indeterminada.
Formalmente, é o conjunto {F + C: C € R}.



