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Mat 0234. Medida e Integracao.
IME-USP.Segundo semestre 2020
Lista 1
Anéis, Algebras e o-anéis e o-algebras
Seja A uma classe de conjuntos de um espaco X. Mostre que sao equivalentes:

(a) VAeB e Aentao A-B, AUBe€ A

(b) VAeB e Aentao ANBand AABe A

(c) B,C, A1, Ay,--- A, € A entdo B-C,e Uj_1A; € A
)

(d B,O, A17A27 s ,An € A entao m?:lAj e BACeA
Neste caso A chama-se um anel

(e) Se X € A A chama-se uma algebra.
(f) mostre que A ¢ uma algebra <=V A e B € A entdao X-A, AUB € A

. Seja A a classe de conjuntos finitos de N. Mostre que A ¢ um anel.

Seja A a classe de conjuntos em R constituida pelas unioes finitas de intervalos
semiabertos & esquerda(a,b| limitados e o conjunto vazio. Ou seja U™, (a;, b;] € A.
Mostre que A é um anel.

Seja A a classe de conjuntos em R constituida pelas unioes finitas dos conjuntos
(a,b], (—00,b], (a,+00), (—00,+0), ). Mostre que A é uma algebra

Seja A a classe de conjuntos em [0,1] constituida pelas unides finitas de intervalos
semiabertos a esquerda(a,b| limitados, () e pelo ponto 0. Mostre que A é uma
algebra.

Seja A a classe de conjuntos em R constituida pelas unioes finitas de intervalos
abertos (a,b) limitados e o (). Ela é um anel ou algebra?

Seja A a classe de conjuntos em R constituida pelas unioes finitas de intervalos
fechados [a,b] limitados e o (). Ela é um anel ou algebra?

Um o-anel A de um espaco X é um anel com a seguinte propriedade: se Vj €
N, A; € A temos que U/XA; € A.

Uma o-algebra A de um espago X é uma algebra com a seguinte propriedade: se
Vj € N, A; € A temos que U°JA; € A.

Seja A uma classe de subconjuntos de um espaco X. Mostre que se B e C forem
anéis (respectivamente o-anéis) com A C B, C entao B N C também é um anel
(respectivamente o-anel) que contém A.

mesmo enunciado do exercicio anterior, substituindo "anel"por "algebra".

Seja A uma classe de subconjuntos de um espaco X. O anel gerado por A ¢ o
menor anel B que contém A. Ou seja, se C for outro anel que contém A entao
B C C. Mostre que este anel existe.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

mesmo enunciado do exercicio anterior, substituindo "anel"por algebra, o-anel, o-
algebra.

Seja f : X — Y uma fun¢ao, e A um anel de subconjuntos de Y. Mostre que f~1(A)
é um anel.

No exercicio anterior verifique que o mesmo acontece substituindo "anel"por algebra,
o-anel, o-algebra.

Descreva a algebra gerada pelos conjuntos [0;1], [1;2],[1,5;2)dentro do espaco X =
[0,2]. Quantos elementos tem?

Mostre que as seguintes classes de conjuntos sao o- algebras

(a) p(X).
(b) {0, X}
(c) Dado qualquer E € X a classe {0, X, E, E°}.

Uma particao de X é uma classe de conjuntos A;, 7 < n que verifica:
a. AiNA;j =0 sei#j

b. UTA; = X

Mostre que a algebra gerada por A;,j < n tem 2" elementos.

Seja B a classe de subconjuntos de um espaco X tais que F € A se E ou E°¢ forem
enumeraveis. Mostre que B é um anel.

Seja um espago métrico (topologico) X e A a o - élgebra gerada pelos conjuntos
abertos de X. Ela é chamada de o - algebra dos borelianos

Mostre que a o-algebra dos Borelianos de R é gerada por

(a) os intervalos abertos (a,b)
(b) os intervalos fechados [a,b|
(
(d
(e) os intervalos semi-infinitos abertos (a,4+00) ou (—o0, a)
Solucao: Sejam F; as familias de conjuntos acima e G; as o - algebras geradas
por cada familia de conjuntos acima. Vejamos que G;j11 D Gj e Gi D Gy
mostrando que G;11 O F;. Logo as G; sao iguais.

1 1
G, D Fi. Com efeito, (a,b)=U;>®[a + - b— E]

)
)
¢) os intervalos semi-abertos [a,b) ou os intervalos semi-abertos (a,b]
) os intervalos semi-infinitos fechados [a, +00) ou (—o0, a]

)

1
Gs D F. Com efeito, |a,b|=N]>(a — e b]. Com a familia dos |a,b) é andlogo.
Gy D F3. Com efeito, (a,b]=(—o0,a]* N (—oo, b]
Gs D Fy. Com efeito, [a,+00) = (—o0,a)’. Analogo (—oo,al.
G) D Fs. Com efeito, (a,+o0) = U>(a,a + n). Andlogo (—oo,a).

Se X = R? enuncie uma afirmacao semelhante a anterior.

Um conjunto A é um F, se ele for uniao enumeravel de fechados. Um conjunto B é
um Gy se ele for interse¢do enumeravel de abertos.
Mostre que os conjuntos F, e Gs pertencem a o-algebra dos Borelianos.
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Seja A uma o - algebra no espaco X e B € A. Mostre que a classe C = {BN D}
onde D € A, é uma o- algebra no espaco B.

Seja A uma o - algebra no espaco X e(B,) uma sequéncia de conjuntos de .A.
Entdo B =2, B; € A,

(a) Seja (A,) uma sequéncia de conjuntos de um espago X. E A= N2, U2 Aj.
Ele consiste de todos os x € X\z € A; para infinitos valores de j. A chama-se
o lim sup A,

(b) Seja (A,) uma sequéncia de conjuntos de um espago X. E A = Up2,Nj, AT
Ele consiste de todos os x € X\z € A; exceto para finitos valores de j. A
chama-se o lim inf A,

(c) Se lim sup A,, = lim inf A,, o valor comum chama-se o lim A,

(d) Seja (F,) uma sequéncia de conjuntos de um espago X.
ela denomina-se Monétona Decrescente se F,, O F,,.1Vn € N

(e) Seja (G,) uma sequéncia de conjuntos de um espago X.
ela denomina-se Monétona Crescente se G, C G,,.1Vn € N

(f) nos dois casos anteriores a sequéncia denomina-se Monétona

(g) uma classe M de conjuntos de um espago X se diz Monoétona se o lim de
qualquer sequéncia mondtona de conjuntos de M estd em M.

(h) a classe mondtona M gerada por uma familia de conjuntos F ¢é a classe mo-
noétona minimal que contém F. Mostre que ela existe e é tnica.

Uma algebra A é uma classe mondtona , se e somente se ela for uma o-algebra.
Mostre que se (H,,) for mono6tona entao lim sup H, = lim inf H,

Dé um exemplo de uma (H,) tal que lim sup H, = X e lim inf H,, = @
Solucgao : seja Hyy, = X e Hyp 1 = @

De um exemplo de uma (H,,) tal que lim inf H,,=lim sup H,, mas H, nao é mondtona
-1 1 -1 1

Solugao: ja H n — y H n = )
olugio: seja Ho = (%) @ Hopir = (55)

Seja A uma o-algebra. Se ela tiver infinitos conjuntos entao
card (A) > ¢ = card(R)
Solugao: enumeramos conjuntos disjuntos (H,). Logo existe uma bije¢ao das unides

dos (H,,) com p(N). Estas unioes sao diferentes entre si porque os (H,,) sdo disjuntos.
Como card (p(N)) = card (N) segue o resultado.



