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Aula 5

Definicao

Seja Q C R", Py um ponto de acumulacdo de Q, f : QO — R uma
funcido e L € R. Dizemos que limite de f(P) quando P tende a Py
é igual a L e escrevemos

lim f(P)=L
P— Py

quando, para todo € > 0, existe 8 > 0 tal que, para todo P € Q

0<||P—Pol|<d=If(P)—Ll<e.
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Aula 5

Exemplo
Seja f(x,y) = ¢ uma fungdo constante, entdo para todo (xg, yo)

em R2

lim flx,y) = lim c=c.
oy)— o) (x,y)—=(x0,%0)

solucdo: Como |f(x,y) —c| =|c—c| =0, logo dado € > 0,
tomando & > 0 qualquer

0 < |l(x,y) — (x0,¥0)|| <& =If(x,y) —c|=0<e.
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Exemplo
Seja f(x,y) = x para todo (xg, yo) € R? entdo

lim flx,y) = lim X = Xg.
(X»,V)—>(X0»)’O) (X;Y)H(XO»}/O)
solucao: Como
If(x,y) —xol = Ix—x0l=1/(x—x0)?

< =)+ (y = y0)2 = [[3y) — (0, 50)]
logo, dado € > 0, tomando & = € temos que

0 < [(xy) = (x0,y0)ll <& = 1F(x,y) — 0l <e.
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Propriedades

Sejam f,g: Q C R" - R e Py um ponto de acumulagdo de Q.
Suponha que

P“_}ﬁ;() f(P) =1Ly, P"_T};Og(P) =L

Valem as seguintes propriedades:

A)
P'E},O(f(P) +g(P))=L+L
B)
P'L%O(f(P)g(P)) =Lilp
C) Se Lp £0,

f(P) L
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Teorema

(Unicidade) Suponha que f : Q C R" — R e Py ponto de
acumulagio de Q. Se limp_,p,f(P) =L e limp_,p,f(P) =M
entdo L = M.

Teorema

(Conservacio do sinal) Suponha que f : Q C R" — R e Py ponto
de acumulagdo de Q. Se limp_,p,f(P) =L > 0 e existe r > 0 tal
quese P Q e0 < ||P— Pyl < r entdo f(P) > 0.
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Teorema

(Confronto) Suponha que f,g,h: Q C R" — R e Py ponto de
acumulacdo de Q).

Suponha que existe r > 0 tal que f(P) < g(P) < h(P) para
0<||P— Pyl <reque

/imp_)pof(P) =L= /imp_,poh(P).
Entéo limp_,p,g(P) = L.

Corolario

Suponha que f,g: Q C R" — R e Py ponto de acumulacdo de Q.
Se limp_,p, f(P) =0 e|g(P)| < M para 0 < ||P — Po| < r onde
r>0e M >0 sdo reais fixos entdo

PIi_}rr}D0 f(P)g(P)=0.
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Exemplo

Calcule o limite
3
lim —_
(x,y)—(0,0) X% 4 y2

solucao: Temos que
3 2

X X
=X
X2+y2 X2+y2

x2

0<

- <1 lim =0.
ZHy2 =7 ysi00)

Deste modo do corolario anterior temos
3

lim ——— —0.
(x,y)—=(0,0) X% + y?
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Teorema
Suponha que limp_,p, f(P) =L ey : ] — Q uma curva continua
com y(tg) = Py e y(t) # Py para t # tg. Entdo

lim f(y(t)) = L.

t—ty

Corolario
Sejam y1 e y2 duas curvas nas condicées do teorema acima. Se

lim F(ya(8)) = Ly, fim Flya(t) = L.

e Ly # Ly entdo njo existe limp_,p, f(P).
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Exemplo

Mostre que o limite

X2
lim —_
(xy)—(0,0) X2 + y2
nao existe.
2
solugdo: Seja f(x,y) = —5——— evi(t) = (t,0) e y2(t) = (0, t).
Xc+y

Entdo f(y1(t)) = f(t,0) =1 e f(y2(t)) =f(0,t) =0 o que
implica
lim flyi(t)) =1#0= lim fy2(t)).
Portanto pelo coroldrio anterior o limite
X2

[im f = lim _
(xy)(0,0) boy) (xy)(0,0) X2 + 2

nao existe.
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Teorema
Seja que f : Q C R" = R e Py ponto de acumulagcdo de Q) e

limp_,p, f(P) = L. Suponha | C R intervalo, Le |l eg:] =R
continua em L. Entdo

P“_}ffg,og(f(l’)) = g(L).
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Exemplo

Calcule
3

).

lim cos(——
(x,y)—(0,0) (XZ + y?

solucao: Vimos anteriormente que
. x3
(y)=(0,0) X* + y
Como a funcdo cosseno é continua em zero vem do teorema

anterior que

lim  cos( X ) = cos(0) = 1.

(y)—>(00) X2+ y?
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