Equacao de Schrodinger Relativistica

Este texto é enderecado aos estudantes relativisticos, isto €, aqueles com
alguma curiosidade em saber como a relatividade (restrita, nada de espago
curvo!) entra no contexto inicial da Mecanica Quantica. Nao tem compromisso
com o rigor, mas visa apenas dar uma ideia muito superficial e apontar alguns
detalhes interessantes. Para uma leitura mais rigorosa, ver Leonard I. Schiff,
Quantum Mechanics, Cap. 13.

1 Comecando com Schrodinger

A tradicional equagao de Schrodinger para uma particula livre pode ser obtida
da relacao nao relativistica
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fazendo-se as substituicoes formais
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Essa equacao é nitidamente nao invariante por transformacao de Lorentz
(ITL) uma vez que contém derivadas primeira no tempo e segunda no espago.

Na esperanca de conseguir uma equacao I'TL podemos comecar exigindo que
a Mecanica Quantica relativistica para uma particula livre forneca a relagao

E? = p’c? + m*c* .
Procedemos fazendo as substituicoes (1) e ficamos com
—h20%) = —h*AEVAp + micy .
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A funcao onda plana v = e é solucao desde que

hw = +(R*Ak: 4+ m?ch)?

O sinal negativo é desconsiderado neste momento (particula livre deve ter ener-
gia positiva).

Podemos mostrar de forma analoga aquela feita em classe que ha uma equagao
de continuidade:
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é a expressao da corrente, a mesma que no caso nao relativistico, e
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que, embora recai na expressao nao relativistica [¢|? sempre que E << mc?, nao

¢ sempre positiva e assim nao pode ser interpretada como uma probabilidade.
Uma falha que exige reformulacao!

Se insistirmos em resolver essa equacao de Schrodinger para o potencial do
hidrogéenio, vamos obter uma solucao que quando expandida em poténcias da
constante de estrutura fina, a = €?/hic ~ 1/137, resulta em

2
E ~mc* — QQZ; + O(a*/n?) .

Os dois primeiros termos, que sao a energia de repouso do elétron mais os
niveis tipo Bohr, estao corretos. No entanto, os demais nao concordam com
experimentos. Outra falha!

2 Dirac em cena

Dirac segue um caminho diferente. Ele parte da forma tradicional da Eq. de
Schrodinger
HY = iho ¥

e procura por um Hamiltoniano H que deixe essa equacao I'TL. Como ja tem
derivada primeira no tempo, H deve conter derivada primeira no espaco, ou
seja, deve ser linear em p = —ihV. Além disso, a equacao deve conter o termo
de energia de repouso mc?. Assim, ele propds (lembre-se, cp tem unidade de
energia)

H=a-cp+ Bmc*,

com & e (§ independentes de 7, p ou t; isso garante a linearidade da equacao.
Usando as relagoes (1) temos

(ih@ - V + ihd; — Bmch)¥ =0 . (3)

Essa é a famosa equacao de Dirac. No transcorrer do formalismo vem que & e
[ sao matrizes 4 x 4 e ¥ matrizes 4 x 1.
Novamente temos uma equagao de continuidade (2), mas com

7= cUlau
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p=Uly

que ¢é sempre positiva e pode assim ser interpretada como uma densidade de
probabilidade.

2.1 Potencial central
E o caso, por exemplo, do d4tomo de hidrogénio, com V (r) = —e?/r:
H=cd- p+ pmct+V(r) .

Apesar do potencial ser central, diferentemente do caso nao relativistico,
agora nao temos conservacao do momento angular orbital L: !

dL, .
ih = (L., H] = .... = ihc(oupy — oyps) -
Mas, podemos mostrar que
do, ,
ih ;t = [0, H| = .... = =2ic(azpy — oyps) ,

onde & sao as matrizes de Pauli. Entao, se somarmos L, com ho,/2 teremos
um operador que comuta com H. Assim, o operador momento angular total

— — ]_ N
J=L+ -ho
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comuta com H. O novo operador,
o1,
S = 5710' s
é denomindado momento angular intrinseco do elétron, ou seu spin! Veja que
ele apareceu naturalmente nesse formalismo do Dirac.
2.2 O hidrogénio
A solucgao para o caso do hidrogénio fornece
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onde J é o numero quantico de momento angular total, resultado da soma do
momento angular orbital [ e o de spin 1/2: |l —1/2| < J <1+ 1/2.

!Para saber se um operador O é constante de movimento, ou equivalentemente, se o observével que ele representa é
uma constante de movimento, usamos a relagdo: ithdO/dt = [O, H] + ihd;O. Assim, ele serd constante de movimento se
nao depender explicitamente do tempo e comutar com H.



O terceiro termo, agora correto, fornece as correcoes denominadas de estru-
tura fina e concorda muitissimo bem com experimentos.

Como os niveis de energia dependem de .J esperarfamos que os estados 2s;
e 2py/, fossem degenerados (notagao nl;). O acoplamento do atomo com as
flutuagoes do campo eletromagnético removem essa degenerescéncia, havendo
uma separacao de 1,0578 GHz entre esses niveis; isso representa 1 parte em
100.00 das energias tipicas do espectro de Bohr! Essa separacao é denominada
Lamb shift, descoberta em 1949 gracas ao desenvolvimento na época de técnicas
de microondas.



