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CONICAS

> Secgbes conicas — ou simplesmente cénicas —
sdo curvas planas obtidas da intersec¢gao de um
cone circular com um plano.

— Cone circular “duplo” ou cone de duas folhas

https://www.geogebra.org/m/H2JtWSt6

https://www.atractor.pt/mat/conicas/conicas.html
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CONICAS

> Estudadas na Antiguidade grega

> Apoldnio de Perga (262 a.C. - 190 a.C.)
— Astrdnomo e matematico grego
— “As Cdnicas” (8 livros)

> Olhar geomeétrico, no espago
— Curvas obtidas por intersec¢dao de um cone por um plano



CONICAS

Em G.A.
> Ponto de vista algébrico

> Curvas planas, descritas por equagbées em um
sistema de coordenadas cartesianas



> Sao definidas como conjunto de pontos -
lugares geométricos — que satisfazem certas
propriedades.

> E, depois, determinam-se as equagdes dessas
conicas na forma mais simples.

— Chamadas de equac¢des reduzidas das cdnicas (com
centro na origem e eixo maior sobre 0s eixos)

— Com isso, a equacgao fica sem os termos lineares (em x e y) e
sem o termo misto (em Xxy)



ELIPSE



DEFINICAO

> Dados dois pontos F; e F, chamamos elipse o

conjunto dos pontos P do plano tais que
d(P,F)+d(P,F,) = 2a.

https://www.geogebra.org/m/xPMgK56j



Elementos da Elipse

Focos: séo os pontos F, e F,

Disténcia Focal. é a distancia 2¢ entre os focos
Centro: é o ponto médio O do segmento F,F,
Vértices: sao os pontos A,, A,, B, e B,,

Eixo maior. € o segmento A;A, de comprimento 2a (0 segmento AA,
contém os focos e 0s seus extremos pertencem a elipse)

Eixo menor: é o segmento B,B, de comprimento 2b (os segmentos B,B,
e AA; sao perpendiculares no seu ponto médio).

Excentricidade: € o numero e dado por e=¢/a. Como c<a, temos 0<e<1

https://www.geogebra.org/m/zs2WGmu2




Equacao da Eljpse com Centro na Origem e Eixo
Maior sobre o eixo OX

Proposicéo 1. (a) A equagao de uma elipse cujos
focossédo F1=(-c,0)eF2=(c,0)é




Equacao da Eljpse com Centro na Origem
e Eixo Maior sobre o eixo OX

d(P,Fy) =+ (x+¢c)* +y?

d(P,F,) = {(x—c)* +y?




Jx+C)? +(y-0) +(x-c) +(y-0) =2a
Transpondo o 2.°radical ao 2.°membro :
J(x +C)f +y? = Za—\/(x—c)2 +y?

Elevando ao quadrado e desenvolvendo os produtos notaveis:

(x+c)’ +y* =4a’ - 4a \/(x—c)2+y2 +(x-c)* +y°

Isolando o radical:
4a/(x -c)? +y? =4a’ - 4cx

Dividindo por 4 e tornando a quadrar:
a‘(x* -2cx +c® +y*)=a" - 2a’cx + c*x°
ou (a® -c*)x* +a’y? =a?*(a’ - ¢?)
Mas pelarelacao notavel a’ -c? =b*:
b2x? +c2y? = a?b?
Dividindo ambos 0s membros por a’b” :
X2 y2

—+—==1 (eixo maior = eixo X)
a“ b
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Equacao da Eljpse com Centro na Origem e Eixo
Maior Sobre o Eixo dos y

> Proposicao 1. (b) A equagao de uma elipse
cujos focos sao F1 = (0, -c) e F2 = (0, ¢) é

XZ y2
b_2+a_2:1

Prova: Exercicio



Equacao da Elipse com Centro na Origem e
Eixo maior sobre o eixo dos y:

p
12
|
C
B ‘B
3 -
b X
A1 = (0, —a) Fy Ao = (0,a)
By = (-b,0) I B> = (b,0)
F1 = (0, —c¢) Aq Fs = (0,¢)
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Equacao Reduzida da Elipse

> Eixo maior sobre o eixo dos Xx:
2 2

X Yy
— 4=
a’ b’
> Eixo maior sobre 0 eixo dos y:
2 2
X Yy
b_2 + a—z — 1

> Relagao fundamental:

a‘’ =b* +¢’



OBSERVACOES
- Como a’ =b’+c” temosque a’>b>*=a>b

> Entdo, sempre o maior dos denominadores da
equagao reduzida representa o nimero a° onde
a € a medida do semi-eixo maior.

- Se na equacgdo da elipse o numero a? é
denominador de x?, a elipse tem seu eixo maior
sobre 0 eixo OX. Se é denominador de y?, a
elipse tem seu eixo maior sobre OY.



EXERCICIOS

1) Uma elipse E tem seu centro na origem e um
de seus vertices sobre a reta focal € (0,7). Se a
elipse passa pelo ponto (V5, 14/3), determine sua
equacao, seus vertices, seus focos e sua
excentricidade. Faca, também, um esboco da
elipse.

2) Determine a equacao da elipse que tem centro
C=(0,0), um foco F=(3/4,0) e um vertice A=(1,0).



APLICACOES

A figura mostra os planetas girando em torno do Sol.
Foi o astronomo e matematico Johannes Kepler (1571-1630) que
formulou 3 leis que regem o movimento planetario.

Uma delas diz que um planeta gira em torno do Sol em uma orbita

eliptica, com o Sol em um dos focos. ”



APLICACOES

No caso da Terra 0s semi-eixos sao
a =153.493.000 Ascme b =153.454.000 km. Donde

podemos obter a excentricidade da orbita da Terra.

Pesquise sobre o assunto e obtenha o valor
aproximado da excentricidade da orbita da Terra.



APLICACOES

Arcos em forma de semi-elipses sao muito empregados
Na construcao de pontes de concreto e de pedras,
desde os antigos romanos.




APLICACOES

Engenharia elétrica: conjuntos de elipses homofocais
(elipses de mesmos focos) sao utilizadas na teoria
de correntes elétricas estacionarias.

Engenharia mecanica: sao usadas engrenagens
elipticas (excéntricos).

N>
N>



HIPERBOLE



DEFINICAO

Dados dois pontos F; e F, chamamos hipérbole o
conjunto dos pontos P do plano tais que

|d(P,F,) - d(P,F,)|=2a (0<2a<2c, 2c= d(F,F,) ).

N>
a~



Focos: sao os pontos F, e F,
Distancia Focal: é a distancia 2c¢
entre os focos,

Centro: € o ponto médio C do
segmento F,F,,

Vértices: sao 0s pontos A, e A,

Eixo Real ou transverso: é o
segmento A,A, de comprimento 23,
Eixo imaginario ou conjugado: é o
segmento B,B, de comprimento 25,

Excentricidade: é o numero e
dado por e=¢/a. Como c>a,
temos e>1.




EFquacao da Hiperbole com Centro na
Origem e Eixo Real sobre o eixo dos X:

Proposicao 1. (a) A equacao de uma
Hipeérbole cujos focos sao F1 = (-c, 0) e F2 =
(c,0) é

X yz 1
"2 12 Prova: Exercicio.
a b



Corliesls
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Proposicao 1. (b) A equacao de uma hipérbole
cujos focos sao F1 = (0, -c) e F2 = (0, c) é

Prova: Exercicio.

N>
2



'.'Al = (0, —a)
Fy = (0, _c)

Fy

Az = (0,a)
Fa = (0,¢)

29



Assintotas

b
As retas V= i;x sao chamadas assintotas da hipérbole.

Exercicio: justificar

= h.; A\\\\\Qﬁ" £
AN SN

Sao retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais

a medida que os pontos se afastam dos focos.
30



EXERCICIOS

1. Determinar na hipérbole 9x* —7y* -63=0
a) a medida dos semi-eixos

b) os vértices

c) os focos

d) a excentricidade

e) as equacoes das assintotas

f) um esboco grafico no papel e lapis e depois a
representacao no Geogebra.

2 2

2. O mesmo para a hipérbole: y X
100 o4

o)



APLICACOES

Recentemente, experimentos fisicos mostraram que
particulas carregadas atiradas em nucleos de atomos se
espalham ao longo de trajetodrias hiperbolicas.

Em Mecanica dos Fluidos e em alguns problemas
referentes ao fluxo estacionario de eletricidade sao
utilizadas hipérboles homofocais (de mesmo foco).

(U
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APLICACOES

O Sistema LORAN (long range navigation) e o sistema
DECCA de navegacao aérea usam hipérboleS.

Igualmente na navegacao maritima utilizam-se
sistemas hiperbolicos: O sistema RADUX (de baixissima
frequéncia) e o sistema LORAC (de ondas continuas para
observacoes de grande precisao).

o))
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PARABOLA

®
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Parabola

- Dados um ponto F e uma reta g,
com F ¢ d seja p = d(F,d). Chamamos parabola o conjunto

dos pontos P do plano que sao equidistantes de F e d, i. €.,
d(P,F)= d(P,ad).

~_ =]
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Elementos da Parabola

Foco: é o ponto F
Diretriz: é a reta d

Eixo: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a

diretriz

Vértice. é o ponto V de intersecao da parabola com seu

eixo
d(V,F)=d(v,d)

Corliczals

97



Equacao Reduzida da Parabola

e O eixo da parabola € o eixo dos y: X’ = 2py

e Se p>0 a parabola tem concavidade voltada para
cima e se p<0 a parabola tem concavidade voltada
para baixo.

93



Equacado Reduzida da Parabola

O eixo da parabola é o eixo dos x: y° = 2px

AY
p,y)L—--

Pl
3

v
o —|
P

2

e Se p>0 a parabola tem concavidade voltada para a
direita e se p<0 a parabola tem concavidade voltada para a
esquerda.

Corliczals oY)



Exercicios

1. Achar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz
das parabolas: ;

y’=-8x e x =8y
2. Determine a equacao da parabola sabendo que:

Vértice V=(0,0), passa pelo ponto P=(-2,5) e
concavidade voltada para cima.

40



APLICACOES

(a) A seccao de um farol de automovel tem o formato
de uma parabola (a superficie espelhada é um
paraboloide). A lampada situada no foco, quando acesa,
emite raios luminosos que apos incidirem sobre a
parabola serao refletidos numa mesma direcao segundo
retas paralelas ao eixo da parabola




APLICACOES

(b) Se um espelho parabdlico € apontado para o Sol,
os raios da luz (paralelos ao eixo da parabola) serao
refletidos para o0 mesmo ponto (foco). Pela grande
quantidade de calor produzido nesta fonte, procede o
nome foco (em latim focus significa fogo).

Aplica-se 0 mesmo principio na construcao de espelhos
para telescopios, antenas de radar e antenas
parabdlicas (as ondas paralelas ao eixo da parabola, se
refletem na antena e confluem para o retransmissor).



(c) Em balistica, quando se lanca um projetil
sobre o qual atua somente a forca da gravidade,
a trajetdria € uma parabola.



Equacao Geral do 2° Grau

De modo geral, uma conica em IR € um conjunto de
pontos cujas coordenadas, em relacao a bae canonica,
satisfazem a equacao geral:

Ax2 + By2 +Cxy + Dx + Ey + F=0
(com A ou B ou C diferente de zero)

Dada uma equacao na forma geral, estamos
interessados em classificar qual é o tipo de conica de
modo a facilitar seu estudo e representacao grafica.



Equacao Geral do 2° Grau

Podendo ser:

Uma elipse (ou circunferéncia, caso particular)
Uma hipérbole
Uma parabola
Um par de retas
Uma Unica reta
Um ponto
Conjunto vazio

e e

(3) (6)

De 1 a 3 chamamos Conicas e de 4 a 6 Conicas degeneradas.



Equacao Geral do 2° Grau

As equacoes das conicas representadas até aqui estao
na forma reduzida, onde C=0; se A nao nulo, entao
D=0 e se B nao nulo, E=0.

Veremos que € possivel, por meio de uma mudanca de
sistema de coordenadas conveniente, transformar a
equacao geral de uma conica na forma reduzida.

Para isso, utilizaremos conceitos e ferramentas da
Algebra Linear...



