Sinais Aleatorios

Continuos no Tempo



Introducao
% Sabe-se que:
» O comportamento dos fenbmenos fisicos nao é previsivel.

» O conhecimento de um sinal (fenbmeno fisico) em um dado
instante de tempo nao é suficiente para determina-lo em outro
Instante.

> As suas variacoes sao complexas.
» Existem incertezas a respeito do seu comportamento.
> Tais sinais sao chamados de sinais aleatérios.

>»Suas flutuacdes sao complexas, aleatorias, isto §,
imprevisiveis.

> Eles sao caracterizados em termos estatisticos: média,
variancia, funcao densidade de probabilidade, funcao de
auto correlacao, densidade espectral de poténcia, ...



Sinais multicanais ou multidimensionais

< O método usado no processamento de um sinal ou na analise da
resposta de um sinal depende fortemente dos atributos especificos
do sinal. Assim, € importante que os sinais sejam classificados
segundo suas aplicacoes especificas.

< Um sinal é descrito como uma funcao de uma ou mais variavel

independente. O valor da funcao (i.e. a variavel dependente) pode

ser uma quantidade escalar de valor real, ou complexa ou um

vetor.

EX.: Sl(t):Asen(gﬂt) é um sinal com valor real, porém, o sinal
s,(t)=Ae!** € um sinal com valor complexo.
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» Em algumas aplicacoes, os sinais podem ser gerados por multiplas
fontes ou multiplos sensores. Tais sinais podem ser representados
sob a forma vetorial e sao conhecidos como ‘multicanais’ ou
‘multidimensionais’.



Sinais Continuos no Tempo

< Os sinais podem ser classificados segundo as caracteristicas da
variavel (independente) tempo e dos valores que ela assume.

< Sinais continuos, ou analégicos, sao definidos para qualquer valor
de tempo e assumem valores no intervalo continuo (a, b), onde ‘a’
pode ser -« e b pode ser «. Matematicamente estes sinais podem
ser descritos como funcoes de uma variavel continua.

» Formas de onda da voz humana (figura), bem como sinais do
tipo:

SH LI

x (f)=coszt X,(t)=e!  —oo<t<oo | T

sao exemplos de sinais analdgicos | | e
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Sinais Discretos no Tempo

Sinais discretos no tempo sao definidos apenas em intervalos
especificos. Na pratica, estes intervalos sao iguais. EX.:

x(t,)=e !, n=0,+1+2,...
o indice ‘n’ dos instantes de tempo é a variavel independente e o
valor do sinal se torna uma funcao de uma variavel inteira (i.e.
uma sequéncia de niumeros). Um sinal discreto no tempo pode ser
representado por uma sequéncia de numeros reais ou complexos.

Para enfatizar a natureza discreta de um sinal, podemos denota-lo
por x(n) ao invés de x(t).

Sinais discretos no tempo podem aparecer:

> Pela selecao dos valores de um sinal analégico em instantes de
tempo discretos. Este processo € chamado de amostragem

> Pelo acumulo de uma variavel num periodo de tempo. Por ex.,
numero de carros cruzando uma rua a cada hora.



Sinais com valores continuos e discretos

Os valores de um sinal continuo ou discreto no tempo podem ser
continuos ou discretos.

Um sinal discreto no tempo tendo uma série de valores discretos é
chamado de sinal digital.

Para um sinal ser processado digitalmente, ele deve ser discreto
no tempo e seus valores tém que ser discretos.

Se o sinal a ser processado é analdgico, ele deve ser convertido
para o formato digital através da amostragem do sinal analdgico
em intervalos discretos de tempo, obtendo-se um sinal discreto no
tempo. Em seqguida, seus valores sao quantizados para uma série
de valores discretos. Este processo € conhecido por quantizacao.
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Frequéncia em sinais continuos e discretos no tempo

A frequéncia é relacionada a uma oscilacao harmoénica periédica
descrita por funcdes senoidais

O conceito de frequéncia esta inversamente relacionado ao
conceito do tempo, portanto, a natureza do tempo (continuo ou
discreto) afeta a natureza da frequéncia de acordo.

Sinais continuos no tempo:

X, (t)=Acos(wt+6) —oo<t<oo
este sinal é perfeitamente caracterizado por 3 parametros: a
amplitude, a velocidade angular (em rad/s) e a fase (rad). A
velocidade angular é funcao da frequéncia: 2pf

Sinais discretos no tempo
X, (t)=Acos(wn+6) —oo<n<oo

onde n é uma variavel inteira (nUmero de amostras).
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Sinais deterministicos e aleatérios

O processamento e analise matematica de sinais requerem a
disponibilidade de uma descricao matematica do sinal, normalmente
chamada de modelagem do sinal, o que leva a outra classificacao
importante dos sinais.

Qualquer sinal que possa ser descrita por uma expressao matematica
explicita Unica é chamado de deterministico. Este termo é usado para
enfatizar que o fato de que todos os valores passados, presentes e futuros
do sinal podem ser conhecidos precisamente, sem grau de incerteza.

Em muitas aplicacdes praticas nao é possivel descrever 0s sinais com um
grau de precisao através de formulas matematicas. Ou entao, a descricao
é tao complicada que seu uso nao é pratico. Estes sinais, com
caracteristicas de imprevisibilidade, sao os aleatoérios.

A base matematica para a analise tedrica dos sinais aleatérios vem da
teoria da probabilidade e processos estocasticos.



exemplos de sinais aleatorios

A temperatura ou pressao do ar varia aleatoriamente em funcao
do tempo.

A tensao de ruido térmico em resistores e dispositivos eletronicos.
Dados enviados através de um canal de comunicacao.
Sinais de informacao.

> Tais sinais sao formalmente modelados como de duracao
infinita e energia infinita e nao apresentam uma descricao
analitica, pois suas variacdes sao aleatdrias.

x(t)
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Definicdo de um processo aleatoério

< Suponha que sao medidas as tensdes de ruido em uma série de resistores.
> Neste caso poder-se-ia observar que:
» As formas de ondas obtidas sao diferentes uma das outras.
> Nao é possivel representar os sinais por funcoes.

> A Unica maneira de caracterizar este conjunto de sinais é em
termos estatisticos.

> Definimos entao um processo aleatoério:

% O conjunto de todas as formas de onda possiveis define formalmente o
Processo Aleatdrio ou Processo Estocastico ou Sinal Aleatério.

> Uma forma de onda particular € uma simples realizacao do processo
aleatério. Ela é chamada de funcao amostra [x(t),£].
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Modelagem de um Processo Aleatorio (ou Estocastico)
< O conceito de processo estocastico constitui uma extensao da nocao de
variavel aleatéria e permite modelar uma classe de sinais cujo
comportamento ao longo do tempo é nao deterministico. A interpretacao
deste modelo pode fazer-se com base na figura. A ideia basica é a de que
cada sinal ou funcao amostra daquela classe ocorre de acordo com o0s
resultados de um modelo experimental probabilistico. Com efeito, um
processo estocastico nao € mais do que um conjunto de sinais x(t;€),
chamados de ‘funcdes amostra’, onde é um dos resultados elementares
de um fendmeno fisico completamente caracterizado pelo conjunto C de
todos o
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% em resumo:

% Variavel aleatoria:
> A cada ponto amostral £ € assinalado um numero real x = x(&).
> O espaco amostral € um conjunto de valores numeéricos.

% Processo aleatério:
> A cada ponto amostral ¢ é assinalada uma forma de onda x(t, €).

> O espaco amostral € uma colecao de formas de onda ou sinais.

% Um processo aleatério pode ser denotado por Iletras maidsculas,
X(x(t), &).

» Por simplicidade omite-se os argumentos.

em

negrito,
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Caracterizacao de um processo aleatorio

XA(X’t) X1 X Xn
X (t) ! l
2 SN

7 : A%
A [ir\ /:r\ : > !
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t, t, t
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0.0

Observe que no instante t; nao existe um
valor Unico para x(t;) .

Portanto, x,; € uma variavel aleatédria
caracterizada por uma funcao densidade
de probabilidade p(x;).

Considerando os instantes t;
i=1,2,..n

> X(t) = x(t;) sao n variaveis aleatdrias
distintas.

O processo aleatdério X ¢é entao
caracterizado pela funcao densidade de
probabilidade conjunta destas n
variaveis.

P(Xe1 » Xi2 4 +or Xgn)
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Processos estacionarios

% Um processo aleatorio € estacionario no sentido estrito se a pdf conjunta ndo variar
com o deslocamento do tempo.

P(Xer » X2+ oo Xn) = PKerar 1 X2 415 -0 Xin 47 )

% Para um processo estacionario todas as suas estatisticas sdo invariantes ao
deslocamento do tempo. Assim, ele € caracterizado por uma uUnica pdf (funcdo
densidade de probabilidade).

p(X)

estacionario nao estacionario

w- A LA > i Jni IM l“ﬂl] Il nli \{ Mllm IHJ‘HJ‘”,I’J H”Mxll‘ mM ”l ll{
uw V i urlww WU ]’W' H‘ w 1 \‘l T llww
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Medias estatisticas para um processo aleatorio

< O conhecimento Unico da pdf € muito inadequado na descricao de
um processo aleatoério.

L)

» Um processo aleatdrio € muitas vezes caracterizado por algumas
meédias “estatisticas de primeira ordem”, tais como: valor médio,
valor quadratico médio, variancia, etc.

L)

L)

» Para se extrair informacdes sobre o conteldo de frequéncias de
um sinal aleatério utilizam-se as estatisticas conjuntas -
“estatisticas de segunda ordem”, tais como: funcbes de
correlagao, covariancia e densidade espectral de poténcia.

)
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Estatisticas de primeira ordem

% Considere um processo aleatorio com todas medidas feitas em um instante
t.
% Definicdo: O m-ésimo momento deste processo é definido como o valor

esperado de X™M(t).

o0

E[X "t )]: _“Xtr}1 p(xy; Jdx;

—Q0

% Observe gque:
> X(t) € uma variavel aleatéria do instante t..
» Para cada instante t; distinto tem-se um momento diferente.
» Portanto: E[.] depende do tempo t;

16



% Mas, se o processo for estacionario, uma unica pdf [p(x)], é suficiente para
descrevé-lo. Assim:

E[X " ]: Txm p(x )dx

» Neste caso EJ[ . ] ndo depende do tempo.
» m=1 — valor médio (componente DC).

» m =2 — valor quadratico médio (poténcia média total).

m, = E[X]|= O_fx p(x)dx Elx 2 |- szp(x)dx
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Estatisticas de segunda ordem

% Considere duas variaveis aleatorias X, € X,, definidas nos instantes t, e t,.
% Seja a pdf conjunta p(X;; , X;y)-

% A correlacao entre elas é definida como:

Vx(tl’tZ): E[th’XtZ]: j jxtlthp th’XtZ)dthdXtZ

» Esta funcao mede a dependéncia entre as variaveis aleatorias nos
Instantes t; e t, .

» Quanto maior o valor de vy, , maior a dependéncia.

> v, € chamada de funcao de autocorrelacéo de X.
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% Quando o processo € estacionario tem-se que:

P(Xi1 » Xi2) = P(Xizaz + Xi2 +1)

» A propriedade acima indica que vy, depende da diferenca entre t; e t,.
Admitindo t =t, - t;:

yx(tl ’t2): E[th 7 Xt1+r]: yx(T)

v' Poténcia média total:
v'  E calculada para deslocamento nulo, isto é, T = 0.
1x(0) = E[X?]
v' Ela inclui as componentes AC e DC do sinal.

v' Um processo aleatoério estacionario € um modelo ideal que néao se observa
no mundo real.
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 OBS:
» Qualguer processo fisico tem um inicio e um fim.
> As estatisticas dependem da origem do tempo.
» Portanto um processo estacionario € um modelo ideal.
» Define-se dois tipos de processos: estacionario no sentido amplo e

processo ergaodico.

Processo estacionario no sentido amplo

% Um processo estacionario no sentido amplo considera somente as médias
de primeira e segunda ordem.

> Ele é estacionario no sentido amplo se:

m, =E[X] = cte. paratodot
yx(tlitZ):yx(T)
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Definicoes

% a covariancia, ou variancia conjunta, € uma medida do grau de
interdependéncia (ou inter-relacdo) numérica entre duas variaveis
aleatorias. Assim, variaveis independentes tém covariancia zero.

% autocorrelacao € uma medida que informa o quanto o valor de

L)

uma realizacdo de uma variavel aleatoria € capaz de influenciar seus
vizinhos. Por exemplo, o quanto a existéncia de um valor mais alto
condiciona valores também altos de seus vizinhos.

» O valor da autocorrelacdo esta entre 1 (correlacao perfeita) e -1, o que
significa anti-correlacao perfeita. O valor O significa total auséncia de
correlacao.

» A autocorrelacdo de uma dada variavel se define pela distancia,
ou atraso com que se deseja medi-la. Quando essa distancia é zero,
tem-se o valor maximo 1, pois trata-se da variavel correlacionada com
ela mesma. Outros valores devem ser calculados caso a caso.

21



Funcéo de autocovariancia

% Esta relacionada com a funcao de autocorrelacéo.

Cylty 1) = E[{th — My (tl)}'{XtZ —m,(t, )}]

Cylty ty) = v (ty tp ) —my (t m, (t,)

% Para processos aleatérios estacionarios

Cx (tl 1% ) = Cy (T) = Tx (T)_ m)%
» Variancia: c,(0)

» Define a poténcia AC do processo aleatorio:

C7>2< = Cy (O) — Vx(o)_ m)%

= Desvio Padrao - valor rms: O'X

retira-se a
meédia do sinal
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Processos ergodicos
+ Todas as funcdoes amostras apresentam as mesmas informacoes.

» Assim, uma unica funcdo amostra € suficiente para caracterizar o
pProcesso.

% Todas as estatisticas sdo determinadas a partir de uma funcdo amostra.

% As médias temporais sao iguais as médias estatisticas.

X(t)

______________________________ t

Y A N G AR U pa >
J/ ~_~ - %

valor médio no tempo funcao de autocorrelacado temporal
1 T/2 1 T/2
<x(t)>= lim= Jx(t)dt r(t)= lim = jx(t)x(t+r)dt

Too | Too |

—T1/2 -T1/2
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¢ Processos ergodicos:
» as medias temporais sao iguais as medias estatisticas assim:

m, = E[X]=<x(t)>

Viltt) =14 (0)= (1)
% Em geral, parametros tais como: valor dc, valor rms, poténcia média, séo
relacionados com um processo ergodico.

X =< x(t)> = nivel dc do sinal
[X]" = < x(t)>2 = poténciado componente dc
v, (0)= < x2(t) > = poténcia total

oi =< x*(t)>—-<x(t)>* = poténciaac
c, = valorrms
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Medias estatisticas de processos conjuntos

% Sejam X e Y dois processos aleatdrios com pdf conjunta:

PXe1 s X2 1 -+ Xen s Ye1 s Ye2 s o Yem )

» Funcao de correlacéo cruzada

ny(tl’tz): E[th’Ytz]: j jxtlytZ p(xtliytZ)dthdytZ

—00 —00

» Funcéo de covariancia cruzada

Cyy (tl 1) ) = ny(tl 15 )_ m, (tl)my (tz)
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Processos aleatérios independentes
p(xtl’ Xp21 o Xins Yo Yeoo - yt'm): p(XtI’ th)'p(yt'b yt'm)

Processos aleatdrios descorrelacionados

ny(tl 1% ) — E[th]E[Ytz]

m—p  Cyy (ty.t;)= ny(tl ty)—m, (tl)my (t;)=0

A funcao de covariancia cruzada é nula
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Densidade Espectral de poténcia

% Um processo aleatorio € um sinal de energia infinita, portanto ele nao
apresenta transformada de Fourier.

% A caracteristica Espectral € obtida através da funcao de sua autocorrelacéao.

* O teorema de Wiener-Kinchine estabelece que:

» A transformada de Fourier da funcao de autocorrelacdo fornece a
densidade espectral de poténcia media de um processo aleatorio.

J‘yx )e i2nFt g @ ’Yx J‘F )ejanrdF
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v Noinstantet =0
jr F)IF = E[x?]>0

% Observacoes:
» T'\(F) >0 (éreal e par)
> A poténcia media total é calculada pela area sob I', (F).
» I, (F) representa a distribuicao da poténcia em fungao da frequéncia.
» Assim:

» I',(F) e denominado de densidade espectral de poténcia.

28



Significado fisico da funcao de autocorrelacao

< E a medida mais significativa na analise de sinais aleatérios.

* Ela mede a rapidez das variagdes dos sinais.

“0 A N\

Yx(T)
A

sinais lentos
K

sinais rapidos




Propriedades dos processos estacionarios

v Afungéo de autocorrelagéo € par: Y« (’c) =Yy (— ’C)

v Seo processo tem um componente

periédico, entdo: Y x (T) = Tx (T "'T)
v' Para 1 tendendo ao infinito: Vx(oo) — m)%
v Parat=0: yX(O)=E{X2_
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Propriedades da funcéo de correlacao cruzada

v' Afuncéao de correlacao cruzada é par:

v' Se x e y sao independentes:

v' Se x e y sado descorrelacionados:

v' Se X e y sdo ortogonais:

v' Limite maximo

VW(T) — YXy(_ T)

¥ xy (T) =m,m,
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Resumo

% Variaveis aleatorias modelam eventos desconhecidos.

% Processos aleatorios modelam sinais desconhecidos.
» Um processo aleatério € uma colecao de sinais.
» Pode ser pensado também como uma colecao de variaveis aleatorias.
» Se X(t) € um processo aleatorio entao:

> X(1), X(3), X(999) sao variaveis aleatorias para um instante de
tempo particular.

» Classes de processos aleatorios:
» Nao estacionario.

» Estacionario - estacionario no sentido amplo - ergodico.
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» O modelo de processo ergodico é muito utilizado na pratica, pois na
maioria das vezes tem-se disponivel uma unica funcao amostra do

sinal.

% Parametros importantes:

>
>

Funcéo densidade de probabilidade do sinal,
Funcéo de autocorrelacéo,

Densidade espectral de poténcia, que € a transformada de Fourier
da funcao de autocorrelacao,

Funcdo de correlacdo cruzada para o caso de se ter dois
processos aleatorios distintos (por exemplo sinal e ruido
Introduzido no sinal),

Valor medio, valor quadratico médio, variancia.
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Sinais aleatorios

discretos ho tempo
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Médias Estatisticas

* Uma vez que recordamos a teoria de probabilidade e algumas de suas
ramificacOes, definimos o comportamento médio de um experimento
aleatorio. O valor esperado ou media de uma variavel aleatoria X € definido
por:

e O=EIX Q)= [xpo (g

Onde o operador E denota a esperanca estatistica. Ou seja, a media
situa o centro de gravidade da area sob a curva de densidade de
probabilidade da variavel aleatoria x.

Funcdo de uma variavel aleatoria

% Seja X uma variavel aleatoria, e seja g(X) uma funcao de valor real definida
sobre a reta real. Se Y for definida como:

Y =9(X) (2)

Y é também uma variavel aleatoria.
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Funcao de uma variavel aleatoria (cont.)

% Para encontrar o valor esperado de Y a partir da pdf, py(y), aplicamos a
formula padrao

ElY = T y py (y)dy

% Um procedimento mais simples & escrever:

Elg(X)]= T 9(x) Py (x)dx (3)

“* A equacao (3) pode ser vista como uma generalizacao do conceito de valor
esperado para uma funcéo arbitraria g(X) de uma variavel aleatoria X.
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Exemplo 1
*» Variavel aleatoria cossenoidal
> Seja Y =g(X)=cos(X)

» Onde X é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
(-m, ), OU seja

pX(X):%%’ —TT< X<

0, casocontrario

» De acordo com a eq. (3), o valor esperado de Y é:

f 1 1 x
E[Y]= J' (cos x)gdx_—gsen X" =0

—7T
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Momentos

Para o caso especifico de g(X) = X", utilizando-se a eq. (3), obtemos 0 n-
ésimo momento da distribuicido de probabilidade da variavel aleatoria X, ou
seja,

Elg(x"))= j X" Py (X)dx (4)
Os mais importantes momentos de X s&o os dois primeiros.

Fazendo n=1, em (4), obtém-se a média da variavel aleatoria, enquanto
para n=2, obtém-se o valor quadrético medio de X.

E[g ] jx p, (x)dx (5)

Também podemos definir momentos centrais, que sao 0s mentos das
diferencas entre a variavel aleatéria e a sua meédia py. O n-ésimo momento
central é:

¢ = =Y o ©
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Momentos

Para n=1, o momento central é zero, enquanto para n=2 o segundo
momento central € conhecido como variancia da variavel aleatoria X:

var[X ]: E[(X — My )2]: _T (X_/Ux )2 Px (X)dX (7)

A variancia é muitas vezes representada por o

A raiz quadrada da variancia, representada por oy, € também conhecida
como desvio padrao da variavel aleatoria X.

A variancia de uma variavel aleatoria € uma medida da ‘aleatoriedade’ da
variavel. Especificando a variancia, restringimos a largura efetiva da funcao
densidade de probabilidade py(X) da variavel X em torno da média .
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Momentos

“ A ‘desigualdade de ChebysheVv’ afirma que para qualquer numero ¢ positivo,

temos: )

P(X — g1y |2 )<= (8)

=
< E uma descricéo parcial de sua distribuicdo de probabilidade.

% A partir das egs. (5) e (7) avariancia e o valor quadratico médio, E|X?|, sao
relacionados por:

o =E|X?=2u, X+ 4 |=E|X? | =243 E|X |+ a5 =E|X? |+ i (9)

Elo(x?)]= [ p, (x)ox (5)

var[X ]: E[(X — Hy )2]: _]9 (X_/Ux )2 Px (X)dX (7)
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Funcdo caracteristica

Outra média estatistica importante, a fungao caracteristica ®(v) da pdf de
uma variavel aleatoria x, € definida como a esperanca da funcéo
exponencial complexa [exp(jvX)], como mostrado:

o0

O, (v)=E[exp(joX )]= [ py (x)exp(jox)dx (10)
Onde v é real e j=(-1)2. Em outras palavras, ®(v) é, exceto por uma
mudanca de sinal no expoente, a transformada de Fourier da funcéo
densidade de probabilidade py(X).

Lembrando que v e x exercem papéis analogos aos das variaveis 2nf e t
das transformadas de Fourier, respectivamente, deduzimos a relacao
iInversa, analoga a transformada de Fourier inversa:

P (0= [, ()exp(- jux)do )
T

Essa relacao pode ser utilizada para avaliar a pdf da variavel aleatoria X a
partir de sua funcao caracteristica ®y(v). 41



Exemplo 2

%+ Variavel aleatoéria Guassiana

> E comumente encontrada em analise estatistica de uma grande
variedade de sistemas fisicos, incluindo sistemas de comunicacao. Seja
X uma variavel aleatoria de distribuicdo Gaussiana de média p, e
variancia oy . A pdf desta variavel é definida como:

px(x):\/zf;(7 exp[—(X;:ZX) j —00 < X < 00 (12)

> Neste exemplo, utilizam a funcéo caracteristica para avaliar 0s

momentos de ordem mais alta da variavel aleatoria Gaussiana X.

» Solucao: Diferenciamos ambos os lados da eq. (10) em relacdo a v, um
total de n vezes e entao fazemos v=0, obtendo:

d" 0 [ o
~D, (V) :(J) _[X Px (X)dX
do - 4 »



Exemplo 2 (cont.)

“ A integral do lado direito desta relacéo

Do, @) =(i) [x" py()dx

n
do -

** @ reconhecida como o0 n-ésimo momento da variavel aleatéria X. Portanto:

ki) Lo ), 13)

“ A funcao caracteristica de uma variavel aleatoria Gaussiana X de média py

e variancia o é dada por
o, (u)=exp[ij —%uzai) (14)

As eq. (13) e (14) mostram que os momentos de ordem mais alta da variavel
aleatoria Gaussiana sao unicamente determinados pela média e pela
variancia.
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Momentos conjuntos

% Seja o par de variaveis X e Y. Um conjunto de médias estatisticas
Importantes sdo 0s momentos conjuntos, também chamados de valores
esperados de X'YX onde i e k podem assumir qualquer valor inteiro positivo.
Assim:

XY" _ny Dy v (X, y)dxdy (15)

—00—00

% Um momento conjunto de importancia particular € a correlacéo, definida por
E[XY], que corresponde a i=k=1 na eq. (15).

% A correlacao das variaveis aleatorias centradas X-E[X] e Y-E[Y], ou seja, O
momento conjunto

cov{ XY |=E[(X —E[X])(Y —E[Y]) (16)

+» @ chamado de covarianciade X e'Y.
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Momentos conjuntos
Sendo uy=E[X] e uy=E[Y], podemos expandir a eq. (16) para obter:
COV[ XY ]=E[XY]— 1, 14, (17)

A covariancia de X e Y, normalizada ao produto dos desvios padrao oycy, €

chamada de coeficiente de correlacao de X e Y:

cov[XY |
p=—"— (18)
Ox Oy
Dizemos que duas variaveis aleatorias X e Y sdo descorrelacionadas se e

somente se sua covariancia for zero, ou seja, E[XY]=0.

A partir da eq. (17) observamos que se uma das variaveis, X e Y, ou ambas,
tiverem meédia zero, e se forem ortogonais, entao elas serao
descorrelacionadas, ou vice versa.

Tambem, se X e Y forem estatisticamente independentes, elas serao
descorrelacionadas, mas a reciproca nao necessariamente € verdadeira
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Processos aleatérios

% Sinais aleatorios apresentam duas propriedades:
» Sao funcdes do tempo definidos em algum intervalo de observacao

» Sao aleatdrios no sentido de que antes de se realizar um experimento
nao é possivel descrever as formas de onda que serao observadas

» Portanto, ao descrevermos sinais aleatorios, vemos que cada ponto
amostrado no espaco amostral € uma funcédo do tempo.

» O espaco amostral, ou conjunto de funcdes do tempo, é chamado de
processo aleatorio ou estocastico.

» Assumimos a existéncia de uma distribuicao de probabilidade definida
ao longo de uma classe apropriada de conjuntos no espaco amostral,
portanto podemos falar em probabilidade de varios eventos.
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Processos aleatérios

Seja um experimento aleatorio especificado pelos resultados &; de algum
espaco amostral &, pelos eventos definidos no espaco amostral & e pelas
probabilidades destes eventos.

Atribuimos a cada ponto uma funcéo do tempo, de acordo com a regra
X(t,<) —T <t<T (19)

Onde 2T € o intervalo de observagao total. Para um ponto amostral fixo, &;
o grafico X(t,§;) versus tempo € chamado de uma realizagao ou funcao
amostral do processo aleatorio.

Para simplificar, denotamos a funcao amostral como:

GO=XtE)  @9)
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Processos aleatérios

*» A figura ilustra o conjunto de funcbes amostrais. A partir dela, observamos

que para um tempo fixo t,, dentro de um intervalo de observagao, o conjunto
de niumeros

2 (6 %o (6 ) e %o () =X (6, 60 X (6, & ) ey X (8, 8) §
¢ constitui uma variavel aleatoria.

% Dessa forma, temos um conjunto indexado (familia) de variaveis aleatorias
[X(t,£)] que é chamado de processo aleatorio.
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Processos aleatérios

% Para simplificar, a pratica é suprimir o & e simplesmente utilizar o X(t) para
denotar um processo aleatorio.

% Podemos entao definir formalmente processo aleatorio X(t) como um
conjunto de funcdes do tempo com uma regra de probabilidade que atribui
uma probabilidade a todo evento significativo associado a uma observacéao
de uma das funcdes do processo aleatorio.

% Distincao entre variavel e processo aleatorios:

» Para uma variavel aleatoria, o resultado de um experimento aleatorio e
mapeado em um numero

» Para um processo aleatorio, o resultado de um experimento € mapeado
em uma forma de onda que é uma funcao do tempo.
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Processos aleatérios

X(x,t)
A

X4(t) | | .
A N

/ :
X,(t)

(t)
O

I V
Xq(t)
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Funcdes de média, correlacdo e covariancia

s Para um processo aleatorio X(t), definimos a média do processo como o
valor esperado da variavel aleatoria obtido observando-se o processo em
algum tempo t (onde py, € a fungdo densidade de probabilidade do
processo no tempo t), temos:

i )= E[X O] X 00 20

o1
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\/
0’0

\/
0’0

Funcdes de média, correlacéo e covariancia

Um processo aleatorio € dito estacionario de primeira ordem se a funcao
distribuicéo (e portanto a funcao densidade) de X(t) nao varia com o tempo.
Ou seja, as funcdes densidade para as variaveis aleatorias X(t,) e X(t,)
satisfazem (para todo t; e t,):

pX(tl)(X): pX(tz)(X) (21)

Consequentemente, para um processo estacionario de primeira ordem, a
media do processo aleatorio € uma constante, como mostrado por:

uy (t)=p,  paratodo t (22)

Por um argumento similar, podemos também deduzir que a variancia de tal
processo € também constante.
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Autocorrelacéao

Funcao de autocorrelacao do processo X(t) € definida como a esperanca do
produto de duas variaveis aleatorias X(t,) e X(t,), obtidas pela observacéao
de X(t) nos tempos t, e t,, respectivamente (ou seja, X, € X,
respectivamente):

Rx (tl’tZ): E[X (tl) X (tz )]: j Jxl X, pX(tl),X(tz)(Xl’ Xz)dx1 dX2 (23)

—00—00

Onde Py xt2)X1:X2) € @ fungao densidade de probabilidade conjunta das
variaveis aleatorias X(t;) e X(t,).

O processo aleatorio X(t) € estacionario de segunda ordem se a pdf
conjunta Py x2)X1:X2) depende apenas da diferenca entre os tempos de
observacao t, e t,.

Por sua vez, isso implica que a funcao de autocorrelacao de um processo
estacionario (de segunda ordem) depende somente das diferencas de
tempO t2-t1:

R, (t,t,)=R,(t,t,) =R, (t,—t,) (24)
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Autocovariancia

% De forma similar, a funcao de autocovariancia de um processo aleatorio
estacionario X(t) € descrita como

Cyx (tl’ tz): E[(X (t,) — )(X (t,) — ay )]: Ry (tz _tl)_lui (25)

% A eg. (25) mostra que, a semelhanca da funcéo de autocorrelacao, a funcao
de autocovariancia de um processo aleatorio estacionario X(t) depende
somente da diferenca de tempo t,-;.

% A média e a funcao de autocorrelacao do processo sao suficientes para
descrever os primeiros dois momentos do processo,
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Propriedades das funcdes de autocorrelacao

A funcao de autocorrelacao é uma funcéo par, isto e:

7x(k):7/x(_ k) (26)
Se um processo tem um componente periddico de valor N entao:
7x(K)=7yx(k+N) (27)
Para k tendendo ao infinito:
28
yy(o0)= pig 29)
Para k igual a zero:
7x(0)= E[XZJ (29)

A funcao de autocorrelacao € uma funcao decrescente, isto é:

7:0)=1 7, (k)] (30)



Importancia fisica da autocorrelacéao

% A funcéo R,(t) descreve a interdependéncia de duas variaveis aleatorias
obtidas observando-se o processo aleatorio X9t) em instantes separados
entre si de T segundos.

* Quanto mais rapidamente o X(t) mudar com o tempo, mais rapidamente a
funcdo de autocorrelacao decrescera a partir de seu maximo R,(0).

% Este decrescimo pode ser caracterizado por um tempo de descorrelagéo 1,
de modo que para t>t,;, a magnitude da funcéo de autocorrelacdo Ry(t)
permanece abaixo de um valor prescrito.

TR ()

sinais lentos
sinais rapidos
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Importancia fisica da autocorrelacao (cont.)

% Define-se o tempo de descorrelagédo t, como o tempo necessario para que
a magnitude da funcao de autocorrelacéo até um certo valor, 1% por
exemplo, de seu valor maximo.
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Funcdes de correlacdo cruzada

Seja 0 caso mais geral de dois processos aleatorios X(t) e Y(t) com funcoes
de autocorrelacao Ry(t,u) e Ry(t,u), respectivamente.

A funcao de autocorrelacéo cruzada de X(t) e Y(t) € definida por

Ry (t.u)=E[X () (1) (40)

Se 0s processos aleatorios X(t) e Y(tO forem amplamente estacionarios
individualmente e, além disso, forem estacionarios no sentido amplo
conjuntamente, a funcao de correlacdo cruzada podera ser escrita como

Ry (t,u)=R(r)  ondez=t—u (41)
A funcao de correlacao cruzada nao é, em geral, uma funcao par de t, como
era a funcao de autocorrelacdo, e nem tem um maximo na origem. Mas ela
obedece a seqguinte relacao de simetria:

Ry (7)=Ry(-r)  ondez=t-u (42)
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Processos ergodicos

% As esperancas de um processo estocastico X(t) sdo médias ao longo do processo.

» Ex.: ameédia de um processo estocastico em algum tempo fixo t, € a esperanca da variavel
aleatdria X(t,) que descreve todos os valores possiveis das fun¢gdes amostrais do processo
observado no tempo t=t,.

> Assim, as esperancgas de um processo estocastico sdo muitas vezes chamadas de médias
conjuntas.

% Em muitos casos é dificil ou impossivel observar todas as fungcdes amostrais de um processo
aleatorio em um dado intervalo de tempo. Entdo € mais conveniente observar uma funcao
unica por um longo intervalo de tempo. Para uma funcdo amostral Unica podemos computar a
meédia temporal de uma funcéo particular.

» Ex.: para uma funcdo amostral x(t), a média temporal sobre um periodo de observacéo 2T

1 T
iy =7 j X(t)dt (46)

7

e

>

% Para muitos processos de interesse, as meédias temporais e as médias conjuntas sao iguais,
uma propriedade conhecidad como ergodicidade.

» Quando uma meédia conjunta é requerida, podemos estima-la utilizando uma media

temporal. Assim, consideramos que 0s processos aleatorios sdo ergodicos.
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Densidade Espectral de Poténcia

Quando analisamos sinais deterministicos no dominio do tempo, observa-
los também no dominio da frequéncia é importante.

Estas representacoes sao relacionadas pela transformada de Fourier.

Dado que uma funcdo amostral de um processo aleatorio X(t) € também um
sinal no dominio do tempo podemos definir sua transformada de Fourier.
POREM, uma funcdo amostra x(t) individual ndo pode ser representativa de
todo o conjunto de funcdes amostrais que compreendem um pProcesso
aleatorio.

Uma media estatistica das funcbes amostrais, tal como a autocorrelacéo
R, (1) € uma representacdo mais util. Sua transformada de Fourier é
conhecida como densidade espectral de poténcia Sy(f) do processo
aleatorio X(t).
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Densidade Espectral de Poténcia

% A densidade espectral de poténcia Sy(f) e a autocorrelacdo Ry(t) formam o
par

S, (f)= TRX (r)exp(— j2Afr)dr (54)
R, (7)= Tsx (f)exp(j2rf 7 )df (55)

“* As equacdes (54) e (55) sao as relacdes basicas na teoria de analise
espectral de processos aleatorios e, em conjunto elas constituem as
normalmente chamadas relacoes de Einstein-Wiener-Khintchine.

“* As relacOes de Einstein-Wiener-Khintchine mostram que se a funcao de
autocorrelacao ou a densidade espectral de poténcia for conhecida, a outra
pode ser encontrada exatamente.
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Introducao

Toda a caracterizacao e conceitos dados para os sinais aleatorios continuos
no tempo podem ser estendidos para 0s sinais aleatorios discretos no
tempo.

Formalmente, um processo aleatorio discreto no tempo é uma familia X; de
sequéncias aleatorias x;(n).

Se X(n) é um processo aleatorio, entao x(1), x,(2), ... x(n) sédo variaveis
aleatorias.

Ele é entdo caracterizado pela funcado densidade de probabilidade conjunta
de todas estas variaveis aleatorias.

p(an J Xn2 y e Xnn)
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Caracterizacao de um processo aleatorio discreto no tempo

L)

% Somente o0 conhecimento das funcbes densidade de probabilidade

individuais de um processo aleatorio discreto no tempo nao € suficiente
para caracteriza-lo.

% As outras ferramentas importantes para caracteriza-lo sao:

)

» Valor médio - valor quadratico médio - variancia,
Funcao de autocorrelacao,

>
» Densidade espectral de poténcia,
>

Funcéao de correlacédo cruzada, quando se trabalha com dois processos
distintos.

/

% Uma observacao importante:

» Para um processo aleatorio discreto as estatisticas acima podem ser
facilmente estimadas.
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Momentos

\/

% O m-ésimo momento é definido como o valor esperado de X™(n).

o0

EX ()= [0 plx, )ox,

—00

> Param=1em=2tem-se as medidas mais utilizadas:
> m=1:valor médio,
» m = 2 : valor qguadratico médio (poténcia total),

» Retirando o quadrado do valor médio do valor quadratico médio do
sinal obtém-se a variancia ou a poténcia AC.
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Valor médio

» Admitindo m = 1, na equacao anterior:

o0

m, = E[X()]= [xplx, o,

—00

» Propriedades:
E[Xn +Ym]: E[Xn]+ E[Ym]

ElaX, |=aE[X ]
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% Seguéncia de autocorrelacéao

» Mede as variacoes do sinal com o tempo.

» De um modo intuitivo: X(1) e X(2) sdo mais relacionados do que, por
exemplo, X(1) e X(100000).

» Definicao:

v, (n,m)=E[X,, X, ]= j anxm p(X, , X, JAX. dX.,

—00 —00

v Sequéncia de autocovariancia

Cx(n’m): E[Xn _mx(n)’xm _mx(m)]

Cx(nm) =y (n,m)—m,(n)m, (m)
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Processos aleatdrios estacionarios

» Sejak=n-m

» Para um processo estacionario tem-se:

yx(mm)=7,(k), k=m-n

C(nm)=c, (k) =, (k)—m;

» Variancia ( poténcia ac ):

6)2( = Cyx (O) = Vx(o)_ m)%

'\

J

Nao dependem dos instantes

>N em, mas somente do atraso

Kk=n-m

(k)

/ sinais lentos

sinais rapidos

5 K
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Densidade Espectral de Poténcia

% Um processo aleatorio discreto no tempo € uma sequéncia de energia
infinita.
» Portanto, ele nao possui transformada de Fourier.

» Mas, apresenta poténcia média finita, isto €,

7,(0)=E|X?|<
» Entao ele apresenta uma densidade espectral de poténcia.

» Utilizando o teorema de Wiener-Kinchine tem-se que:

1/2

L= D r ™ e y,(0= [1,(Fiar

K=—c0 ~1/2
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% Observacoes:

» T (f) representa a distribuicao da poténcia do sinal em funcdo da
frequéncia.

> Por este motivo I',(f) € chamado de Densidade Espectral de Poténcia.

» Para k = 0, temos a poténcia média do sinal (valor quadratico meédio),
Isto €,

1/2

7,(0)= [T, (f)df

-1/2
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Medias temporais para um par discreto no tempo

% Na pratica € comum ter-se somente uma sequéncia amostra do sinal
aleatario.

> Neste caso utiliza-se as médias temporais, isto €, consideramos 0
processo em estudo como sendo um processo ergodico.

% Sabemos que um Processo Ergddico apresenta as seguintes propriedades:
» Uma unica sequéncia amostra é representativa de todo o processo.
» Assim, “As medias temporais convergem para as médias estatisticas.”

» A menos que especificado considera-se um processo como
estacionario no sentido amplo e ergaddico.
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Definicbes para processos aleatdrios discretos ergodicos

Valor Médio:

. 1
<Xp > =M= dim 2N +1n:Z_NX(n)

Sequéncia de autocorrelacao:

N

k)= tim ——— 37 (n)x(n-+K)

N—ow 2N +1 =

Variancia:

o2 =r,(0)-mZ poténciaac
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Estimativa das meédias temporais

Na pratica dispde-se de uma sequéncia aleatoria com tamanho ou duracao
finita,

{x(n),n=0,1,2,..,N-1},
> isto &, N é finito.

Neste caso, admitindo um processo ergodico, pode-se fazer uma estimativa
das médias temporais do sinal e admiti-las iguais as médias estatisticas.

Nesta estimativa € necessario verificar a qualidade dos estimadores
empregados.

Seja um estimador o, de um parametro o.

% Este estimador varia com as diferentes realizacOes do processo
aleatorio (p. a.)

+» Portanto este estimador € uma variavel aleatoria:
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s Define-se as seguintes medidas:

= Polarizacdo do estimador: B[&] =0 — E[&]
= Variancia do estimador: V&I’[O?] =E \_0?2 J— E? [0?]
= Estimador nao polarizado: B[d] =0 [d —> (X]

= Estimador consistente: B[&] =0 e var[d] =0



Estimativa do valor médio de um sinal

. 1
m, = — Z x(n) » Estimador para o valor medio

£, ]- €L 3 x) |- Y el m,

E[rﬁx] =m, = » O valor esperado € igual ao valor real,
portanto o estimador do valor médio &
nao polarizado
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= Variancia do estimador:

N—1N-1 1 N—1N-1
E[rﬁf]:E —> > x(n)x > E[x(n)x
n=0 m=0 n=0 m=0
1 N-1 , )
:W E[x ] ZZE[X
' n=0 n=0 m=n _

= E[x(n)x(m)] = E[x(n)]E[X(M)] = (m,)? pois 0 processo é ergddico, assim,

N-1 ,
N X

=%E[x2(n) ;

2
N | ) ) G tende a zero
X y = —— conforme

1= Mg -
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%+ Resumindo: o estimador do valor médio é definido como:

1 N-1
i, == x(n)
' N n=0
 Em que:

> O estimador é consistente

2 > quando N tende ao infinito
var[mx] =X (grande).
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Estimativa da variancia de um sinal;

1y
N

. N -1
2| c5)2(

= Valor esperado do estimador: E[gx —
N

¥)

» Para uma polarizacao nula: divide-se a estimativa acima por N-1 em
vez de N. Ou seja € melhor utilizar a seguinte equacao para a
estimativa da variancia:
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= Variancia do estimador:

var|v —[E[ ]+E v]] onde: v =65

= Para N — o a variancia tende a zero.

» Como para N um valor muito grande a polarizacéo e a variancia de

A

Oy tende a zero a equacao abaixo € uma estimativa consistente da
variancia:
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Estimativa da funcao de autocorrelacao:

= Primeiro modo:

N —1k|

Zx n+k

Admitindo m, =0

e[, (k)] - N‘N' ()

varlF, (k Z[yx )y, (14K, (1 =)
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> Para valores de k, proximos de N, o estimador € altamente
polarizado.

“tem-se poucos pontos no calculo da estimativa”.

"Biad' B = %yx(k);t 0

» Portanto para polarizacao baixa os valores de k devem ser pequenos
guando comparados com N.

» Para valores grandes de N a variancia € aproximadamente nula.

var|f, (k)| = 0
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Estimativa da funcao de autocorrelacao:

N —1-k]| |
= Segundo modo: I, (k | ” | ZX I’l + k)

Admitindom, =0 —

E[fx(k) = Vx(k)

) N - 2
varl (k)= S 1l k1K)

» Para valores de k proximos de N a variancia € muito alta.
“tem-se poucos pontos no calculo da estimativa”.

> A polarizacao € nula. "Bias" B =0

» Conjectura-se que o primeiro estimador € melhor.
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Exemplo: Funcao de autocorrelacao do ruido branco gaussiano com
valor médio zero e variancia igual a 1.

3 ]
2 Fm===- == ===

-200 -100 0 100 200 e -200 -100 0 100 200
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Exemplo: Funcao de autocorrelagcao de um trecho de um sinal de voz

1 I I

] o
g YT T A
oot ﬂ' (LA V
N |

0 50

100

I

1
-100 0
nao polarizada

0.2 T T T
| | | |

ALY

01F---=

01F---- +

-0.2

0 N’Wll l lllvl,A‘l’l'l‘ll\lnvl‘l‘ "'l'l‘l"‘t"‘lll’l"' ’l'
1 1} A AT
| | |

le

-200

-100

0 100
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Resumo

v' Processos aleatérios discretos no tempo modelam sequéncias (ou sinais

discretos no tempo) desconhecidas.

=

=

Um p.a. discreto no tempo € uma colecao de sequéncias.

Pode ser pensado também como uma colecao de variaveis aleatorias.
Se X(n) € um processo aleatorio entao:

= X(1), X(3) e X(1000) sao variaveis aleatorias para n particular.
Classes de processos aleatorios:

= Estacionario - Estacionario no sentido amplo - Ergddico.
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Resumo

Parametros importantes:
= Funcao densidade de probabilidade,
= Funcao de autocorrelacdo — Densidade espectral de poténcia,
= Funcao de correlacao cruzada,
=  Valor médio, variancia (desvio padréo).

v na estimativa dos parametros admite-se, em geral, um processo
aleatorio ergaddico.
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