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Problema do calculo da area

Como calcular a area abaixo do grafico de uma fungao?
Consideramos que o dominio da fungdo f é um intervalo [a, b].
Dividimos [a, b] em “pequenos intervalos”.

Em cada um desses pequenos intervalos escolhemos um ponto
x qualquer.

Consideramos o retangulo que tem como base esse intervalo e
altura f(x).

A soma das areas de todos esses retangulos é
aproximadamente o valor da drea abaixo de f.

Quanto menor o tamanho desses pequenos intervalos, melhor
¢ a aproximacao da drea.



Definicao formal: particao

Uma particdo de um intervalo [a, b] é um subconjunto finito P
de [a, b] que possui a e b como elementos.

Notagdo: quando escrevemos P = {xp,...,Xn} € que P é
uma parti¢cdo, fica implicito que essa enumeracdo estd em
ordem crescente. Isto é, a=xg < x3 <...<Xx, = b.
Definimos o didmetro de uma partigdo P = {xg,...,Xs} como
o maximo do conjunto {x; — xj—1 : 1 < i < n}.

Isto é, o didametro de uma particdo de um intervalo é o
maximo dos tamanhos de cada pequeno intervalo que o
compoe.

Denotamos o didmetro de uma particdo P por diam(P).



Particao etiquetada

Uma amostra para uma parti¢do P = {xp,..., X} é uma
n-upla ordenada (t1,...,t,) satisfazendo t; € [x;_1, x;], para
cada i€ {1,...,n}.

Isto é, uma amostra “escolhe” um ponto em cada um dos
pequenos intervalos que compdem a parti¢ao.

Notequea=x <t <x1<...<Xxp_1 <th < x,=b.
Uma partico etiquetada é um par (P, A), onde P é uma
particao e A uma amostra para P.

Se (P, A) é uma parti¢do etiquetada, definimos o didmetro de
(P, A) — que denotaremos por diam(P, A) — como o didmetro
de P.



Soma de Riemann

» Supondo que:
» f:DCR— R é uma fungio;

> [a,b] C D;
» P={xo,...,Xxn} é uma particdo de [a, b];
» A= (t1,...,t,) é uma amostra para P;

» definimos: .
D= () — xic1).
(P,A) i=1

» Tal soma é chamada de soma de Riemann de f no intervalo
[a, b] para a particdo etiquetada (P, A).



Exemplo

Calcule Z f, onde:
(P,A)

f(x) = 4x — x2;

[a, b] = [0,4];

P=1{0,1,2,3,4};

A= (3,15,2533).
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Exemplo 2

Calcule Z f, onde:
(P,A)

f(x) = 2x — x?;

[a, b] = [0, 4];

P=1{0,1,2,3,4};

A=(3,13,23,32).
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Fungdes Riemann-integraveis

» Seja f: D CR — R uma fungdo, com [a,b] C D.

» Dizemos que f é Riemann-integravel em [a, b] (ou somente
Riemann-integrdvel, quando D = [a, b]) se Z f tende a

(P,A)

algum nidmero real, quando diam(P, A) tende a 0, sendo
(P, A) particdo etiquetada de [a, b].

» Formalmente: quando existe um ndmero real | tal que, para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que, para toda (P, A) partigdo
etiquetada de [a, b] cujo didmetro é menor do que 4, temos

|l — Z fl<e
(P.A)
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Exemplo de funcao nao Riemann-integravel:

£(x) 0, se x é racional
x) = L
1, se x é irracional

Seja P = {xp,...,xn} qualquer particdo de [0, 1].
Seja A1 = (y1,...,yn) amostra para P com y; € Q.

Seja Ay = (z1,...,2,) amostra para P com z; € R\ Q.
Temost—Oer—l
(P,A1) (P,A2)

Logo, f ndo é Riemann-integravel em [0, 1].



Teorema 1
Toda fungdo continua é Riemann-integravel.
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Integral de Riemann

Seja f: D C R — R uma fungdo Riemann-integravel em
[a, b] C D.

Seja | o limite de Z f quando diam(P) tende a 0.
(P,A)
| serd chamado de integral de Riemann de f entre a e b.

b
| serd denotado por/ f(x)dx.
a

b
També f(x)d. E f.
ambém escrevemos/a (x)dx = d/am 0 2%



Observacoes finais

H4 outras defini¢des de integral (Lebesgue, Darboux, Gauge,
etc.) na literatura matematica.

Como n3o estudaremos outras definicdes de integral nesta
disciplina, usaremos as expressées integral e integravel no
lugar de integral de Riemann e Riemann-integravel,
respectivamente.

Também usamos a expressdo integral definida, para nao ser
confundido com primitiva, ou integral indefinida, que veremos
mais a frente.

Também dizemos integral prépria, para contrastar com a
definicdo de integral imprdpria, que veremos posteriormente.



