Capitulo 1

Probabilidade - Primeiros Conceitos

1.1 Probabilidade Condicional

Considerando novamente o lancamento de dois dados honestos, vamos chamar de A o

evento "sair o total 6 7, ou seja:

A= {(175)7 (2a4)’ (373)7 (47 2)? (5’ 1)}

Como |A] = 5 (numero de elementos de A) e como ja vimos |Q2] = 36 (ntmero de
elementos de 2), pela abordagem classica, temos que:
A5 5 1

P(A) = = = — ~ — = -
(4) Q] 36 35 7

Vamos supor que nao se presencie o langcamento dos dados, mas se receba a seguinte
: XA : z 2
informagao: "saiu o nimero 1 em algum dos lancamentos”.

Nestas condigoes, pergunta-se:

Qual é a probabilidade de A dada essa nova informacgao? Ou seja, qual a
probabilidade do total ser 6 no lancamento de dois dados honestos, sendo que

saiu o nimero 1 em algum dos lancamentos?
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Com essa nova informacao temos um novo espago amostral.

QHOVO = {(17 1); (17 2); (17 3)’ (174); (17 5); (17 6)7 (27 1>; (37 1); (47 1)7 (57 1>7 (67 1)}7
E nesse novo espaco A fica reduzido a.
Anovo - {(17 5>; (57 1)}7

‘Anovoy o 2

|Qn0vo| B 11

IP>(Anovo) =

Essa nova probabilidade de A é chamada de probabilidade condicional.

Definigao 1.1.1 Seja (2,P) um espago de probabilidade, com A e B eventos de €2, com
P(B) > 0. A probabilidade condicional de qualquer evento A, dado um evento B é definida

por:
P(AN B)

PIAIB) = 55
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Exemplo 1.1.1 Considerando novamente o langamento de dois dados honestos.

Sejam A o evento ”sair o total de 6 na soma dos dois lancamentos”

A= {(175)7 (274)7 (373)7 (47 2)7 (57 1)}7

e B o evento "sair o numero 1 em qualquer lancamento”

B ={(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (2,1); (3,1); (4, 1), (5, 1), (6, 1) },

= P(B)=11/36.

ANB=1{1,5),(51)} = P(ANB)=2/36

Portanto a probablidade de A, dado que o evento B ocorreu, é:

P(ANB) 2/36 2
P(AIB) = P(B)  11/36 11’
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A Probabilidade Condicional é um exemplo de uma Fungao de Probabilidade? Sera

que obedece os Axiomas?

Vamos verificar os trés axiomas da definigdo axiomatica para P(A|B):

1. Primeiro precisamos verificar se P(A|B) > 0.

Se ) C (AN B), temos que 0 =P(0) <P(AN B).

Entao
P(AN B) S P(0)

FAB) =55 2 BB)

=0 (1.1)

Por (1.1), concluimos que P(A|B) > 0.
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2. Agora vamos verificar se P(Q|B) = 1. Seja B um evento de 2.

~ P(QIB) = M;(E)B ) _ ﬁégi _1

3. O axioma 3 diz que, dado dois ou mais eventos disjuntos, a probabilidade conjunta

desses eventos € igual a soma de cada um dos eventos.

Portanto, dado A; e A, tais que A; N Ay = (), temos que verificar se

P(A, U As|B) = P(A,|B) + P(A,|B).

Entao vamos comecar:

P(A, U As|B) = P((Alg(gz;) NnB) _P((AN ?P)(;)(m N B))

_ P(gzg)B) + P(ﬁ)zg)B ) — B(A)|B) + P(A:] B).

Portanto, a Probabilidade Condicional satisfaz os axiomas da definicao

axiomatica, e € uma Funcao de Probabilidade.
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Exemplo 1.1.2 Em um reino, hd um rei que vem de uma familia de dois filhos.

Nestas condi¢coes pergunta-se: Qual é a probabilidade do rei ter uma irma?
Vamos denotar por H o irmao do rei se for homem e M se for mulher.

O espaco amostral em questdo €

Q={(H,H),(H,M),(M,H),(M, M)}.

Vamos assumir que os quatros eventos elementares sejam equiprovdveis.

P({(H, H)}) =P{(H,M)}) =P{(M,H)}) = P({(M, M)}) = 1/4

Sejam os eventos:
U = "uma das criangas é uma menina”= {(H, M), (M, H), (M, M)}.
V: "uma das criangas € o rei”’= {(H,H),(H, M), (M, H)}.

UNV = "uma das criancas € uma menina e a outra crianca € o rei "= {(H, M), (M, H)}.

Logo, a probabilidade do rei ter uma irma, € dada por:

PUNV) 2/4 2
PUIV) = =507~ =353
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

1.1.1 Teorema do Produto

Podemos usar a Probabilidade Condicional,

P(AN B)

P(AIB) = ~ 575y

para escrever a seguinte expressao:
P(AN B)=P(B)-P(A|B), P(B) > 0.
Ou ainda:

P(BNA)

P(BIA) = —5r5

e chegar em

P(AN B) = P(A) - B(B|A), P(A) > 0.

Essas expressoes impoem a ideia de passo-a-passo, de tempo
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Exemplo 1.1.3 Uma urna contém 5 bolas brancas e 2 bolas azuis. Uma bola é
retirada e, sem reposi¢ao, uma sequnda bola € retirada.

Qual a probabilidade de ambas serem brancas?

Sendo A e B dois eventos:

Bi: a primeira bola retirada é branca.

By: a sequnda bola retirada € branca.

Esses dois eventos interferem um no outro, pois a probabilidade de ocorréncia de Bsy

depende do que ocorreu na retirada da primeira bola.

Temos que:

P(B,) = 5/7.

Tendo sido retirada uma bola branca e nao havendo reposicao na urna, restam agora

6 bolas: 4 brancas e 2 azuis.

Logo, a probabilidade de retirar-se outra bola branca na sequnda retirada é:

Portanto,

P(B, N By) = P(B,)P(By| By) = (5/7)(2/3) = 10/21.
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Qual a probabilidade da segunda bola retirada ser azul sabendo-se que a

primeira bola retirada foi branca?

Qual a probabilidade da primeira bola retirada ser azul sabendo-se que a

segunda bola retirada foi branca?
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1.1.2 Teorema da Multiplicagao

Seja (€2, IP) um espago de probabilidade e Ay, A, ..., A, eventos de €, tais que P(A4;) >

0 para todo 7, tem-se:
P(AiNAyN...NA,) =P(A)P(As|A))P(A3|Ay N Ay) .. . P(A,JA1 N ..M Ay).

Vemos que o Teorema da multiplicagao é uma generalizacao do Teorema do Produto,
de modo que agora temos a probabilidade da interseccao de n eventos Aj, As, ... A,

por meio das probabilidades condicionais sucessivas.

Para verificar que a fémula funciona, vamos considerar os eventos A;, Ay, A3 € Q). A
probabilidade de A3 dado que a interseccao de A; e Ay ocorreu é

P((A; N Az) N A3)
P(A; N As)

P(Ag‘Al ﬂ Ag) -
Dai decorre que

]P((Al N AQ) N Ag) = IP(A3|A1 N Ag)P(Al N Ag) = P(A3|A1 N AQ)P(AQ’Al)P(AI)

A prova para n eventos é feita por indugao.

Exemplo 1.1.4 Uma urna contém 10 bolas idénticas das quais 5 sao pretas, 3 sao
vermelhas e 2 sao brancas. Quatro bolas sao retiradas uma a uma e sem reposicao.
Encontre a probabilidade da primeira bola ser preta, da sequnda ser vermelha, da

terceira ser branca, e da quarta ser preta também.
Vamos denotar por:

Ay o evento em que a primeira bola retirada € preta;
Ay 0 evento em que a sequnda bola retirada é vermelha;
Az o evento em que a terceira bola retirada € branca;
Ay o evento em que a quarta bola retirada € preta;

Sabendo que €0 serd formado por todas as combinacies possiveis de 4 bolas, qual a

probabilidade pedida?
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Queremos saber a probabiliade de inrtersecao desses 4 eventos elementares, assim a

probabilidade de interesse serd denotada por
P(A N Ay N A3 N Ay =P(Ag| AL N Ay N A3)P(As| Ay N A P(As| A P(AY).

Vamos assumir que em cada passo os eventos elementares de §2 sejam equiprovduveis.
Sabendo que

e P(A;) =5/10

[ ] ]P(AQ|A1) == 3/9

[ ] ]PJ(A3|A2 N A1> — 2/8

o ]P(A4|A1 N AQ N Ag) = 4/7

Obtemos

P(A; N Ay N A5 N Ay) = (5/10)(3/9)(2/8)(4/7) = (1/42).

1.1.3 Conceito de Particao de 2

Dizemos que a colegdo {Aj, As,...A,} forma uma particao de €2, se seus elementos

forem disjuntos, ou seja, A;NA; = () para todo i e todo j com i # j, e se a sua uniao,

denotada por U A;, for igual a 2.

i=1
Seja B um evento, tal que B C 2. De maneira geral, para uma partigao { Ay, Ao, ... A, }

de €2, temos que:

Isso implica em
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1.1.4 Teorema da Probabilidade Total

Seja {A1, As, ... A, } uma partigao de 2 e B um evento. Sendo P(A;) > 0 para todo i,

temos que:

P(B) = P(AiNnB)+..+PA,NB)
= P(A)P(B|A)) + ... + P(A,)P(B|A,)

= 3 P(BIA)P(4)

Exemplo 1.1.5 Observou-se que num posto de gasolina da BR, a propor¢ao de mo-
toristas que usam gasolina comum, gasolina aditivada e gasolina premium durante
um certo periodo de tempo é: 30%, 35% e 25% respectivamente. A propor¢do com
que os motoristas enchem o tanque com essas gasolinas é: 30%, 50% e 60%. Qual é
a probabilidade de um motorista selecionado de maneira aleatoria dentre os clientes

do posto, e nesse mesmo periodo de tempo colocar gasolina no seu tanque?

Denotamos os sequintes eventos:

”

E - 7encher o tanque no periodo de tempo considerado

»

Ay - "motorista usa gasolina comum

”

Ao - "motorista usa gasolina aditivada

Asz - "motorista usa gasolina premium .

A partir desses eventos obtemos as sequintes probabilidades:
P(A;) = 0.4, P(Ay) = 0.35, P(A3) = 0.25,
P(E|A;) = 0.3, P(E|A3) = 0.5 e P(E|A3) = 0.6.

Seja {A1, Ay, A3} a particao de Q e E o evento de interesse. Pelo teorema da proba-

bilidade total, temos que:

P(E) = P(A)P(E|AL) + P(A)P(E|As) + P(Ag)P(E| As)
= (0.4)(0.3) + (0.35)(0.5) + (0.25)(0.6) = 0.445.
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1.1.5 Foérmula de Bayes

Seja B um evento e { Ay, As e Az} uma partigao do espago amostral 2. Assumindo que
P(A;) > 0 parai = 1,2 e 3, temos uma outra aplicagdo da probabilidade condicional:

P(A)P(B|A;)
P(A)P(B|Ay) + P(A2)P(B|Az) + P(A3)P(B|As)

P(AilB) =

Podemos escrever essa mesma férmula para A; e A,.

Observem que se tomarmos um evento A, entao A e A° formam uma particao de €).
Temos assim que
P(AN B) P(A)P(B|A)

FAB) = —5B) = BAR(BIA) + BA)P(BIA7)

Exemplo 1.1.6 Durante o més de agosto a probabilidade de chuva em um dia de-

terminadado € de 4/10.

O Fluminense ganha um jogo em um dia com chuva com probabilidade 6/10 e em um

dia sem chuva com probabilidade 4/10.

Sabendo-se que o Fluminense ganhou um jogo num dia de agosto, qual a probabilidade

de que tenha chovido nesse dia?

Denotamos os eventos por:

”

A - 70 Fluminense ganhou o jogo
Ay - "Choveu ”.
Ay - "Nao choveu 7.

2
As probabilidades de vitoria do Fluminense, em dias de chuva e em dias sem chuva,
sao respectivamente:

6 4
B(AJA) = 15 e P(AlA) = oo

Portanto, a probabilidade de ter chovido em um dia em que o Fluminense ganhou um

jogo, € dada por

(4/10)(6/10)
P( choveu | ganhou) = P(A;|A) = (4/10)(6/10) + (6/10) (4/10) =1/2.
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Exemplo 1.1.7 Um teste para uma doenca rara estd correto 95% das vezes. Em
outras palavras, se uma pessoa tem a doenca, o teste dd positivo com probabilidade
0.95, e se a pessoa nao tem a doenca o resultado do teste da negativo com probabilidade

0.95.

Uma pessoa escolhida aleatoriamente de determinada populacao tem probabilidade
0.001 de ter a doenca. Dado que o resultado do teste para uma determinada pessoa

deu positivo, qual € a probabilidade dela ter a doenca?

Temos o0s sequintes eventos:

A = 7a pessoa possui a doenca 7.
A = "a pessoa nao possui a doenca .
B = "0 resultado do teste deu positivo ”.

E sabemos que:
P(BJA) = 0.95 = P(B|A°) = 0.05.

Portanto a probabilidade da pessoa ter a doenca, sendo que o resultado do exame deu
positivo é:
P(ANB) (0.001)(0.95)

P(AB) = P(B)  (0.001){0.95) + (0.999){0.05) _ 187

O préximo exemplo foi retirado de Morettin(1999).

Exemplo 1.1.8 A administracdo de um fundo de investimentos em acgoes pretende
divulgar, apds o encerramento do pregao, a probabilidade de queda de um indice da
bolsa no dia sequinte, baseando-se nas informagoes disponiveis até aquele momento.
Suponha que a previsao inicial seja de 0.10. Apds encerrado o pregao, nova in-
formacgao sugere uma alta do délar frente ao real. A experiéncia passada indica que,
quando houve queda da bolsa no dia sequinte, 20% das vezes foram precedidas por
esse tipo de noticia, enquanto, nos dias em que a bolsa esteve em alta, apenas em 5%
das vezes houve esse tipo de noticia no dia anterior.

, a sua probabilidade a priori

¢ P(E) = 0.10, enquanto a probabilidade de alta é P(E°) = 0.90. Se B indicar "alta

Chamando de E o evento que indica "queda da bolsa

do dolar 7, entao temos que
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P(B|E) = 0, 20.
P(B|E°) = 0, 05.

Logo pelo Teorema de Bayes, teremos que

P(E)P(B|E)

P(B|E) = P(E)P(B|E) + P(E°)P(B|E°)’

ou seja,
(0,10)(0, 20) 0,02
(0,10)(0,20) + (0,90)(0, 05) 0,065

Portanto a nova informacgao aumenta a probabilidade de que haja queda na bolsa de

10% para 31%.

P(B|E) =

=0,3L.

Suponha, agora, que horas depois surja uma nova informacao relevante: o Banco
Central ird reduzir a taxa de juros vigente a partir do dia sequinte. Denotando-se,
agora, por By o evento "alta do dolar”e por By o evento "queda ma tara de juros
7. 0 interessante serd saber como essa mova informacgao, Bs, afetard a probabilidade

calculada, P(E|By). Segue-se que essa € agora a probabilidade a priori para E com

respeito a Bs.

Novamente, informagoes passadas mostram que, dado que tenha havido alta no dolar
e queda na bolsa, 60% das vezes foram precedidas de queda dos juros. Entao temos

que

P(B,|E, By) = 0, 10.
P(B,|E°, B;) = 0, 60.

O Teorema de Bayes fica escrito agora na forma

P(E|B1)P(Bs|E, By)
(E|B1)P(By|E, By) + P(E°|B,)P(By|E¢, By)

P(FE|By, By) = B

do que seque, que

(0,31)(0, 10) 0,031

P(E|By, By) = (0,31)(0, 10) + (0,69)(0,60) 0,445

=0,07.

Ou seja, a informacao By causa um decréscimo na probabilidade de queda da bolsa, de

0.31 para 0.07, que é menor ainda do que a probabilidade a prori inicial, P(E) = 0.10.
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Observe que usamos a notag¢ao P(E|By, Bs) = P(E|B; N By), ou seja, para a proba-

bilidade de E dado a ocorréncia simultanea dos eventos By e Bs.

1.1.6 Exercicios

(a) Em um dia qualquer a chance de chover é de 25%. A chance de chover em dois
dias consecutivos é de 10%.
i. Dado que esté chovendo hoje, qual é a chance de chover amanha?

ii. Dado que chovera amanha, qual é a chance de chover hoje?
Dica: crie uma notagao para os eventos de interesse, tendo como
indices o tempo: A,="choveu hoje”, A,,;="chovera amanha”. As-
sim, as informacoes dadas podem ser escritas como P(A,) = 25% e

P(A, N Apyr) = 10%

(b) Os eventos A, B e C satisfazem as seguintes condic¢oes: P(A|B N B) = 1/4,
P(B|C) =1/3 e P(C') = 1/2. Encontre P(A*N BN C).

(c) Sejam A e B dois eventos independentes para os quais P(B|AU B) = 2/3 e
P(A|B) = 1/2. Encontre P(B).

(d) Mostre que para a probabilidade condicional P(A|B) vale que
i. P(A; U As|B) = P(A4|B) 4+ P(As|B) quando A; e A, forem disjuntos.
ii. P(A|B) =1—P(A°|B).

1.2 Independéncia de eventos

Definigao 1.2.1 Sejam A e B dois eventos suponha que P(A) > 0. O evento B é

dito independente do evento A se:

P(B|A) = P(B).

Esta definicao é bastante intuitiva, pois diz que a probabilidade de ocorréncia de B

nao ¢é influenciada com a informacao de que o evento A ocorreu.
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Portanto se o evento B é independente do evento A, entao pela formula de probabi-

lidade condicional, temos que:
P(AN B) =P(A)P(B).
No caso de AN B = (), temos:
P(ANB) =P(0) =0=P(A)P(B).
Isso quer dizer que A e B nao sao independentes a menos que um deles tenha proba-

bilidade zero.

Se o evento B for independente do evento A, entao esperamos que A também seja
independente de B. De fato isso ocorre, como ¢é verificado a seguir:

R )

Exemplo 1.2.1 Considerando novamente o lancamento de duas moedas, onde a pro-
babilidade de todos os eventos elementares € igual a 1/4, ou seja, a probabilidadede

de cada evento sair é:
PH{HH}) =P{HT}) =P{TH}) =P({TH}) =1/4.

Temos o0s sequintes eventos:

Ay - 7sair cara no primeiro langamento 7, tal que Ay = {HH, HT'}.

By - 7sair coroa no sequndo lan¢amento 7, tal que By = {HT,TT}.

A1 N By - 7sair cara no primeiro lancamento e sair coroa no sequndo”, tal que A; N
By, ={HT}.

Calculando-se as probabilidades desses eventos, obtemos:
P(By|A;) =1/2 = P(Bs).
Portanto, By € independente de A;.

Exemplo 1.2.2 Considerando o exemplo anterior, so que agora com cada evento
possuindo probabilidades diferentes, ou seja, agora temos que a probabilidade de cada

evento sair é:
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P({HH})=5/24, P({HT}) =9/24, P{TH}) =7/24 e P{TT}) =3/24.
Ay e By continuam sendo os mesmos eventos, logo:
P(A) =P{HT})+P({HH}) =9/24+5/24 =14/24 = 7/12
P(By) =P({HT}) +P{TT} =9/24+3/24 =12/24 = 6/12

P(A, N By) = P({HT}) = 9/24.

Entao temos que
P(A; N By) 9/24

P(Bal) = =5 = 1471 = /14

Como P(Bs|Ay) # P(By), entdo nesse caso By € dependente de A;.

Conclusao: A independéncia de eventos "depende ” da distribuicao de probabili-

dade.

Exemplo 1.2.3 Suponha-se que joguemos dois dados. Definindo os eventos A, B e C da

sequinte forma:
A - 70 primeiro dado mostra um niumero par .
B - 70 sequndo dado mostra um nimero impar .

C - 7ambos os dados mostram niumeros impares ou ambos mostram niumeros pares ”.

Decorre dai que:
P(A)=P(B)=P(C)=1/2
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=1/4.

Observamos a partir disso as sequintes iqualdades:

P(AnB) = P(A)P(B)

P(BNC) = P(B)P(C)

P(ANC) = PA)PC).
Portanto, os trés eventos sao todos independentes dois a dois.

Contudo,
P(ANBNC)=0#PAPB)PC).
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Este exemplo sugere a seguinte definigao.

Definicao 1.2.2 Diremos que os trés eventos A, B e C sao mutualmente independentes

se, e somente se, todas as condig¢oes sequintes forem vdlidas:

Conclusao: Os eventos Aj, Ag, ..., A,, tal que (n > 2), sdo chamados de coletivamente

independentes se:
P(AnNnA,N---NA;,)=PA;) P(A,) ... P(4;,),

paratodo 1 < iy < iy < -+ <4y, <n,m = 2,3...

1.2.1 Exercicios

1. Um dado honesto é lancado duas vezes. Seja A o evento “a soma dos lancamentos é
igual a 47, e seja B o evento “pelo menos um dos resultados dos lancamentos é igual

a 3’7

a. Calcule P(A|B).

b. A e B sao independentes? Justifique sua resposta.

2. Sejam A e B dois eventos independentes, tais que P(B|[AUB) = 2/3 e P(A|B) = 1/2.
Quanto vale P(B)?

3. Sejam A e B dois eventos quaisquer. Se A e B forem independentes mostre que

a. A e B¢ também sao independentes;

b. A¢ e B também sao independentes;
4. Seja o espago de probabilidade (2, P), tal que

Q — {wh W2, W3, w4})
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P({wi}) = P({wa}) = P({ws}) = P({ws}) = 1/4.

Sejam os seguintes eventos:

o A={w,ws};
e B= {WQ,Wg};
o (' = {wy,ws}.

(a) Mostre que:
i. A e B sao independentes;
ii. A e C sao independentes;

iii. B e (' sao independentes.

(b) Os eventos A, B e C sao independentes? Justifique sua resposta.

5. Sejam A e B dois eventos independentes, tais que 0 < P(A) < 1e 0 < P(B) < 1.
Responda as seguintes perguntas com justificativas e contra-exemplos quando forem

necessarios.

a. Se A e B forem disjuntos, podem ser independentes?
b. Se A e B forem independentes, podem ser disjuntos?
c. Se A C B, podem A e B serem independentes?

d. Se A e B forem independentes, podem A e AU B serem independentes?



