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Vetor aleatério

Def: X é um vetor aleatoério de dimens3o p x 1

em que cada X; é uma varidvel aleatéria com média y; e variancia

0—1.2:0—,-,-, parai=1,...,p, em que

Mi = E(X;) (média populacional)
= Var(X;) = E[(X; — u;)?] (variancia populacional)
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Vetor aleatério

Mais especificamente,

oo
/ xifi(xi)dx;, se X; é v.a. continua com f.d.p. fi(x;)
o0

Hi =
Z xipi(x;), se X; év.a. discreta com f.p. p;(x;)
todo x;
[o.¢]
/ (xi — ;L,-)2f,-(x,-)dx,-, se X; é v.a. continua com f.d.p. fi(x;)
—0o0

Z (xi — u;)zp,-(x,-), se X; é v.a. discreta com f.p. p;(x;)
todo x;
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Covariancia e correlacdo (populacionais)

A covariancia e a correlacdo (populacionais) entre duas variaveis X; e
X, comik=1,...,pei# k sdo dadas, respectivamente, por

Cov(Xi, Xk) = o = E[(Xi — pi)( Xk — k)] e

O ik

Cor(Xi, Xk) = pix =
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Covariancia e correlacdo (populacionais)

Mais especificamente,

/ / (xr — 1) (e — 1) o (3 e )il

—00 J =00

Z Z (xi = i) (ke — 1) Pikc (X5 Xic),

todo x;todo x.
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se Xj, Xk
sdo v.a.'s continuas

com f.d.p. conjunta
fir (xi, xk)

se Xj, Xk
sdo v.a.'s discretas

com f.p. conjunta

ik (Xi, Xk)
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Distribuicdo conjunta de Xi,..., X,

A distribuicdo conjunta das p variaveis aleatérias (v.a.'s) Xi,..., X, ou do
vetor X = (X1,...,X,)" é descrito pela funcdo densidade de
probabilidade conjunta (ou funcdo de probabilidade conjunta no caso
discreto) de Xi, ..., X, dada por

f(xi,...,xp) = f(x),
com

/ / f(ur,...,up)duy...dup =1

(ou somatdria no caso discreto).
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Funcao distribuicao acumulada

Se X = (Xi,...,X,)" & um vetor aleatério e tem f.d.p.
f(x) = f(x1,...,Xp), entdo a funcdo distribuicio acumulada de x é
dada por

F(x)=P(X <x)=P(X1 <x1,...,Xp < xp)
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Funcao distribuicao acumulada

Se X = (Xi,...,X,)" & um vetor aleatério e tem f.d.p.
f(x) = f(x1,...,xp), entdo a funcdo distribuicdo acumulada de x é
dada por

F(x)=P(X <x)=P(X1 <x1,...,Xp < xp)

que pode ser calculada no nosso contexto como

F()S):/l .../p f(ur,...,up)duy...dup

(no caso discreto substituir por somatérias adequadas)
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F.d.a. e f.d.p. marginais de X;

Sem perda de generalidade, suponha / = 1.
A func3o distribuicdo acumulada marginal de X; é dada por

X1 o0 S
Fi(x1) = P(X1 < x1) :/ / / F(ur,..., up)durduy . .. dup
—00 J =00 —0oQ
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F.d.a. e f.d.p. marginais de X;

Sem perda de generalidade, suponha i = 1.

A func3o distribuicdo acumulada marginal de X; é dada por

X1 o0 o0
Fi(x1) = P(X1 < x1) :/ / / F(ur,..., up)durduy . .. dup
—00 J =00 —0oQ

A funcdo densidade marginal de X é dada por

fl(xl):/ / f(ur,...,up)duy...dup

Note que na dltima equacao temos p — 1 integrais somente.
Da mesma forma poderiamos obter outras f.d.a's e f.d.p.'s, e

analogamente para o caso discreto.
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Independéncia estatistica

Dada a distribuicao conjunta de Xj e X, se

P(Xi < xi, X < xk) = P(Xi < x;)P(Xk < xx)

para todos os pares possiveis (x;, xx), entdo dizemos que X; e Xi sdo
estatisticamente independentes.
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Independéncia estatistica

Dada a distribuicdo conjunta de X; e Xy, se

P(Xi < xi, Xie < xic) = P(Xi < x;)P(Xie < xk)

para todos os pares possiveis (x;, xx), entdo dizemos que X; e Xi sdo
estatisticamente independentes.

Quando X; e Xy sdo varidveis aleatérias continuas com f.d.p. fix(xj, xx), a
condicdo para a independéncia é

firc(xis xi) = £i(xi) Fie(xx)

para todo par (Xx;, xk)-
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Independéncia estatistica

Se tivermos p varidveis aleatérias continuas Xi, ..., X,, elas sdo

estatisticamente independentes se a sua f.d.p. conjunta pode ser fatorada
como

f(x)=f(x1)... fo(xp),V(x1,...,Xp).

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 11/20



Independéncia estatistica

Se tivermos p varidveis aleatérias continuas Xi, ..., X,, elas sdo

estatisticamente independentes se a sua f.d.p. conjunta pode ser fatorada
como

f(x)=f(x1)... fo(xp),V(x1,...,Xp).

A independéncia tem uma implicacdo importante:

Se X; e X, s3o independentes, entdo

COV(X,', Xk) =0

A volta n3o vale necessariamente.
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Momentos populacionais

Se Xpx1 € um vetor aleatério com f.d.p. f(x), o valor esperado de uma

func3o escalar g(x) é definido por

E(g(x)) = /O:O . /o; g(u)f(u)dus . .. du.
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Momentos populacionais

Se Xpx1 € um vetor aleatério com f.d.p. f(x), o valor esperado de uma
func3o escalar g(x) é definido por

Ee)= [ | swfwdu..

Mais geralmente, o valor esperado de uma func3o vetorial de x, 5(5) é
dado por

E(g(x)) = (E(&i(x))),

ou seja, o valor esperado é calculado elemento a elemento da funcdo
vetorial g(x).
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Vetor de médias e matriz de variancias e covariancias

(populacionais)

O vetor de médias (populacionais) de X é ji,x1 e a matriz de

variancias e covariancias (populacionais) de X é ¥y, em que

M1 E(Xl) U% 012 ... O1p
2 E X2 0’2 ... 0?2
e L (. M oo 7 2
Kp E(X,) sim. o2

Obs: Note que X é simétrica pois Cov(Xj, Xx) = Cov(Xk, Xi), para
ihj=1,...,p.
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Matriz de correlaces (populacionais)

A matriz de correlacdes (populacionais) de X é P = P,y , em que

1 pi2 ... p1p
1 ...
P = Cor(X) = P
sim. 1

Obs 1: Pelo mesmo motivo que ¥ é simétrica, P também é.
Obs2: —1<py<lparai#keik=1...,p.
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Matriz de varidncias e covariancias (populacionais)

Matricialmente,

Var(X) = X = E[(X — n)(X — ) 1.

Além disso,

Cor(X) = P = (VM) lg(Vv1/2)7t = vo12py1/2,

em que
/o1 0 . 0
) 0
0 0 Tpp
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Variancia e covariancia em forma matricial

Sejam X e Y vetores aleatérios p-dimensionais com
E(X) = px e E(Y) = py.

Define-se
@ Var(X) = E[(X — ux)(X — px) "],
@ Cov(X,Y) =E[(X — ux)(Y — py) ]
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.
Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais

© Var(X) = EIXXT] — puxpx,
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.
Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais

© Var(X) = EIXXT] — puxpx,
@ Cov(X,Y)=E[XY"]— puxpy
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.
Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais

© Var(X) = EIXXT] — puxpx,
@ Cov(X,Y) =E[XYT] - uxpy
© Var(AX + b) = A Var(X)AT
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.
Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais

@ Var(X) = E[XXT] — puxpx,

@ Cov(X,Y) =E[XYT] - uxpy

© Var(AX + b) = A Var(X)AT

@ Cov(AX +b,CY +d)=ACov(X,Y)CT
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.
Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais

@ Var(X) = E[XXT] — puxpx,

@ Cov(X,Y) =E[XYT] - uxpy

© Var(AX + b) = A Var(X)AT

@ Cov(AX +b,CY +d)=ACov(X,Y)CT
@ Cov(X, X) = Var(X)
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.

Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais
@ Var(X) = E[XXT] — puxpx,
@ Cov(X,Y) = E[XY ]~ uxpy
© Var(AX + b) = A Var(X)AT

@ Cov(AX +b,CY +d)=ACov(X,Y)CT

@ Cov(X, X) = Var(X)

@ Cov(X1+ X2,Y) = Cov(X1,Y)+ Cov(X2,Y)
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Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.

Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais
@ Var(X) = E[XXT] — puxpx,
@ Cov(X,Y) = E[XY ]~ uxpy
© Var(AX + b) = A Var(X)AT
@ Cov(AX +b,CY +d) =A Cov(X,Y)CT
v(X, X) = Var(X)
@ Cov(X1+ X2,Y) = Cov(X1,Y)+ Cov(X2,Y)
@ Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ Cov(X, Y) + Cov(Y, X)

Prof. Cibele Russo SME0822 Anilise Multivariada e ANS 17 /20



Variancia e covariancia em forma matricial

Propriedades.

Sejam X, Y, X1 e X» vetores aleatérios p-dimensionais
@ Var(X) = E[XXT] — pxpx,
@ Cov(X,Y) =E[XYT] - uxpy
© Var(AX + b) = A Var(X)AT
@ Cov(AX +b,CY +d) =A Cov(X,Y)CT
@ Cov(X, X) = Var(X)
O Cov(X1+ X2, Y) = Cov(X1, Y) + Cov(X2, Y)

@ Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + Cov(X, Y) + Cov(Y, X)
@ Se X e Y s&o independentes, entdo Cov(X, Y) = 0. A volta nem

sempre vale.
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Amostra aleatéria

Suponha que X tem uma distribuicdo de probabilidade multivariada, e
que vamos observar uma amostra aleatoéria dessa distribuicdo, ou seja, n

observacdes independentes e que vem todas da mesma distribuicao:

amostra aleatédria: Xi,...,X,,

em que )S,T = (Xi1, Xiz, ... Xip).
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Matriz aleatéria

Suponha que X3i,..., X, ainda n3o foram observados, mas podemos

organiza-las em uma matriz aleatdria

X11 X12 le XI

Xo1 Xo2 ... Xop X5

X: . . . . = .
-

X Xz oo Xop) X,
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Estimadores para p e 2

Seja X1,..., X, a.a. de uma distribuicdo com E(X) = p e Var(X) = ¥.

Ent3o

@ X é um estimador ndo-viesado para 1, com Var(X) =

=IM
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Estimadores para p e 2

Seja X1,..., X, a.a. de uma distribuicdo com E(X) = p e Var(X) = ¥.
Entdo

@ X é um estimador n3o-viesado para ft, com Var(X) =
n

3| M

15 € um estimador n3o-viesado para X, ou seja
n p—

n
e("s)-x

Obs: Vimos na Aula 1 que os elementos de S sido dados por

1< _ _
Sik =~ > (x5 — %) (x5 — %)

J=1
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