EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1 ORDEM

1. SOLUCAO GERAL E TEOREMA DE EXISTENCIA DE
UNICIDADE

Consideremos novamante a equacao diferencial ordinaria de 1* or-
dem, escrita na forma normal:

(1) y = f(z,y).

Em certos casos, usando manipulagoes e integracoes podemos en-
contrar a familia de todas as solugoes de [I], usualmente denominada
solugao geral del].

Exemplo 1.1. Consideremos a equacdo y' = y. Temos entdo (
sey #£0), %zl@%ln\y\ =lehlyl=2+C & |yl =e- ¢,
sendo C' uma constante real Dai obtemos y = +e® -e* = Ke®, K
uma constante real nao nula. Agora, se K = 0, obtemos y = 0
que, como se pode verificar, também € solucao da equacao. Além
disso, essas sao as unicas solucoes do problema pois, se ¢ for
solug@o no intervalo I, entdo: (e ") = (—e ")+ (e "p) =0,
de onde decorre que (e ") = k no intervalo I e, portanto, ¢ =
ke®.

Assim, a solugao geral da equacdo € y(x) = Ke*, K constante
arbitraria.

Dados valores arbitrarios, xy e yy, podemos sempre encontrar
a constante K de tal forma que y(xg) = yo. De fato: y(xzg) =
e Ke =y K=y e y(x)=y e,
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A situacao descrita no (|1.3)) ilustra o que ocorre no caso geral,
a solucao geral inclui uma constante arbitraria, determinada pelas
condicoes iniciais. De fato, temos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 1.2. Seja Q C R?, aberto, f : Q@ — R uma funcdo
continua. Suponhamos que a deriwada parcial de f, em relacao

\ 4 0 . ’ s ~
a sequnda varidvel a_ch seja continua também. Entao, para cada

(xo,y0) € €U, existe um intervalo aberto I contendo xy e uma
fungdo diferencidqvel ® : I — R com (x,®(x)) € Q, para cada
x € 1, que € solucao do problema de valor inicial:

(2> {y( % = (az,y)

ZE()) = Yo-
A solugao € unica no sequinte sentido: se existir um intervalo
J e contendo xy e e uma funcao diferencidvel ¢ : I — R com
(x,0(x)) € 2, para cada x € I, que tamém € solugdo do problema
de valor inicial, entdao p(x) = ®(x) para todo x € I N J.

Faremos uma da prova mais adiante, depois de considerar alguns
casos em que uma solucao explicita pode ser encontrada. De fato,
as condicoes exigidas no enunciado podem ser um pouco relaxadas
mas alguma regularidade ¢ necessaria, especialmente para a parte
de unicidade.

+ ¢ uma solucdo da equacdo y' =

Exemplo 1.3. A funcaoy = 1—161'
z|y|'/2, no intervalo I = R, com condicdo inicial y(0) = 0. Por
outro lado, a funcdo y(x) = 0 também € solugao com a mesma
condicio inicial. Observemos que a funcdio f(x,y) = z|y|'/? é
derivavel em relacao a wvaridvel y na ortgem, mas esta nao é

continua.
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