Introducio a ALGEBRA LINEAR - Licenciatura
22 Lista de Exercicios -

Parte I : Transformacgoes lineares

1. Em cada um dos itens abaixo, verifique se a tranformacdo T dada é linear:

(@) T:C(R) — R definida por T(f) = f(a), para toda f em C(R), onde a é um ntimero
real fixado.

(b) T:C®(R) — C*®(R) definida por T(f) = f', para toda f em C*(R).

() T : C®°(R) — C®(R) definida por T(f) = af” +bf’ + cf, para toda f em C®(R),
onde a, b e ¢ sd0 nimeros reais fixados

(d) T:C(R) — C(R) definida por T(f f f(t)dt, para toda f em C*®(R) e todo
x € R, onde a € R é um nimero real f1xado

2. Recorde que o traco de uma matriz quadrada A é a soma de todos os elementos de sua
diagonal principal, isto é, se A = (a,-j)nxn, entdo tr(A) =ay1 +an + -+ ann.

(a) Mostre que a fungédo tr : M,(R) — R é linear.
(b) Mostre que dim (Ker(T)) = n? — 1.
(c) Mostre que tr(A) = tr(A'), onde A' denota a transposta da matriz A.
3. Considere em P»(R) o produto interno (p, q) fo x)dx. Seja W = [1,x] e defina
T: P(R) — P(R) por T(p) = projy p.
(a) Calcule T(a + bx + cx?).
(b) Mostre que Ker(T) = W+ eIm(T) = W.

4. Seja T : My(R) — M,(R) definida por T(M) = AM — MA, onde A € M,(R) é uma
matriz fixada. Mostre que T € linear e determine seu nticleo. A matriz identidade pertence
aimagemde T ?

5. Ache uma transformagdo linear T : P3(R) — Mj3(R) tal que Im(T) seja gerada pelos

vetores
01 2 1 4 0 6 2
11 3 5 =21, 1 0 O .
01 0 -1 -3 00 —1
)

Ache uma base para Im(T) e uma base para Ker(T).

N O =

6. Seja T : R* — RR3 a transformagcio linear cuja matriz em relacéo as bases candnicas é igual

a
1 -1 0 1
1 -2 -1 0].
a 0 b 4

(a) Determine os valores de a e b para os quais T ndo é sobrejetora.

(b) Para os valores de a e b encontrados no item (a), determine uma base de Im(T) e uma
base de Ker(T).



7. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.

(@) T:R — R definida por T(x) = x? é linear.

(b) T:R — R definida por T(x) = |x| é linear.

(c) T:Py(R) — R definida por T(ag + a1x + - - - + a,x") = a, é linear.

(d) Qualquer matriz real 5 x 6 define uma transformacao linear de R® em IR®.

(e) Se T : V — W é uma transformacéo linear, dim(V) =6 ,dim(W) =4 e
dim (Ker(T)) = 2, entdo T é sobrejetora.

(f) Se T : V — W é uma transformacao linear e Im(T) = {0}, entdo T(x) = 0, para todo
xeV.

(g) Se T : V — W é uma transformacao linear e dim(V) < dim(W), entdo T é injetora.
(h) Se T : V — W é uma transformacdo linear injetora, entdo dim(V) < dim(W).

1 2 3

01 O),ondeBeCsaoas

8. Seja T : R?> — IR? a transformagéo linear tal que [T]pc = (

bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,2)} e C = {(1,0),(1,1)}.

(a) Ache uma base de Ker(T).
(b) Determine T(x,y,z).

9. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.

(a) Existe uma transformagéo linear inversivel T : P3(R) — M,(RR).
(b) Se T : P3(R) — P3(R) é definida por T(p) = p/, entdo T é sobrejetora.
(c) Existe uma transformacao linear injetora T : R® — M, (R).

(d) Se V é um espaco vetorial de dimensdo finitae T : V — V é um operador linear, entdo
T é sobrejetor se, e somente se, Ker(T) = {0}.

(e) Existe um operador linear T : R® — R tal que R® = Ker(T) & Im(T).

(f) Se B e C sdo bases de um espaco vetorial V de dimensdo finitae T : V — V é um
operador linear, entdo as matrizes [T]p e [T|c sdo semelhantes.

10. Determine um operador linear T : R? — R? cujo nticleo seja areta {(x,y) € R* : y = x}
e cuja imagem seja areta { (x,y) € R? : y = 2x}.

11. Determine um operador linear T : R? — R? que tenha como nticleo e como imagem a reta

[(1,0)].
12. Determine um operador linear T : R* — R* tal que Ker(T) = Im(T).

13. Considere o operador linear T : C(R) — C(R) definido por T(f) = ¢, onde ¢(x) =
fox f(t) dt, para todo x € R. Determine o ntcleo e a imagem desse operador.

14. Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita. Decida se cada uma das afirmacdes
abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique suas respostas.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) Uma transformacdo linear T : U — V é sobrejetora se, e somente se,
dim (Ker(T)) = dim(U) — dim(V).
(b) Dada uma transformagdo linear T : U — V e um vetor v € V entdo o conjunto
G={xeU:T(x) =v} éumsubespago de U.

(c) O ntcleo de uma transformacdo linear T : R?> — R3 tem dimensio maior ou igual a
3.

(d) Se uma transformacéo linear T : R™ — R”" for injetora, entdo dim (Im(T)) = m.

(e) Se T : R™ — IR" for uma transformacao linear sobrejetora, entdo
dim (Ker(T)) = m — n.

Seja T : Ps(R) — P5(R) o operador linear definido por T(p)(x) = x - p"’(x), para todo
p € P5(R). Obtenha bases para Ker(T) e Im(T).

Determine a matriz do operador derivagio D : Py(R) — P4(R) definido por D(p) = p/,
relativamente a base {1,x,x2,x%,x*} de P4(R).

Qual é a matriz, relativamente a base canonica, do operador T : R?> — R? tal que T(2,3) =
(2,3)eT(-3,2) =(0,0)?

Sejam V um espaco vetorial e T : V — V um operador linear. Prove que T?> = 0 se, e
somente se, Im(T) C Ker(T).

Considere as transformagoes lineares T : R"*! — Py(R) e S : P,(R) — R"**!
definidas por T(ag,a1,...,a,) = dg+ a1x + -+~ +azx" e S(p) = (p(0), p(1),...,p(n)).
Determine as matrizes de So T e de T o S com respeito as bases candnicas apropriadas.

Sejam T : R®> — P>(R) e G : P(R) — R? transformacdes lineares tais que

12 -1 1 1 2
Tlge=11 0 —1), [Gleg=|1 -1 0],
01 0 ~1 1 2

B=1{(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)}, C={1,1+xx+x}.

onde:

(a) Determine bases para Ker(Go T) e Ker(T o G).
(b) Seja H = 3(T o G) + L. Determine [H]pc, onde D = {1,x,x?}.

Seja T : R? — R? um operador linear ndo nulo tal que T? = 0. Prove que existe uma base

B de R? tal que
00



Parte II : Espacos com produto interno

1. Para que valores de t € R a fungéo definida por {(x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 + txoy2 é um
produto interno em R??

2. Para cada par de vetores u = (x1,x;) e v = (y1,Y2) de R?, defina

(u,v) = 2x1y1 — X1Y2 — X2Y1 + 2%2Y>.

Prove que (-, -) é um produto interno em IR?. Ache todos os vetores de IR? que sdo ortogo-
nais ao vetor (1,0). Calcule ||(1,0)||.

3. Seja V um espago vetorial com produto interno (-, -) e sejam u,v € V.

(a) Prove que, se ||u|| = ||v]|, entdo (u +v,u —v) = 0.
(Observe que essa afirmagdo corresponde ao resultado familiar: “as diagonais de um
losango sdo perpendiculares”.)

(b) Enuncie, na linguagem de espacos vetoriais com produto interno, o seguinte teorema
da geometria elementar: “um paralelogramo é um retangulo se, e somente se, as suas
diagonais tém o mesmo comprimento”. Dé uma demonstracdo desse enunciado.

4. Determine A € R para que os polinémios p = x> — 1 e § = Ax — 2 sejam ortogonais com
respeito aos seguintes produtos internos em P (RR):

@ (p.q) = 1 p(x)g(x) dx;
®) (p.q) = p(=1)q(=1) + p(0)9(0) + p(1)q(1) + p(2)9(2).

5. Determine o polindmio de grau menor ou igual a 2 que estd mais préximo da funcdo
f(x) = e* no intervalo [0, 1] considerando em C([0,1]) o produto interno usual, ou seja, 0

produto interno dado por (f, g) = fol f(x)g(x)dx.

6. No espaco vetorial M (IR) considere o produto interno:

_/(an a2 bin b2\ \ _
(A, B) = <(a21 a22> p <b21 bzz) > = a11b11 + apb1x + ax1byy + axnbo;.

(a) Prove que (A, B) = tr(B'A), onde X' denota a transposta de uma matriz X e tr(X) de-
nota o trago de uma matriz quadrada X (isto é, a soma dos elementos de sua diagonal
principal).

(b) Se W = {(1Y¥):x+y—z=0}, determine uma base ortonormal para W.

(c) Se W é como em (b), determine o vetor de W que esta mais préoximode A = (J1).
7. Em P3(R) considere o produto interno:
(p,a) = p(=1)g(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)4(2).

Calcule projp, () x3. Esboce num mesmo plano cartesiano os graficos dos polinémios x

PTOjp, () X°-

Se



10.

11.

12.

13.

27

. Em C([0,271]) munido do produto interno (f,g) = [, f(x)g(x) dx considere o subespa-

¢o S = [1,sen x, cos x]. Calcule projg(x — 2).

. Considere em IR* o produto interno candnico e seja

S={(xvy,zw) E]R4:x—2y+z+w:0}.

(a) Determine uma base ortonormal de S.

(b) Dado v € R?*, encontre vetores v; € S e v, € S+ tais que v = vy + Uy.
Considere em P;(IR) o produto interno dado por (p,q) = fol p(x)g(x)dx. Seja

S={pePR):p(l) =0}

(a) Determine uma base ortonormal de S.

(b) Dado p € P3(IR) encontre vetores p; € Se py € S* tais que p = p1 + po.

Encontre uma base ortonormal (com respeito ao produto interno canénico) para o subes-
pacgo U de R* gerado pelos vetores v1 = (1,1,1,1), v, = (1,1,2,4) ev3 = (1,2, —4, —-3).

Considere em P(IR) o produto interno definido por (p,q) = fol p(x)g(x)dx.

(a) Aplique o algoritmo de Gram-Schmidt ao conjunto {1, x, x>} e obtenha um conjunto
ortogonal com coeficientes inteiros.

(b) Encontre uma base ortonormal para o subespaco gerado por {1, x, x*}.

Sejam V um espaco vetorial com produto interno e v; € V um vetor ndo nulo. Mostre que,
se {v,03,...,0,} é uma base para [v1]*, entdo {v,v,03,...,0,} é uma base para V.



Parte III : Autovalores e autovetores, diagonalizagao

1.

1111 10 0 0 O

i . 2 22 2|, N . 0000

. Verifique que a matriz 333 3]|¢€ semelhante a matriz 0000
4 4 4 4 0000

Sejam A, B € M, (R). Dizemos que A é semelhante a B (e escrevemos A ~ B) se existir uma
matriz invertivel M € M, (R) tal que M~ AM = B. Mostre que:

(a) A semelhanga de matrizes é uma relagdo de equivaléncia em M, (R), isto é, valem as
seguintes propriedades:

(i)Para toda matriz A € M,(R), A ~ A. (Reflexiva)

(ii)Para A, B € M,(R),se A ~ Bentdo B ~ A. (Simétrica)

(iii)Para A, B,C € M, (IR),se A ~ Be B ~ Centdo A ~ C. (Transitiva)

(

b)As matrizes
10 11
01 ®]o01

nio sdo semelhantes.

. Mostre que se A € M;(IR) entdo seu polindmio caracteristico é dado por

pA(t) =2 —aqt+agp

onde ag = det(A) e a; = trago(A).

. Mostre que se A € M, (R) é diagonalizavel, entdo a matriz A™ é diagonalizavel qualquer

que seja o numero natural m, m > 1.

. Exiba uma matriz A ndo diagonalizivel tal que a matriz A? seja diagonalizivel.

-0 -1
Sugestdo: l 1 0 ]

. Mostre que o operador linear T : C(R) — C(IR) dado por

nao tem autovalores.

. Mostre que se A é um autovalor do operador linear T : V — V e n é um ntimero natural,

entao:
(a) A" é um autovalor de T".
(b) Se f(t) é um polindmio qualquer entdo f(A) é um autovalor de f(T).

. [2 4 .
Se]aA—{3 13}.CalculeA,n€]N.

Sugestio: Lembre-se de que (M~'BM)" = M~!B"M para todo n € N.

. Seja T : R? — IR? o operador linear com autovetores v; = (1,—1) e v, = (1,1) corre-
1

spondendo respectivamente aos autovalores A; = % e Ay = 2. Sejav = (5,1). Calcule

T'%(0).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seja T : Mp(R) — M,(IR) o operador linear cuja matriz em relagdo a base

-1 -4 -2 -2
10][10][01] 00 \ypmy |4 -1 -2 -2
B_{[l 0]'{0 o]'{o 11'[0 11}6’[“3_ 2 2 1 4
2 2 4 1

Ache uma matriz real 4 x 4 invertivel tal que M~ [T|3M seja uma matriz diagonal.

Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou ndo diagonalizavel. Quando for diago-
nalizavel, determine uma matriz invertivel M tal que M~ ' AM seja uma matriz diagonal.

(@) G| -1 -1 1
113 0 0 11
212 -1

Sendo B = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} e C = {(0,1,0),(1,1,0),(1,0,1)} bases de IR, con-
sidere a transformagcio linear T : R® — IR3 dada por
0 -3 2
Tlgc=|-1 1 —-1].
0 0 -1

(a) Encontre os autovalores e autovetores de T.
(b) E T diagonalizdvel?

Considere a matriz real A =

a b 1
0 c O ] . Determine todos os valores de a, b, e ¢ para os
0 01

quais A é diagonalizavel.

Seja T : R* — R* uma transformacdo linear com polinémio caracteristico indicado por
pr(t). Verifique se T é diagonalizdvel em cada um dos seguintes casos:

()pr(t) = #—1

(b)pr(t) = t3(t + 1), e dimker(T) = 2.

(@pr(t) = t2(t* — 4), e dimker(T) = 2.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita e seja T : V — V um operador linear in-
vertivel. Prove que:

(a) Se A é um valor préprio de T entdo A # 0.

(b)A é um valor préprio de T se, e somente se 1 é um valor préprio de T~ (onde T~ é o
operador inverso de T).

(c) Se A é um valor préprio de T, mostre que a multiplicidade algébrica de A é igual a
multiplicidade algébrica de %

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja T : V — V um operador linear tal que
T? =T.

(a) Prove que se A é um autovalor de T entdio A = 0ou A = 1.

(b) Prove que V = ker(T) @ Im(T) e conclua que T é diagonalizavel.

Seja T : M, (R) — M, (R) o operador linear tal que T(M) = M!, onde M € M,(R) e M! é
a transposta de M. Prove que T é diagonalizavel.

7



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Seja T : P,(R) — P,(R) definida por T(f(t)) = f(t+ 1) para todo f(t) € P,(R). ET
diagonalizdvel? Por que?

Seja B = {v1,v2,v3,v4} uma base do espago vetorial V eseja T : V — V o operador linear
dado por

21 00
12 00

[T]s = 00 3 4
00 —4 3

(a) Mostre que os subespacos [v1, v2] e [v3, V4] sdo invariantes sob T.
(b) Verifique que T ndo tem autovetores.

No R? com o produto interno usual, determine uma base ortonormal B formada por ve-
tores proprios do operador simétrico T cuja matriz em relacdo a base canodnica é:

3 1 1 ~1 1 -1
@| 1 -1 -3 G| 1 -1 1
1 -3 -1 -1 1 -1

No RR3 com o produto interno usual seja T : R® — IR® o operador linear dado por
T(x,y,x) = (x—2y,—2x+y, —z).

(a) Verifique que T é simétrico.
(b) Determine uma matriz M tal que M~1[T].x M seja diagonal.

No R3 com o produto interno usual seja T : R® — R® um operador linear simétrico cujos
autovalores sdo —2 e 3. Sendo V(-2) = ker(T +2I) = [(1,1,1),(—1,0,1)], ache [T]can,
onde can é a base candnica de R3.

No R* com o produto interno usual seja T : R* — IR* o operador linear dado por:

[T]can -

SO O
—_ =N O
— N RO
N = = O

onde can é a base canénica de R*.

(a) Mostre que T é diagonalizavel.

(b) Ache uma base ortonormal B de R* tal que [T]p é diagonal.

(c) Ache uma matriz real invertivel M tal que M~![T]q.;, M é diagonal.

Seja T : R?> — R a transformagéo linear dada por:
T(x,y,z) = (4x 4+ 2y + 2z,6x + 2z, 12x + 4y + 2z).

(a) Ache uma base de IR® formada por vetores proprios de T.

(b) Considerando R® com o produto interno usual mostre que nio existe uma base ortogonal
formada por vetores proprios de T.( Se ortogonalizarmos a base encontrada em (a) ndo
obteremos uma base formada por vetores préprios de T. Por que?)

8



25.

26.

27.

Seja V um espago vetorial com produto interno <, > e sejam u, w € V vetores ndo nulos.
Defina T : V — V por T(v) =< v,u > w para todo v € V. Prove que T é um operador
simétrico se, e somente se u e w sdo vetores paralelos.

Reconheca as seguintes conicas dadas pelas suas equagdes em relagdo ao sistema de coor-
denadas (O, i D

(a)dx? —dxy +7y> +12x +6y —9 =0

(b)x? — 2xy +y> —2x —2y +1=0

(©)x? +4y* +3v3xy —1=0

(d)7x% 4 6xy — y* +28x + 12y +28 = 0

Reconheca as seguintes quadricas dadas pelas suas equa¢des em relagdo ao sistema de
coordenadas (0,1, ], k).

(@)2xy+z=0

(b)x? +y? —2z% +4xy —2xz+2yz—x +y+z =0

©x2+y*+22—4yz=1

(d)11x2 + 11y? + 1422 + 2xy + 8xz — 8yz — 12x + 12y + 12z = 6



