O INTEGRAL DE LEBESGUE

RUI LOJA FERNANDES

RESUMO. Esta notas contém uma introducao a teoria do integral introduzido
por Lebesgue. Elas formam como que um capitulo 3,5 do livro de M. Spivak
“Calculus on Manifolds”. O seu objectivo é servir como texto de apoio aos
alunos da Turma E de Anélise Matematica III. Apesar de existirem excelentes
textos (ver bibliografia) que podem ser utilizados como introdugéo a teoria do
integral de Lebesgue, ndo conheco nenhum que possua as caracteristicas do
livro de Spivak, e essenciais para o funcionamento deste projecto: (i) elemen-
tar; (ii) sucinto e (iii) que exija uma boa dose de trabalho individual. S&o, pois,
estas as caracteristicas que pretendi dar a estas notas. E claro que as dificul-
dades e virtudes mencionadas no preficio desse livro sobre esta metodologia
aplicam-se aqui mutatis mutandsis.

Os pré-requisitos para esta notas sdo, portanto, os trés primeiros capitulos
do livro de Spivak. Uma cita¢do do tipo [S, thm 3-10] refere-se ao teorema
3-10 desse livro.

Lisboa, Outubro de 2004
Departamento de Matematica
Instituto Superior Técnico
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INTRODUGAO

Neste capitulo, vamos introduzir uma generalizacao do integral de Riemann e
que se chama integral de Lebesgueﬂ. Esta generalizacao vai permitir, por exemplo,
extender a classe das fungoes integraveis. Um exemplo simples de uma fungao
f:]0,1] — R integrével & Lebesgue que nao é integrdvel & Riemann é dado pela
funcao de Dirichelet:

, se xz € [0,1] N Q;

0, caso contrario.

Esta extensao do conceito de integral tem inimeras vantagens praticas algumas das
quais veremos mais tarde.

Uma forma simples de ilustrar a diferenca entre o integral de Lebesgue e o de
Riemann é a seguinte analogia. Suponhamos que tinhamos uma saco cheio de
moedas de euro e que pretendiamos saber a quantia que temos no saco. Podemos
contar as moedas de duas formas distintas:

(i) Retiramos as moedas uma a uma do saco e vamos adicionando os seus
valores;

(ii) Agrupamos todas as moedas do saco pelos seus valores, formando um grupo
de moedas de 5 céntimos, outro grupo de 10 céntimos, etc. Contamos as
moedas em cada grupo, multiplicamos pelos seus valores e somamos;

A segunda forma de contagem (que corresponde ao integral de Lebesgue) é muito
mais eficiente do que a primeira forma de contagem (correspondente ao integral de
Riemann), embora ambas fornegam o mesmo valor. Note-se que para descrever (ii)
tivemos de usar uma linguagem um pouco mais elaborada do que para descrever
(i). Como veremos adiante, a definicdo do integral de Lebesgue também envolve,
de facto, um pouco mais de conceptualizacao do que a definicdo do integral de
Riemann. No entanto, o integral de Lebesgue é bastante mais eficiente que o inte-
gral de Riemann, tal como o segundo processo de contagem. Por fim, as fungoes
integraveis a Riemann também sao integraveis a Lebesgue e o valor do integral é o
mesmo.

A titulo de exemplo, consideremos uma fungéo f : [a,b] — R que assume um
naimero finito de valores, como ilustrado na figura seguinte:

f(z)
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10 matemético francés Henri Lebesgue (1875-1941) introduziu a nova nocdo de integral na sua
tese de doutoramento, entregue na Universidade de Nancy em 1902. Mais tarde, seria professor
na Sorbonne, em Paris. Lebesgue foi um dos maiores analistas da primeira metade do Século XX.
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Para calcularmos o integral pela definicdo de Riemann, podemos dividir o in-
tervalo [a,b] em sub-intervalos [z, zx+1] onde a fungdo é constante, multiplicar o
valor que a funcao toma em cada sub-intervalo pelo seu comprimento, e somar:

b n
[ iz =3 f@) o 2.
@ k=1

Por outro lado, para calcularmos o integral pela definicao de Lebesgue, pre-
cisamos de introduzir primeiro a nocao de medida ou volume de subconjuntos de
R™: esta ndo é mais que uma funcao que a um subconjunto A C R”™ associa um
nimero nao negativo pu(A). Depois, determinamos qual é a pré-imagem Fj de
cada valor y; que a funcdo assume, multiplicamos a medida (ou volume) dessa
pré-imagem por esse valor, e somamos:

(=)

Y1 |-
Y2t
Yz -
Yq 17

= [T

/fdu Zyku (Ep).

Para uma fungao como a da figura, estes dois métodos dao o mesmo valor para
o integral. Mas, para uma fungdo mais complexa, tal como a funcao de Dirichelet,
a diferenga é dramatica: a defini¢gdo de Riemann n&o faz sequer sentido!

Como vemos, uma parte essencial da definicao do integral de Lebesgue reside
na introducao da medida de um conjunto. Esta funcao deve satisfazer certa pro-
priedades naturais. Por exemplo, gostariamos certamente que:

(i) Para um rectangulo A = [a1,b1] X -+ X [an, by] em R™ a sua medida é dada
por p(A) = (b1 — a1) -+ (b — an);
(ii) Se A é a unido de subconjuntos Aj, As,... de R™, disjuntos dois a dois,
entdo a sua medida é p(A) = 3725 u(Ag);
(iii) Se A é um conjunto com medida p(A) entdo a sua translagdo z + A =
{r+y:y e A} deverd ter a mesma medida: p(x + A) = p(A4).

Infelizmente néao existe tal funcao!!!

A primeira parte do nosso estudo do integral de Lebesgue serd dedicado & res-
olucao deste problema, e consiste em escolher uma colecgao de subconjuntos de R™
que contém os intervalos, e aonde é possivel definir uma tal funcao de medida. Na
segunda parte introduzimos o integral de Lebesgue e estudamos algumas das suas
propriedades basicas.
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0-ALGEBRAS E FUNQ(N)ES 0-ADITIVAS

Definicao A.1. Uma familia A de subconjuntos de X diz-se uma dlgebra de
conjuntos se ), X €U e

A Beld— AUB,A— B el

Uma dlgebra A diz-se uma o-dlgebra se

+oo
A Ay, e A= | J A e

j=1
Note que se 2 é uma algebra de conjuntos e A, B € 2l entao
ANB=A—-(A-B) e,
logo 2 é fechada para intersecgoes. Da mesma forma, para qualquer A € 2:
A=X —-Aeq,

logo 2 é fechada para a passagem ao complementar. Por outro lado, se 2 é uma
o-algebra é um exercicio simples mostrar que se Ay, Ag, - - - € 2 entdo j:f Aj e
Exemplos A.2.

1. Seja A a colecgao de todos os subconjuntos de um conjunto X. E claro
que 0, X € A e que A € fechada para unides arbitrdrias e diferengas de
conguntos, logo 2 é uma o-dlgebra.

2. Seja A a colec¢do formada por todas as unides finitas Iy U --- U I, de
rectangulos de R™. FEntao %A € uma dlgebra de conjuntos mas ndo € uma
o-dlgebra (exercicio).

A nocao de medida que queremos discutir baseia-se na seguinte defini¢ao:

Definicao A.3. Seja A uma dlgebra. Uma fungdo ¢ : A — [0, +00] nao-constante
diz-se aditiva se, dados A, B € U,

ANB=0= ¢(AUB) = ¢(A) + ¢(B).

A proposicao seguinte fornece algumas propriedades elementares das fungoes
aditivas. A sua demonstragao fica como exercicio.
Proposicao A.4. Seja A uma dlgebra e ¢ : A — [0, +00] uma fungao aditiva. Se
A B, A1, As, ..., A €2 entdo:
(i) ¢(0) =0;
(i) G(B) < 6(4) se B C A;
(iii) ¢(A— B) = ¢(A) — d(B) se BC A e ¢(B) < +o0;
(iv) ¢(A1U Az) = ¢(A1) + d(A2) — ¢(A1 N A2) se p(A1 N Ag) < +oo;
(V) #(A1U---UAg) = (A1) + -+ ¢(Ax) se ;N A; =0 para i # j;
Note que, em principio, nao podemos dizer nada sobre o comportamento das
fungoes aditivas para conjuntos A que sdo unides (mesmo disjuntas) de conjuntos
Ay, As, . ... Para isso precisamos de mais uma defini¢ao:

Definicao A.5. Seja A uma dlgebra. Uma fungio ¢ : A — [0, +00] aditiva diz-se
o-aditiva se, para Ay, As,--- € 2A com U;;Of Aj e, temos

+oo +oo
AN A =0 (i #£5) = o(|J A) = o(4;).
j=1

Jj=1

Uma propriedade importante das funcoes o-aditivas é a de podermos calcula-las
por aproximacgao. Mais precisamente temos:
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Teorema A.6. Seja 2 uma dlgebra e ¢ : A — [0, +o0] uma fungao o-aditiva. Se
A C Ay, CAsC ... com A; €A eA:U;r:fAj € A entdo

Jlim_6(4;) = 6(4).

Demonstracao. Seja By = A; e defina-se para j = 2,3,...
Bj = Aj — Ajfl.
Claramente Bj € A, B;NBj =0sei# je Aj = By U---UB;. Logo

o(4;) = o(By).

k=1

Como ¢ é o-aditiva e A = ;;OT Bj; obtemos

j——+oo

+o0 too
lim ¢(4;) = ¢(By) = (| B)) = &(4).
j=1 Jj=1
U

Definicao A.7. Um espago de medida é um par (M, u) onde M € uma o-dlgebra
num conjunto X e p : M — [0, +00] € uma fungdo o-aditiva. Os elementos de M
dizem-se conjuntos mensurdveis e o fun¢ao p diz-se uma medida em X.

Como um exemplo simples de um espago de medida (9%, X) mencionamos a
medida discreta num conjunto X. A o-dlgebra 9t é formada por todos os sub-
conjuntos A C X, e a medida de um subconjunto A C X é

cardinal de A, se A é finito;

400, se A é infinito.

Esta medida é muito importante, por exemplo, na Teoria das Probabilidades.

Uma boa parte do nosso estudo incidird sobre uma certa medida em R™, a
chamada medida de Lebesgue. Para esta medida, os rectangulos de R™ sao con-
juntos mensuraveis e a sua medida de Lebesgue coincide com os seu volume n-
dimensional [S, chp 3]. Estudamos esta medida na préxima secgao.

Problemas
A.1. Seja A uma o-dlgebra. Mostre que se A1, As,--- € A entdo ﬂ;—:f Aj el
A.2. Demonstre a Proposicao
A.3. Seja A uma dlgebra e ¢ : A — [0, +00] uma funcao o-aditiva. Se A1 D Az D Az D
e, p(A1) <400 e A= ﬂjj A; € A mostre que
lim  ¢(4;) = ¢(A).
Jj—+oo

A.4. Seja A a familia dos subconjuntos de R™ que sdo unido de um mimero finito de
rectangulos disjuntos. Se A = U;.V:l 1; é um elemento de A defina

p(A) = Zv(fj)-

(a) Mostre que 2 é uma dlgebra de conjuntos;
(b) Mostre que p* : 2 — R € uma fungdo aditiva;

A.5. Seja A uma o-dlgebra com um nidmero infinito de elementos. Serd que 2 pode ser
numerdvel?
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MEDIDA DE LEBESGUE

O nosso proximo objectivo é construir uma o-algebra 2 em R", que contém todos
os rectangulos, e uma medida p : 2 — [0, +00] tal que (i) para todo o rectangulo
I, u(I) = v(I) é o seu volume n-dimensional e (ii) p é invariante por translagao:
ula + A) = p(A),

Se A C R™ consideramos coberturas de A por rectangulos abertos {I1, I2,...} e
definimos

+oo
P (A) =inf Y w(I),

onde o inf é tomado sobre todas as coberturas numeraveis de A por rectangulos
abertos. A fungdo p* fica assim definida na o-algebra 2 formada por todos os
subconjuntos de R™ e costuma designar-se por medida exterior de Lebesgue.

Proposicao A.8. A medida exterior de Lebesque p* : A — [0,400] satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) p*(0) =0;
(ii

) w(B) <

i) p*(I) =v(I) se I CR™ € um rectingulo;

iv) p*(z + A) = p*(A) se xz € R™;
) w(
)

—~
A~

v
(vi) Se A= ;;OT A; entao p*(A) < Z;;OT L (Aj).

Demonstragcao. As demonstragoes de (i)-(v) sdo deixadas como exercicio. Para
demonstrar (vi) podemos assumir que p*(A;) < 400, para todo o j. Dado e > 0
existe uma cobertura I; (k= 1,2,...) de A; por rectangulos abertos, tal que

“+o0

% 9
> w(ln) < @A) + R
k=1

Os Ik (4, k=1,2,...) formam um cobertura de A por rectangulos abertos, logo

+00o 400 +oo
(A <SS wllie) < Y u(4y) +e
j=1k=1 J=1

O

Um funcdo que satisfaz a desigualdade (vi) diz-se uma func¢do sub-aditiva. Exis-
tem exemplos de subconjuntos A; C R", com A; N Ay = 0 se j # k, para os quais
esta desigualdade é estrita, i.e., a medida exterior de Lebesgue nao é o-aditiva.

Exemplo A.9. Definimos uma relagio de equivaléncia no intervalo [0,1] estipulando
que x ~ y ssex —y € Q (é fdcil verificar que esta relagao bindria € de facto transitiva,
simétrica e refleziva).

Seja E C [0,1] um conjunto formado por exactamente um elemento de cada classe de
equivaléncia de ~. A existéncia de E € garantida pelo axioma da escolha. Este conjunto
tem as sequintes propriedades:

(@) (q+E)N(r+E)=0seqreQeq#r;

(b) R=U,eqla+ E);

(c) w*(E)>0;
De facto, se g+ x =1+ 1y onde x,y € E, q,vr € Q, com © # y e q # r, entdo temos
T ~ Y, 0 que nao pode acontecer pois B contém um elemento de cada classe de equivaléncia
de ~. Logo (a) € verdadeira. Por outro lado, se x € R entdo existe um q € Q, tal que
x —q € [0,1] e, portanto, existe e € E tal que x — q¢ ~ e. Concluimos que x € ¢’ + E para
algum racional ¢', e (b) é verdadeira. Como R ndo tem medida nula, (b) mostra que E
também nao tem medida nula. Pela Proposicao A8 (v), concluimos que p*(E) > 0.
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Dada uma enumeragao {q1,q2,qs, - .. } dos racionais entre 0 e 1, definimos subconjuntos
A; C[0,2] por
AjZQj+E, ]:1,2,3,
Seja A = Uj’i A;. Afirmamos que

+oo
W) < 3w (4.

é claro que A C [0,2] logo, pela proposicio AR (ii), n*(A) < 2. Por outro lado, pela
proposicio A8 (iv), os A; tém todos a mesma medida exterior: p*(A;) = p*(E) > 0.
Assim, Zj’ﬁ w*(Aj) = +oo.

Este exemplo mostra que a fung¢ao p* nao € o-aditiva na o-dlgebra formada por todos
0s subconjuntos de R™.
Observacao A.10. Na realidade, as unicas propriedades da func¢do p que usdmos
no exemplo sio as enumeradas na Proposicio A8 Assim, o exemplo mostra que
ndo existe uma funcdo o-aditiva definida na o-dlgebra formada por todos os sub-
conjuntos de R™, invariante por translacdo, e que para os rectangulos coincide o
seu volume n-dimensional.

Vamos procurar uma o-algebra mais pequena, que ainda contenha os rectangulos
I C R™, e na qual p* é g-aditiva. Para isso, introduzimos:
Definigao A.11. Um conjunto A C R" diz-se mensurdvel a Lebesgue se para
todo 0 € > 0 existem rectingulos {I1,Ia,...} tais que a sua unido U = o

j=1 1
satisfaz()
W AAU)<e.

Ficura A.1. O conjunto AAU.

Observe-se que nesta definicao é indiferente supor que os rectangulos sao dis-
juntos. Em termos geométricos, podemos dizer que um conjunto é mensuravel a
Lebesgue se puder ser bem aproximado, em termos de medida exterior, por uma
uniao numeravel de rectangulos. De facto temos o seguinte resultado cuja demon-
stragdo deixamos como exercicio:

Lema A.12. Sejam A, B € R"™ com p*(A) < +00 ou p*(B) < +o0o. Entdo:
W (A) =" (B)| < u*(A A B)
Daqui em diante designamos por 91 a familia dos conjuntos mensuraveis a

Lebesgue.

2Usamos o simbolo A A B para designar a diferenca simétrica dos conjuntos A e B:

AAB=(A-B)U(B—A)=(AUB) - (ANB).



O INTEGRAL DE LEBESGUE 9

Teorema A.13. A familia M dos subconjuntos de R™ mensurdveis a Lebesque é
uma o-dlgebra. A restri¢io de p* a M é uma fungdo p: M — [0, +00] o-aditiva.

Demonstragao. Designemos por conjuntos elementares os conjuntos formados por
unioes finitas, disjuntas, de rectangulos. Como vimos num problema da secgao
anterior, a familia 2 dos conjuntos elementares é uma algebra e a restricao de pu* a
2 é aditiva.

Para efeitos da demonstragao vamos ainda designar por 9 a familia dos subcon-
juntos A C R™ que podem ser aproximados por um conjunto elementar: A € Mp
se, dado € > 0, existe E € 2 tal que

wW(AAE)<e.
Precisamos do seguinte lema:

Lema A.14. My € uma dlgebra e a restricao de u* a Mp € uma funcdo o-aditiva.
Temos, ainda, que:

(a) Se Ae M e pu*(A) < +oo entdo A € Mp;

(b) Se A€M entio A= 2, Aj, com Aj € Mp disjuntos dois a dois;

(c) Se Aj € Mp entao A=J;2, A; € M.

Assumindo que este lema é verdadeiro, passemos & demonstracao do teorema.

Primeiro verificamos que 9t é uma o-dlgebra: se Ay, Ag,--- € 9 sdo conjuntos
mensurdveis, entdao, pela propriedade (b) do lema, existem conjuntos A;; € Mp
tais que:

o0
A = Air.
k=1

Logo, pelo propriedade (c) do lema,

o0 o0
A={JAi= | A em.
i=1 ik=1
Assim, I é fechada para unides numeraveis. Por outro lado, s e A, B € 91 entao
temos as decomposigoes

+oo +oo
A=J4;, B=|JB
j=1 k=1

onde A;, By, € Mp. Como Mp é uma algebra, A; N By, € Mp. Logo,
+00
ANB= |J (4,nB) em
Jk=1
Assim, 91 também é fechada para interseccoes finitas. Finalmente, para ver que
Mp é fechada para diferengas, sejam A, B € 9. Observe que podemos escrever

+oo
A= 4,
j=1

onde A; € Mp e p*(A4;) < +oo. Assim, vemos que:

“+o0 “+o0

A-B=J4;-B)=J@A; - (BN4)).

j=1 j=1
Note que, pela propriedade (a) do Lema, BNA; € Mg, pois BNA; € M (j4 vimos
que M é fechada para interseccoes) e p*(B N A;) < p*(A4;) < +oo. Como Mp é
uma algebra, segue-se que A; — (BN A;) € Mr e, pela propriedade (c¢) do Lema,
concluimos que A — B € 9.
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Vejamos agora que p* restrita a 9 é o-aditiva: Se A; € 9M sao disjuntos,
A= ;;Of Aj € M, e existe um A; com p*(A;) = 400, é claro que

+oo
A = 37 (4).
j=1

Por outro lado, se todos os A; tém p*(A;) < +oo, entdo A; € Mp. Sendo p*
sub-aditiva, temos, a priori,

400
pHA) <>t (A).
j=1
Como p* é aditiva em Mg e Ujvzl A; C A, para todo o inteiro IV, obtemos
N N
w4 =D n(4)) <pr(A).
j=1 j=1
Passando ao limite, concluimos que
+o00
St (4)) < (A).
j=1
Logo, também neste caso, temos
400
pH(A) = i (4)).
j=1

Para terminar a demonstracao do teorema falta a:

Demonstracao do Lema [A.T4l Vejamos que My é uma algebra: Mp é
fechada para os complementares pois se A € Mp entdo A¢ € Mp, j& que é vélida
a relacao

A°ANE°=AANE.
Por outro lado, 9 é fechada para unides finitas: Se A;, Ay € Mp, dado € > 0,
existem conjuntos elementares EF, Ey € 2 tais que

9
ILL*(A1AE1)< 5, ,LL*(AQAEQ)<

N ™

Como
(Al @] Ag) A (El @] Eg) C (Al A El) @] (Ag A Eg),
segue-se que
/L*((Al @] Ag) A (E1 @] Eg)) < /L*(Al A El) + /L*(AQ A EQ) < e.
Logo A1 U Ay € Mip.

Sendo My fechada para reunides e complementares, é claro que se A, B € Mp
entdo A — B = (A°U B)° € Mp. Como R™, ) € Mp concluimos que My é uma
algebra.

Para ver que a restricdo de p* a Mp é aditiva, sejam A, Ay € Mp conjuntos
disjuntos. J& sabemos que

pr (AU Az) < pt(Ar) + p" (Az).

Basta pois mostrar a desigualdade oposta e para isso podemos assumir que p* (A1),
1*(A2) < +00. Dado & > 0, escolha-se conjuntos elementares F1, Es € 2 tais que:
/L*(Al AEl) <eg, /,L*(AQAEQ) < €.

Como A; N Ay = (), temos
EiNEy C (Al A El) U (Ag A Eg),
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e concluimos que
M*(El n Eg) < 2e.

Por outro lado, pelo lema [AT2 também temos
I (Ar) —p"(Br)| <e, W' (A2) — p"(B2)| <e.

Tomemos A = A1 U As e E = E; U Es. Visto que para conjuntos elementares a
medida exterior é aditiva, obtemos

pt(E) = p*(Er) + p*(E2) — p*(Ey N E2) > p (A1) + p*(Az) — de.
Finalmente, observamos que
ANE C (AL A E)U (A A Es),
logo
p(ArUAg) = " (E) — " (A A E) > p*(Ar) + p7 (Az) — Ge.
Como ¢ era arbitrdrio, concluimos que

P (AL U Ag) > p (Ar) + i (Ag),

0 que mostra que a restrigdo de p* a Mp é aditiva. A verificacdo das propriedades
(i)-(iii) é deixada como exercicio. O

A funcdo p : M — [0,400] costuma designar-se por medida de Lebesgue. A
classe 91 dos conjuntos mensuraveis a Lebesgue é uma classe bastante ampla e
inclui muitos dos conjuntos que nos sao familiares. Por exemplo, como 9t é uma
o-algebra e contém os rectangulos I C R™, vemos que:

(i) 9t contém os conjuntos abertos O C R™, pois todo o aberto de R™ é uma
uniao numeravel de rectangulos;

(if) 9 contém os conjuntos fechados F' C R™, pois todo o conjunto fechado é o
complementar de um conjunto aberto.

E claro que 9t contém muitos outros conjuntos. Por exemplo, 9 contém os con-
juntos que antes designamos por conjuntos de medida nula, pois estes sao de facto
os conjuntos mensuraveis & Lebesgue com medida de Lebesgue nula.

Problemas
A.6. Complete a demonstracdo da Proposicao [Z_8
A.7. Se A,B C R" defina d(A, B) = u*(A A B). Mostre que esta fungdo satisfaz:
(a) d(A,B)>0ed(AA)=0;
(b) d(A,B) = d(B, A);
(c) d(A,C) < d(A,B)+d(B,C);
(d) [w"(A) = p"(B)] < d(A, B), se p*(A), " (B) < +o0.
O que € que pode dizer se d(A,B) = 0%
A.8. Mostre que:
(a) Se Ae M ep (A) < +oo entdo A € Mp;
(b) Se AeM entio A=U;Z, Aj com A; € M disjuntos dois a dois;
(c) Se Aj € Mp entao A =2, A; € M.
A.9. Mostre que o conjunto E do exemplo [A_d ndo é mensurdvel a Lebesgue.

A.10. Mostre que um conjunto mensurdvel a Jordan € mensurdvel a Lebesque. Serd o
inverso verdadeiro?
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A.11. Considere conjuntos Ap D A1 D Az D ... onde cada A; € uma unido finita de
intervalos obtidos indutivamente da sequinte forma: Ao = [0,1] e Aiy1 € obtido a partir
de A; retirando o ter¢o do meio de cada intervalo de A;. Assim:

Ao = [07 1]7
1 2
Al - [07 g] U [§7 1]a

23 6 7 8

979 Vlg glulgth

Ag:[O,é]U[

Mostre que o conjunto de Cantor C' = ﬁ;":O(‘)’Ai é mensurdvel e nao numerdvel. Qual é
a sua medida de Lebesgue?

FUNGOES MENSURAVEIS

Definigao A.15. Seja f: A — R uma fungdo definida num conjunto mensurdvel
A C R™. Dizemos que f € uma fungdo mensurdvel (@ Lebesgue) se o conjunto

F e +oo)) ={z € A: f(z) > c}
€ mensurdvel para todo o ¢ € R.

Na definigao de fungio mensuravel podfamos ter utilizado, em vez de f~1(]c, +00[),
qualquer um dos conjuntos f~*([c, +o0[), f71(] — 00, ¢[) ou f71(] — o0, (]):
Proposigao A.16. Seja f : A — R uma fungdo definida num conjunto mensurdvel
A CR™. As sequintes afirmagdes sdo todas equivalentes:

(i) {xz € A: f(z) > c} € mensurdvel, para todo o ¢ € R;
(ii) {z € A: f(x) > ¢} € mensurdvel, para todo o ¢ € R;
(ili) {z € A: f(z) < c} € mensurdvel, para todo o c € R;
(iv) {x € A: f(x) < ¢} é mensurdvel, para todo o c € R.

Demonstracdo. As relagoes:
—+o0

{a:eA:f(x)Zc}zﬂ{meA:f(z)>c—%}
k=1
{redA: fla)y<c}=A—{ze€A: f(x)>c}
+o0 1
{a:eA:f(x)gc}zﬂ{meA:f(z)<c—|—E}
k=1
{reA: fla)>c}=A—{xecA: f(x)<c}
mostram que (i) = (i) = (iii) = (iv) = (). O

Exemplos A.17.

1. Se f : R® — R € uma fun¢do continua entao f € mensurdvel: como o
conjunto |c, +oo| € aberto e f é continua sabemos que f~1(]c, +oo|) € aberto,
logo € mensurdvel.

2. A funcao de Dirichelet f :[0,1] — R dada por:

0, sex €10,1]NQ;

1, caso contrdrio,

é mensurdvel & Lebesque (porqué?).

3. Mais geralmente, a fung¢do caracteristica x4 : R™ — A de um conjunto
A C R™ é mensurdvel sse A € um conjunto mensurdvel. Assim, existem
funcdes que mao sdo mensurdveis.
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Os préximos resultados permitem obter mais exemplos de fungdes mensuraveis.
Proposigao A.18. Se f, f1, fa,... s@o fun¢ées mensurdveis, entdo
(i) |f| € mensurdvel;
(ii) sup fn, inf f,, limsup,,_, . fn € liminf,, .o f, sGo mensurdveis;

Demonstragao. A parte (i) segue-se da proposicao anterior e da relagao
{redA:|f(x)|>ct={zcA: flx)>ctU{zeA: f(x) < —c}.

Por outro lado, se g(x) = sup f,(x), vemos que

+oo
{reA:gx)>c}= U{xeA:fn(x)>c}.

Assim sup f, é mensurdvel. De igual modo mostra-se que inf f,, é mensurédvel.
Como temos que
limsup f, = inf g,

n—oo
onde gpm,(x) = sup {fn(x) : n > m}, vemos ainda que limsup,,_, ., fn é mensurdvel.
De forma anéloga mostra-se que lim inf,,_, o fy, é mensurdvel. Portanto, (i) também
se verifica. |

Corolario A.19. Se f,g sdo func¢ées mensurdveis, entdo max(f,g) e min(f,g)
sdo fungoes mensurdveis. Em particular, fT = max(f,0) e f~ = —min(f,0) sdo
funcoes mensurdveis.

Corolario A.20. Se f1, fa,... sdo fungdes mensurdveis e f(x) = lim, oo fn(z),
entdo f € mensurdvel.

Se A é um conjunto mensurédvel designamos por M (A) o conjunto das fungdes
mensuraveis em A. O préximo resultado mostra que este conjunto é um espaco
linear para as operagoes usuais de adigao de fungoes e multiplicagao de uma fungao
por um numero real.

Teorema A.21. Sejam f,g: A — R funcées mensurdveis. Se F : R? — R € uma
funcdo continua, entdo a funcao

h(z) = F(f(z), 9(x))
€ mensurdvel. Em particular, f + g, f —g e f-g também sao mensurdveis.

Demonstragao. O conjunto O, = {(x,y) €ER?: F(x,y) > c} é aberto, pois F' é
continua, logo podemos escrever

+o0
Oc = U I,
k=1
onde cada Ij é um rectangulo aberto de R2:
I ={(z,y) €ER*tax <z < bg,cp <y <di}.
Como os conjuntos
{reAiap< flz)<by}={xeA: f(zx)<b}n{zecA: f(x)>ax}
{redAie<glx)<dit={reA:gx)<bytn{zeA:glx)>ar}
sao mensuraveis, segue-se que o conjunto
{reA: (flzx),gx)) ey} ={xcA:a, < f(x)<b}N{zx e A:cy < glx) <dir}

é mensuravel. Logo, também é mensuravel o conjunto:
—+o0

{w € At F(f(2),9(2)) > ¢} = | J {z € 4: (f(2), 9(2)) € L} -

k=1
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O

Assim, as operagoes mais comuns da Anélise, incluindo as passagens ao limite,
quando aplicadas a funcées mensuraveis resultam em func¢oées mensuraveis (E)

A seguinte classe de func¢ées desempenha um papel importante na teoria.
Definicao A.22. Um func¢ao simples é uma funcdo s : R™ — R cuja imagem €
finita, i.e., s(x) assume um nidmero finito de valores.

As fungdes constantes sao funcoes simples. Se A C R™, entao a fungdo caracte-
ristica de A dada por

1 sex € A,
xa(z) =
0 sex & A,
é uma funcao simples. Qualquer fungao simples s : R® — R é uma combinacao
linear de fungoes caracteristicas. De facto, se Im s = {c1,..., ¢}, basta tomar

A ={z e R": s(x) = ¢;}

de forma que

m
s = E CiXA,-
i=1

Vemos, ainda, que a fungao simples s é mensuravel sse os conjuntos A; sdo men-
suraveis.

Qualquer funcao pode ser aproximada por fungoes simples. No caso de uma
funcao mensuravel, podemos escolher funcoes simples mensuraveis.
Teorema A.23. Seja f : A — R uma fungdo. Entdo existe uma sucessao {sy};cy
de funcoes simples tais que

lim si(z) = f(x), Vo € A.

k—oo
Temos ainda que:

(i) Se f é mensurdvel, os sy podem ser escolhidos mensurdveis;
(ii) Se f >0, podemos escolher {sy}, oy uma sucessio monétona crescente:

0<si(z) <sgz) < - <sp(x) <--- < flx), Vr € A.

Demonstracao. Se f > 0 definimos, para cada k = 1,2,..., conjuntos
J—1 J ,

Akj:{xEA: ok <f(1')<2—k}, ]:17...,]{)27@7

Bp,={xze€A: f(x) > k}.

Basta entao tomar

K2k .

7—1
Sk = E ok XAk +kxB,-
=1
No caso geral, escrevems f = fT— f~, com fT, f~ > 0. e construimos sucessoes

de fungoes simples sﬁ,s,; que convergem para ft e f~. A sucessao de funcoes
simples s = s; — s, converge para f. Se f é mensuravel, os conjuntos Ay; e By
sao mensuraveis, logo os s sao mensuraveis. O

Problemas

A.12. Seja f € M(A). Mostre que se B C A é mensurdvel entio f € M(B).

3I\I() entanto, deve-se observar 1e a composi¢do de duas funcgbes mensurdveis pode nao ser
)
mensuravel.
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A.13. Seja f € M(A). Mostre que o conjunto
{zeA: f(x)=c}

€ mensurdvel para todo o real ¢ € R.

A.14. Sejam f,g € M(A), e suponha que g # 0 em A. Mostre que a fun¢ao § é men-
surdvel em A.

A.15. Seja f uma funcao mensurdvel. Mostre que se g(x) = f(x), excepto num conjunto
de medida nula, entao g € mensurdvel.

A.16. Mostre que uma funcgdo f : R — R mondtona é mensurdvel.

A.17. Seja {frx},cy wma sucessdo de fungdes mensurdveis. Mostre que o conjunto dos
pontos onde { fr.(x)}, oy converge é mensurdvel.

A.18. Construa um exemplo de uma fungdo f para a qual ndo existe uma sucessdo
mondtona crescente de fungoes simples {Sk}keN tal que limy_. s, = f.

A.19. Mostre que se f: A — R € limitada entdo existe wma sucessio {si},cy de funcoes
simples que converge uniformemente para f, i.e., tal que

klim sup {|sx(x) — f(z)| :z € A} =0.
A.20. Mostre que se f,g : R — R com f mensurdvel e g continua, entdo gof € mensurdvel.
O que pode dizer de fog?
O INTEGRAL DE LEBESGUE

Vamos agora definir o integral de Lebesgue de uma funcao mensuravel sobre um
conjunto mensuravel, em situacoes bastante gerais.
Seja s : R™ — R uma fungao simples mensuravel, nao negativa,

m
s = g CiXA;s c; > 0.
i=1
Se A € M é um conjunto mensurdvel, definimos:

i=1
Definigao A.24. Seja f : A — R uma fun¢do mensurdvel, nao-negativa, definida
num conjunto mensurdvel. O integral de Lebesgue de f em A é:

/ fdu =sup{Ia(s): s é uma fungao simples, mensurdvel, com 0 < s < f}.
A

No caso de uma funcao simples s : R™ — R verifica-se facilmente que

/ASdN = Ia(s).

Uma vez definido o integral para uma fungao nao-negativa podemos definir o inte-
gral para uma funcdo mensuravel através da decomposicao f = f+ — f~, onde as
componentes f* sdo as funcoes mensurdveis, ndo-negativas, definidas por:

f =max(f,0), f~ = —min(f,0).

Definigao A.25. Seja f: A — R uma fun¢do mensurdvel, definida num conjunto
mensurdvel. O integral de Lebesgue de f em A é

[ gan= [ srau= [ i,

desde que pelo menos um dos integrais fA frdu seja finito.
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Note que o integral de Lebesgue de uma fun¢io assume valores em [—o0, +00].
Dizemos que f: A — R é uma fungdo integravel em A, e escrevemos f € L(A)
se o integral de Lebesgue de f existe e é finito.

Na proposigao seguinte fornecemos algumas propriedades elementares do integral
de Lebesgue. A sua demonstragao fica como exercicio.

Proposigao A.26. Seja A um conjunto mensurdvel e f : A — R uma funcdo
mensurdvel.

(i) Se f € limitada e u(A) < 400 entdao f € L(A);
(ii)) Se f,g € L(A) e f(x) < g(x) para x € A entao

[ tin< [ g
A A
(iii) Sea < f(x) <b paraxz € A e u(A) < +oo entao f € L(A) e

ap(4) < /A Jdp < bu(A);

/Afdu=0;

(v) Se f € L(A) e BC A é mensurdvel entio f € L(B).
Uma outra propriedade importante do integral de Lebesgue é a o-aditividade em
relagao ao dominio de integragao.

(iv) Se u(A) =0 entdo

. ~ . ~ . “+oo
Teorema A.27. Seja f uma funcdo mensurdvel nao-negativa e A = Uj:1 Aj uma
unido numerdvel de conjuntos mensurdveis, disjuntos dois a dois. Entao

Afdu=§/4jfdu.

Demonstragao. Pretende-se mostrar que a fungao ¢ : 9t — R dada por

H(4) = /A fdu,

é uma funcao o-aditiva.

Se f = xx é uma funcao caracteristica dum conjunto mensurdvel X, entao a
o-aditividade de ¢ nao é mais que a o-aditividade de p.

Se f = s é uma funcao simples, mensurdvel, ndo-negativa, entdao s = Y ;- | ckxx,
com ¢ > 0 e verifica-se também a o-aditividade.

Seja entdo f mensuravel, ndo-negativa. Se 0 < s < f é uma fungdo simples,

mensuravel, entao
—+oo —+oo
/sdu:Z/ deSZ/ fdu,
A j=174; j=174;

logo ¢ é sub-aditiva:
+oo
B(A) <D d(4A;).
j=1

Falta pois mostrar a desigualdade oposta. Como ¢(A) > ¢(A;) o resultado é
verdadeiro se algum ¢(A;) = +o00. Podemos pois assumir que ¢(A4;) < 400, para
todo o j. Entao, para N € N fixo, dado £ > 0 podemos escolher uma fungao simples
0 < s < f, mensuravel, tal que

€
sd,uZ/ fdu — —, j=1,...,N.
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Logo, vemos que

N N N
U / sd,u:Z/ sd,uEZqSA
j=1 Ux =174 j=1

Sendo € > 0 arbitrario, esta desigualdade mostra que

Finalmente, observando que UjV:1 Aj C A, obtemos

+oo
()= o(4))

Corolario A.28. Seja A€M e B C A com pu(A— B) =0, entdo

/Afdu=/deu

Este resultado mostra que os conjuntos de medida nula nao contribuem para o
valor do integral. Assim, na teoria da integragao, é frequente estarmos interessados
em afirmagdes P(x) que sdo verdadeiras excepto possivelmente para © € N, onde
N é um conjunto de medida nula. Dizemos nesse caso, que P(x) € verdadeira quase
em toda a parte, o que abreviamos para P(x) é verdadeira g.t.p.

Problemas
A.21. Mostre que se f € L(A) e B C A é mensurdvel entao f € L(B).

A.22. Seja A um conjunto mensurdvel e f : A — R uma fun¢ao mensurdvel. Mostre que:
(a) Se f,ge€ L(A) e f(z) < g(z) para z € A entdo

/fduﬁ/gdu;
A A

(b) Sea< f(x) <bparax € A e u(A) < +oo entao f € L(A) e

A) < / fdp < bu(A);
A
A.23. Seja A um conjunto mensurdvel e f : A — R uma fungcdo mensurdvel. Mostre que
se f>0e [, fdu=0 entao f(x) =0 q.t.p.

A.24. Se f € L(R™) € uma fungdo tal que fA fdp = 0 para todo 0o A € MM, o que € que
pode dizer sobre f?

A.25. Mostre que o teorema [A_27 pode ser generalizado a fungées f € L(A).
A.26. Mostre que se f € L(A) e g(z) = f(z) g.t.p. em A, entdo g € L(A) e

/Ang:/Afdu-

A.27. Mostre que se f € L(A) entao |f| € L(A) e

‘/ fdu‘ Ifldu

A.28. Mostre que se f € mensurdvel em A e |f| < g com g€ L(A) entio f € L(A).
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TEOREMAS DE CONVERGENCIA

Uma das propriedades mais tteis do integral de Lebesgue é a possibilidade de,
sob hipéteses bastante fracas, podermos trocar o sinal de integral e de limite:

li dy = li dy.
[ = [ g

Nesta seccao vamos estudar alguns resultados deste tipo.

Teorema A.29. (Teorema da Convergéncia Mondtona de Levi) Seja A € M
e {fu}nen wma sucessao de fungoes mensurdveis em A tais que

0< @) < @) <...  (weA).
Se f: A— R € tal que
lim fi(x) = f(x), (x € A),

k— o0

li dyp = dis.
m /A frdp /A fdp
Demonstragao. Como 0 < fi(z) < fo(z) < -+ <
existe [ € [0, 400] tal que

1 = < .
kg&Anw I e Z_Aﬂu

Falta pois mostrar que [ > [, fdpu.
Seja0 <c<1le0<s<fuma fungao simples mensuravel. Defina-se

Ay ={z € A: fr(x) > cs(x)} (k=1,2,...).
Como 0 < fi(z) < fo(x) <--- < f(x) em A, vemos que Ay C Ay C ... e

+oo
A= A,
k=1

entao

< f(x) para ¢ € A, vemos que

Concluimos que, para todo o k,

/fdeZ/ fdeZC/ sd.
A Ay Ag

Tomando k& — +o0o, podemos aplicar o teorema [Af] (pois o integral é o-aditivo),

para concluir que
l>c / sdp.
A

Sendo 0 < ¢ < 1 arbitrario, isto mostra que

lZ/Sd/L,
A

para toda a funcao simples 0 < s < f. Logo [ > fA fdu, como pretendido. ]

O exemplo seguinte mostra que os resultados de convergéncia obtidos nao sao
validos se substituirmos integral de Lebesgue por integral de Riemann.

Exemplo A.30. Seja {q1,q2,...} = QnN|[0,1] uma enumeragio dos racionais entre 0 e
1. Para cada k = 1,2,..., defina-se fi : [0,1] — R por

{ 1 Sex:{lIh...,Qk},

0 caso contrario.

fu(x) =
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Entao f(x) = limp—too f € a funcdo de Dirichelet. Concluimos do teorema da con-

vergéncia mondtona que
= lim / frdp =0,
~/[0,1] k—+oo

logo f € integrdvel a Lebesgue. E claro que este resultado podia ser obtido de forma mais
rdpida observando que a fun¢do de Dirichelet é uma fungao simples.

Corolario A.31. Seja A um conjunto mensurdvel. Entao L(A) é um espago vec-

torial e o integral [ : L(A) — R é uma transformagao linear.

Demonstragdo. é preciso mostrar que se f,g € L(A), ¢c € R, entdo f+g,cf € L(A)

€
/A(f+g)du=/Afdu+/Agdu,

/Acfdu:c/Afdu.

Limitamo-nos a demonstrar a primeira relagao, deixando a segunda como exercicio.
Suponhamos primeiro que f,g > 0. Se f, g sdo simples, entao

/(51+52)du:IA(31+82):IA(31)+IA(52):/Sldu+/ sad.
A A A

Sendo, pelo teorema [AZ23 podemos escolher sucessoes monétonas de fungoes sim-
ples {s),},cn € {51} ,en que convergem para f e g. Como

/(s + si)dp = /s’ndu+/ srdu,
A A A

passando ao limite, concluimos que

/A(f+g)du=/Afdu+/Agdu-

Para provar o caso geral consideram-se separadamente os conjuntos onde f e g tém
sinal constante. O

Para obter um resultado de convergéncia para sucessoes nao-monotonas de fun-
¢oes precisamos do

Lema A.32. (Lema de Fatou) Seja A € M e {fn}, cy uma sucessdo de fungoes
nao-negativas, mensurdveis em A. Se f: A — R € tal que

Jiminf file) = f(@), (we A,

entao

lim 1nf/fkd,u>/fd,u
~>+oo

Demonstracdo. Para cada m =1,2,..., defina-se
gm(x) = inf {fr(z) : k > m}, (x € A).
Entao g,, é mensuravel em A e temos

0<gi(x) <galz) <... com lim g, (z) = f(z).

m——+o0

Pelo teorema da convergéncia mondtona, concluimos que

lim gmd,u:/fd,u.
A A

m——+o00o
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Como fm(x) > gm(x) para z € A, obtemos

lim inf du> 1 mdi = du.

O

Como mostra um exercicio no final desta secgao, a desigualdade do lema de Fatou
pode ser estrita.
Teorema A.33. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja
AeMe{fn},cn uma sucessao de fungdes mensurdveis em A. Se f: A — R € tal
que

lim fi(z) = f(z), (x € A),

k— o0
e existe g € L(A) tal que

[fe(@)] <g(z),  (z€A),

lim /fkd,u:/fd,u.
k—+oo | 4 A

Demonstracao. Como fr e f sao mensuraveis e dominadas por uma fungao in-
tegravel, por um exercicio da secgao precedente, vemos que fi, f € L(A).
Como f; + g > 0 o lema de Fatou mostra que

[t adns g it [ (Gt dn.

entao

ou seja

dpu < lim inf du.
Afu_k;glmm/flfku

Por outro lado, g — fr > 0 logo, também pelo lema de Fatou,

A(g—f)duékggmian(g—fk) dp,

ou seja

— | fdu < lim inf— du,
/A‘fu,kjrfwln /Afk,“

/fd,uz lim sup/fkdu.
A k—+4o00 A

Assim, vemos que limy_ o [, frdp existe e é igual a [, fdpu. O

0 que equivale a

Corolario A.34. (Teorema da Convergéncia Limitada) Se p(A) < +oo,
{futnen € uma sucessio limitada de fungoes mensurdveis em A e f: A — R € tal
que

lim fi(z) = f(x), (zed),

entao

Demonstragao. Por hipétese, existe M > 0 tal que | fr(z)| < M para z € A. Como
w(A) < 400, uma funcdo constante em A é integrdvel, logo podemos aplicar o
teorema da convergéncia dominada. 0

Observe que no dois resultados anteriores a funcao limite é uma funcao integravel.
Por outro lado, no Teorema da Convergéncia Moné6tona a fungdo limite pode ter
integral +oc.
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Exemplo A.35. As funcgies

cos” (z)
1+22’

fr(x) = (z € [0, 7)),

formam uma sucessdo limitada de func¢des mensurdveis e

kEToofk(I) =0, x#()’ﬂ.

Pelo teorema da convergéncia limitada vemos que

k k
lim cos’ (2, — / lim 5@y
k=00 J[o ] 1+ 22 [0,7] k=00 14 z2

Problemas

A.29. Seja g(x) =0 para 0 <z < % e g(x) =1 para % < x < 1. Defina uma sucessao de
fungoes fi : [0,1] — R por

far(z) = g(),
Jort1(z) = g(1 — ).

Mostre que para esta sucessdo a desigualdade do lema de Fatou € estrita.

A.30. Seja A € M e {fn},cn uma sucessao de fungdes ndo-negativas, mensurdveis em
A. Mostre que:

+oo +oo
fedp = fedp.
;/Aw /Akz_ow

A.31. Seja A€M e{fn},cn uma sucessdo de fungdes mensurdveis em A. Mostre que
se existe g € L(A) tal que 3770 | fu(z)| < g(), entdo:

o0 +o00
frdp = Jrdp.
SR

A.32. Se A é mensurdvel, dizemos que f € L>(A) se f: A — R é mensurdvel e

/|f|2du<+oo.
A

Se f,g € L*(A) entdo define-se a norma em L* por:

1l = </A|f|2du>§7

(f,9) = /Afgdu-

e o produto interno em L> por

Mostre que:

(a) Se f € L*(A) eceR entdo ||cfl| = |c] || fIl;
(b) Se f,g € L2(A) entdo fg € L(A) e é vilida a desigualdade de Schwarz:

[l < [IfI gl
(c) Se f,g € L2(A) entdo f + g € L*(A) e ¢ vdlida a desigualdade triangular

If +gll < IIfIT+ gl

O que € que pode dizer sobre [ se ||f|| =0?
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RELAGAO COM O INTEGRAL DE RIEMANN

Vamos agora mostrar que o integral de Lebesgue é uma extensao do integral de
Riemann, i.e., que se f : A — R é uma funcdo integrdvel & Riemann entdo f é
integravel a Lebesgue e os dois integrais coincidem. Assim, a teoria de Lebesgue
é, de facto, uma extensdo da nocao de integral a uma classe muito mais ampla de
fungoes.

Teorema A.36. Seja f : A — R uma funcgdo integrdvel ¢ Riemann. Entdo f é
integravel a Lebesgue e

/fd,u:/fdajlda:z...da:n
A A

Demonstragao. Podemos assumir que A C R™ é um rectangulo limitado. Para
k=1,2,..., existe uma particao P de A tal que

(a) Pygy1 é um refinamento de P; B
(0) Ty LT P) = [ € iy UCS, Pe) = T o

Sejam Uy, e Ly fungoes simples tais que para todo o rectangulo S de P temos
Li(z) =mgs(f) e Up(z) = Ms(f) (z € intS).

Entao é claro que

L(f,Pk)Z/ALkd,u, U(f,Pk)ZAdeu,

e por (a) vemos que
Li(2) < Lo(a) <+ < f(5) - < Up(e) <Ui(a)  (:t.p. em A).
Assim, existem fungbes mensuraveis
L(z)= lim Li(z), Ul@)= lm U(),  (qtp.em ),
tais que
L) < f@) SUG@),  (atp. em A).

De (b) e pelo teorema da convergéncia monétona, concluimos que

/A Ldy = l ) fdz, /A Udu:7A fdz.

Se f é integravel a Riemann, estes dois integrais sao iguais. Logo, temos U — L > 0
q.t.p. em A, e

/A(U—L)duzo.

Por um exercicio da secgao anterior, concluimos que U = L q.t.p. em A. Assim,
flz) =U(x) = L(z) q.t.p. em A, portanto f é integrével & Lebesgue e

/fdu:/fdxldxg...dxn.
A A
O

A relacdo entre o integral de Lebesgue e de Riemann, que acabdmos de mostrar,
também é 1til no cédlculo de integrais de Lebesgue, pois muitas fungoes integraveis
sao limites de funcbes continuas e para estas sabemos calcular o seu integral de
Riemann. Ilustramos esta técnica nos exemplos seguintes.
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Exemplo A.37. Sejaa > 0 e consideremos a funcio f(z) = == no intervalo A =]0,1][.
Para cada k=1,2,..., as fungoes
z% sex € [%, 1],
fi(@) =
0 se z €]0, £ [,

sao limitadas e continuas q.t.p., logo sao integrdveis a Riemann e

1 a1 (k1) (a#1),
frdx = / —adx =
10,11 7 log k (a =1).

Assim, vemos que {fr} é uma sucessdo mondtona de fungdes integrdveis d Lebesgue, nao-
negativas, tais que

z) = lim fi(x).

f@)= Jim_fi(o)

Pelo teorema da convergéncia mondtona, concluimos que
1

1 l—a
—dp = lim frdx =
xe k—+oo

10,1[ 10,1[ +o00 sea > 1.

sea <1,

Por exemplo, vemos que % € £(]0, 1[) mas % ¢ £%(]0,1]).
Exemplo A.38. Para cada y > 0 consideremos a funcgdo f :]0, +oo[— R definida por
flz)=e "z¥ ",

Afirmamos que f € L£(]0, +00[).
De facto, para x €]0, 1] temos que

[f(@)] <z

integrdvel se y > 0. Portanto, f € L£(]0,1]).
continua e tende para zero quando r — oO.

e, pelo exemplo precedente, a funcdo x¥~"
Para x > 1 a fungdo exp(—z/2)z¥ ™!
Logo existe M > 0 tal que

é
é

flz) < Me /2 (z>1),
e basta verificar que exp(—x/2) € L([1,400[). Defina-se fr : [1,+00[— R por

e /2 se x € [1,k],
Jr(z) =
0 se x €]k, +o0],

Entao fr € integrdvel a Riemann em [1,k] e

k
/ frdu = / e " dy =2 (6_1/2 - e_l/k) .
[1,400] 1

Pelo teorema da convergéncia mondtona, concluimos que exp(—z/2) € L([1,+oo[) com

2
—xz/2 _

e du = —.
/MM Ve

Concluimos ainda que f € L(]0,+00]).
A fung¢do gama é a fungio T :]0,+o0o[— R definida por

I'(y) = / e Y du,.
10,+00]

Deizamos como ezercicio mostrar que I'(1) = 1 e que esta fun¢do satisfaz a relagao de
recorréncia

P(y+1) =yl'(y).
Em particular, conclui-se que sobre os inteiros esta funcgdo coincide com a fungdo factorial:

I'(n+1)=n! (n=0,1,2,...).
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Exemplo A.39. Seja f:R? — R a fungio
flay) = e 50,
Definimos fungées integrdveis fr : R — R por

e~ (2%+v?) se (z,y) € Bi(0),
fk(zv y) =
0 se (z,y) € Br(0)

Entdo {fr},cn € uma sucessao mondtona que converge pontualmente para f. Usando a
formula de mudanga de varidveis calculamos

27 k
/ fedu = / e_(zz"'yz)dxdy = / (/ e_rzrdr> do == (1 - e_kz) .
R2 B (0) 0 0

Pelo teorema da convergéncia mondtona, concluimos que f € L(R?) e

dp = i dyp = .
/R2fu kilfw/ﬂ@f’““ 7f

Como
/ fdp = (/ e—ﬂ”zdﬂz> </ e_yzd,uy>,
R2 R R
obtemos
/efﬁdu = /T
R
Problemas

A.33. Calcule ou mostre que ndo existem os sequintes limites:

(a) [ tsin(}) —1dt;
. +oo _t
(b) limg— oo fo %e k dt;
(¢) limp—too f0+°° % dx;
(d) limp—too fj;o e 1"l cos™ 2 dx;
(e) [y mdmdy onde B ={(z,y) € R? : 2* + y* > 1}.

22 4y? 422

(f) limp—yoo [5 ez dadydz onde B = {(z,y,2) ER®*: 0 < 2? + 92 + 2% < 1}.
A.34. Seja A € M com pu(A) < +00. Mostre que L2(A) C L(A) (ver o dltimo exercicio
da secgio anterior). O que € que pode dizer se pu(A) = +00?

A.35. Mostre que a funcgdo I' satisfaz:
r =1, Ty+1) =yl
SUGESTAO: Aplique integragdo por partes ao integral

k
/ e “x¥dx.
1

k
A.36. Considere a funcdo g : R — R definida por

+2

g(t) = / e da.
0
(a) Mostre que g € continua;
(b) Mostre que g € diferencidvel;
(c) Calcule ¢'(0).
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