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CAPITULO 1

Medida de Lebesgue e Espacos de Medida

1.1. Aritmética na Reta Estendida

Medidas associam ntimeros reais nao negativos a conjuntos, mas a alguns
conjuntos fica associado o valor infinito. Precisamos entao tratar infinitudes
como objetos que podem ser operados com somas e produtos. Introduzi-
mos entao formalmente a reta estendida que é a reta real usual acrescida
de dois objetos +00, —0o e com operagoes e relacao de ordem definidas de
maneira natural. Por uma questdao de completude, listamos nesta secao em
detalhes varias defini¢oes e propriedades relacionadas a reta estendida. Na
Subsecao 1.1.1 definimos o conceito de limite de uma seqiiéncia na reta es-
tendida e na Subsecao 1.1.2 formalizamos o conceito de soma de uma familia
(possivelmente infinita) de elementos nao negativos da reta estendida.

As nocgoes formalizadas nesta secido sdo de carater bastante intuitivo e
acreditamos que o leitor pode optar pela omissao de sua leitura sem prejuizo
significativo de compreensao das secoes seguintes.

1.1.1. NOTAGAO. Denotamos por R o corpo ordenado dos niimeros reais.

Escolha dois objetos quaisquer nao pertencentes a reta real R e denote-os
por +00 € —0o0.

1.1.2. DEFINIGAO. O conjunto R = RU{+oc0, —co} serd chamado a reta
estendida. Um elemento a € R é dito finito (resp., infinito) quando a € R
(resp., a € R).

A natureza dos objetos +00 e —oo é totalmente irrelevante; o que impor-
ta ¢ a forma como eles interagem com os numeros reais através das operagoes
e relagoes que definiremos a seguir em R.

1.1.3. DEFINICAO. Dados a,b € R, escrevemos a < b e dizemos que a é
menor que b quando uma das seguintes condicoes é satisfeita:

e a,b € R e a <bna ordem usual de R;

e h=400ea# +o0;

e ag=—-¢eb# —00.
Escrevemos a > b quando b < a, a < b quando a < b ou a = b e escrevemos
a > b quando b < a.
A relagao bindria < define uma rela¢ao de ordem total na reta estendida
R, ou seja, possui as seguintes propriedades:

o (anti-reflezividade) para todo a € R, ndo é o caso que a < a;

e (transitividade) para todos a,b,c € R, se a < beb < centdo a < ¢;

1



1.1. ARITMETICA NA RETA ESTENDIDA 2

e (tricotomia) dados a,b € R entdo a < b, b < a ou a = b.

A relacdo de ordem em R nos permite introduzir as notacoes de intervalo
[a,b], |a,b], [a,b] e ]a,b], com a,b € R, da maneira usual. Se A é um subcon-
junto de R podemos definir também o supremo (resp., o nfimo) de A em R
como sendo a menor cota superior (resp., a maior cota inferior) de A em R.
O supremo (resp., o infimo) de um conjunto A C R é denotado por sup A
(resp., inf A); se (a;)ier 6 uma familia em R, denotamos também o supremo
(resp., o infimo) do conjunto {a; : i € I'} por sup;c;a; (resp., infiera;). No
Exercicio 1.1 pedimos ao leitor para mostrar que todo subconjunto de R
possui supremo e infimo.

1.1.4. DEFINICAO. A soma na reta estendida é definida da seguinte for-
ma:

e se a,b € R entao a + b € igual a soma usual de a e b em R;
 (+00) +a=a+ (+00) = +oo,se a € R e a# —oo;
o (—0)+a=a+(—o0)=—00,s8¢ a€Reas+oo.

As somas (+00) + (—00) e (—00) + (+00) sdo consideradas indefinidas. Para
a € R denotamos por —a o elemento de R definido pelas condicoes:

e se a € R entao —a é o inverso de a com relacao a soma de R;
® se a = +00 entao —a = —o0;
® se ¢ = —o0 entao —a = +o0.

Para a,b € R, escrevemos a — b = a + (—b). Definimos também o mddulo
de a € R fazendo |a| = a para a > 0 e |a| = —a para a < 0. O produto na
reta estendida é definido da seguinte forma:

e se a,b € R entao a - b (ou, simplesmente, ab) é igual ao produto
usual de a e b em R;

eab=0sea,bcRea=0o0ub=0;

e ab="ba=a,seac {+oo,—0}eb>0;

e ab=ba = —a,seac {+oo,—o0} eb<0.

Note que o produto é uma operacdo binaria no conjunto R, mas a soma
¢é apenas uma operacdo bindria parcialmente definida em R, j4 que nao atri-
buimos significado para (+00) + (—00) e (—o0) + (+00). Note também que,
de acordo com nossas convengoes, 0-(£o00) = (£00)-0 = 0; essa convengao é
conveniente em teoria da medida, embora possa parecer estranha para quem
estd acostumado com as propriedades usuais de limites de fungoes.

Na proposicao abaixo resumimos as propriedades da ordem e das ope-
racoes de R; a demonstracio é obtida simplesmente por uma verificacio
tediosa de diversos casos.

1.1.5. PROPOSIGAO. A ordem e as operagoes da reta estendida satisfa-
zem as sequintes propriedades:

® g soma € associativa onde estz’vegbem—deﬁnida, ie., (a+b)+c=
a+ (b+ c¢), para todos a,b,c € R, desde que ou a,b,c # +00 ou
a,b,c # —o0;
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e a soma € comutativa onde estiver bem-definida, i.e., a +b =0+ a,

para todos a,b € R, desde que ou a,b# +0o ou a,b # —oo;

o zero de R € o elemento neutro para a soma de R, i.e., a+0 =

0+ a = a, para todo a € R;

o produto € associativo, i.e., (ab)c = a(bc), para todos a,b,c € R;

o produto é comutativo, i.e., ab = ba, para todos a,b € R;

a unidade de R € o elemento neutro para o produto de R, i.e.,

a-1=1-a=a, para todo a € R;

e a soma € distributiva com relag¢ao ao produto, i.e., (a+b)c = ac+be,
para todos a,b,c € R, desde que as somas a + b e ac + be estejam
bem-definidas;

e a ordem € compativel com a soma, i.e., se a < b entdo a+c < b+c,
para todos a,b,c € R, desde que as somas a+c e b+c estejam bem-

definidas;
e a ordem € compativel com o produto, i.e., se a < b entao ac < be,
para todos a,b,c € R com ¢ > 0. [l

Algumas observagoes importantes seguem. A identidade a + (—a) = 0
¢é valida apenas para a € R; os elementos +0c e —oo nao possuem inverso
com respeito a soma. Em particular, as implicacoes:

a+c=b+c=a=b e a=b+c=a—c=0D
sao wvdlidas apenas quando ¢ € R. A implicagdo:
a<b=a+c<b+c
é também apenas vdlida para ¢ € R e a implicagao:
a<b=ac<bc

¢é valida apenas para 0 < ¢ < +o00.

1.1.1. Limites de seqiiéncias na reta estendida. Limites de se-
qgiiéncias em R podem ser definidos através da introducdo de uma topologia
em R (veja Exercicio 1.8). Para o leitor ndo familiarizado com a nogio de
espaco topoldgico, definimos a nocao de limite de seqiiéncia em R direta-
mente.

1.1.6. DEFINIGAO. Seja (ag)r>1 uma seqiiéncia em R. Dizemos que
(ar)g>1 converge para um elemento a € R e escrevemos a; — a se uma das
situacoes abaixo ocorre:

e a € R e para todo € > 0 existe kg > 1 tal que ar € Ja —¢,a + €]
para todo k > ko;

e a4 = 400 e para todo M < 400 existe kg > 1 tal que ar > M para
todo k > ko;

e ¢ = —00 e para todo M > —oo existe kg > 1 tal que ap < M para
todo k > kg.
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Quando existe a € R com a;, — a dizemos que a seqiiéncia (ak)r>1 €
convergente em R. Nesse caso, é facil mostrar que tal @ € R é tnico e é
chamado o limite da seqliéncia (ar)r>1; denotamo-lo por limy_, o ag.

Uma seqiiéncia (ax)r>1 em R é dita crescente (resp., decrescente) se
ar < ag+1 (resp., se ax > agt1), para todo k > 1. Uma seqiliéncia que é
ou crescente ou decrescente é dita mondtona. Deixamos a demonstracao do
seguinte resultado simples a cargo do leitor.

1.1.7. LEMA. Toda seqiiéncia mondtona em R € convergente em R. Mais
especificamente, se (ax)p>1 € uma seqiéncia crescente (resp., decrescente)
em R entdo limy_,o ar = supy>q ar (resp., limy_ o ap = infr>7 ag).

DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.2. O

Enunciamos a seguir as propriedades operatérias dos limites na reta
estendida:

1.1.8. LEMA. Sejam (ay)r>1, (bx)k>1 seqiiéncias convergentes em R, com
limg_ o0 ap = a e limy_,oo by = b. Entao:

e se a soma a + b estiver bem-definida entdo a soma ay + by estd
bem-definida para todo k suficientemente grande e:

k—o0
® se {|CL’7 ‘b‘} 7é {07 +OO} entao hmkﬁoo akbk = ab.
DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.4. m

1.1.9. DEFINIGAO. Seja (ax)k>1 uma seqiiéncia em R. O limite superior
e o limite inferior da seqiiéncia (aj)r>1, denotados respectivamente por
limsupy,_, ., ax € liminf,_, ag, sdo definidos por:

limsupag = infsupa,, liminfa; = sup inf a,.
k—00 k>1 7>k k—ro0 k>17r>k

Temos a seguinte:

1.1.10. PROPOSIGAO. Seja (ay)k>1 uma seqiiéncia em R. Entdo:

lim inf a;, < lim sup ay,
k—o0 k—o0

sendo que a igualdade vale se e somente se a seqiéncia (ay)p>1 € conver-
gente; messe caso:

lim ap = liminf a; = limsup ag.
k—ro00 k—o0 k—00

DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.6 O
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1.1.2. Somas infinitas em [0, +o00]. Se (a;)ic; ¢ uma familia finita
em R entdo, j4 que a soma de R é associativa e comutativa, podemos definir
a soma »_,.;a; de maneira 6bvia, desde que a; # +oo para todo i € I ou
a; # —oo para todo ¢ € I. Definiremos a seguir um significado para somas
de familias infinitas de elementos ndo negativos de R. E possivel também
definir somas de familias que contenham elementos negativos de IR, mas esse
conceito nao serad necessario no momento.

1.1.11. DEFINIGAO. Seja (a;)ier uma familia arbitraria em [0, +00]. A
soma Y ;. a; ¢ definida por:

Z a; = sup { Z a; : F' C I um subconjunto ﬁnito}.
iel i€l
Se I ¢é o conjunto dos inteiros positivos entao denotamos a soma . ; a;
também por > 7, a;; segue facilmente do Lema 1.1.7 que:

) k

E a; = lim E a;
k—oo 4

i=1 i=1

Deixamos a demonstragao do seguinte resultado a cargo do leitor.

1.1.12. PROPOSIGAO. Somas de familias em [0,400] satisfazem as se-
guintes propriedades:

o se (ai)ier e (bi)ier sao familias em [0, +o00] entao:

Zaz—i—b ZCLZ—FZbZ,

el el iel
o se (ai)icr € uma familia em [0,+00] e ¢ € [0, +00] entdo
Sew—cSas
el el
o se (a;)icr € uma familia em [0,+oc] e se ¢ : I' — I é uma fungao
bijetora entao:
> o) =) ai
iel’ el

o se (ax)ren € uma familia em [0, +00] e se (J;)icr € uma familia de
conjuntos dois a dois disjuntos com A = J;c; Ji entdo:

DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.7. O

A dltima propriedade no enunciado da Proposicao 1.1.12 implica em

particular que:
S (Yai)= X a=3 (D a),

icl  jeJ (i)EIx T jeJ el
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onde (aij)(;j)erxs ¢ uma familia em [0, +o0o]. Basta tomar A = I x J e
Ji ={i} x J, para todo i € I.

1.2. O Problema da Medida

1.2.1. NOTAGAO. Denotamos por p(X) o conjuntos de todas as partes
de um conjunto X, por Q o corpo ordenado dos niimeros racionais e por Z
o anel dos niimeros inteiros.

Queremos investigar a existéncia de uma funcao p : p(R) — [0, +o0]
satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) dada uma seqiiéncia (A,),>1 de subconjuntos de R dois a dois
disjuntos entao:

,U( U An) = ZN(An);
n=1 n=1
(b) u(A+z) = u(A), para todo A C R e todo = € R, onde:
A+zx = {a+x:a€A}
denota a transla¢do de A por x;
(¢) 0 < p([0,1]) < +o0.

Nosso objetivo é mostrar que tal fungao p nao eriste. Antes disso, observa-
mos algumas conseqiiéncias simples das propriedades (a), (b) e (c¢) acima.

1.2.2. LEMA. Se uma funcdo p : p(R) — [0,+00] satisfaz as proprieda-
des (a), (b) e (¢) acima entdo ela também satisfaz as sequintes propriedades:

(d) pu(0) =0;
(e) dada uma colegdo finita (Ag)}_, de subconjuntos de R dois a dois
disjuntos entdo:

(U Ax) =D uan);
k=1 k=1
(f) se AC B CR entao u(A) < u(B);

(g) dados a,b € R com a < b entao p(la,b]) < +oo.

DEMONSTRACAO.

e Prova de (d).
Tome Ay = [0,1] e A, = 0 para n > 2 na propriedade (a) e use a
propriedade (c).

e Prova de (e).
Tome Ay = () para k > n e use as propriedades (a) e (d).

e Prova de (f).
Basta observar que a propriedade (e) implica que:

p(B) = u(A) + u(B\ A),
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onde u(B\ A) > 0.

e Prova de (g).
Seja n um inteiro positivo tal que b < a + n. As propriedades (e) e
(f) implicam que:

—_

1(la,b]) < p(la,a+nl) =) p(la+k,a+k+1])
k=0

3

i
L

<> u(la+ka+k+1]),
0

e
I

e as propriedades (b) e (¢) implicam que:
p(la+k,a+k+1]) = p([0,1]) < +oo,
para todo k. O

Finalmente, mostramos a seguinte:

1.2.3. PROPOSIGAO. Nao existe uma fungio p : p(R) — [0, +00] satis-
fazendo as propriedades (a), (b) e (c) acima.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.2.2, as propriedades (a), (b) e (c) impli-
cam as propriedades (d), (e), (f) e (g). Considere a relacao bindria ~ no
intervalo [0, 1] definida por:

r~y<—=x—yeqQ,

para todos z,y € [0, 1]. E facil ver que ~ é uma relagdo de equivaléncia em
[0,1]. Seja A C [0,1] um conjunto escolha para ~, i.e., A possui exatamente
um elemento de cada classe de equivaléncia. Temos entao que x — y ¢ Q,
para todos x,y € A com x # y. Em particular, os conjuntos (A + ¢)4eq sao
dois a dois disjuntos. Note também que para todo z € [0,1] existe y € A
com z —y € Q; na verdade, temos x —y € Q N [—1,1], j& que x,y € [0, 1].
Segue entao que:

0,1 c | (A+q cl-1,2].
g€Qn[-1,1]

Como Q N [—1,1] é enumerdvel, as propriedades (a), (b) e (f) implicam:
p((0,1) < Y wA+q) =Y uA) <p(-1,2).
qEQﬂ[—l,l} qEQﬁ[—l,l]

Agora, se pu(A) = 0 conclufmos que y([0,1]) = 0, contradizendo (c); se
1(A) > 0 concluimos que ([—1,2]) = +oo, contradizendo (g). O
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1.3. Volume de Blocos Retangulares

1.3.1. DEFINIGAO. Um bloco retangular n-dimensional é um subconjunto
B de R™ (n > 1) que é ou vazio, ou da forma:

n
B =[] lasbi] = [a1,b1] x -+ X [an, by,
i=1
onde a;,b; € R, a; < b;, parai=1,2,...,n. O volume do bloco B acima é
definido por:
n

1Bl =[] (i —a:) = (b1 — a1) -+ (bn — an),
i=1
e por |B| =0, caso B = 0.
Quando n = 1 entao um bloco retangular n-dimensional B é simples-
mente um intervalo fechado e limitado (possivelmente um conjunto unitério
ou vazio) e o escalar |B| serd chamado também o comprimento de B. Quan-

do n = 2, um bloco retangular n-dimensional B serd chamado também um
retingulo e o escalar |B| serd chamado também a drea de B.

1.3.2. DEFINIGAO. Dados a,b € R, a < b, entdao uma particio do in-
tervalo [a,b] é um subconjunto finito P C [a,b] com a,b € P; tipicamente
escrevemos P :a = tyg < t; < .-+ < tp = b quando P = {to,t1,...,tx}.
Os sub-intervalos de [a,b] determinados pela particaio P sdo os intervalos
[ti,tit1], 4 = 0,...,k — 1. Denotamos por P o conjunto dos sub-intervalos
de [a,b] deterninados por P, ou seja:

P={[ti,tit1];i=0,1,...,k—1}.

Se B = []i]a;, b;] é um bloco retangular n-dimensional com |B| > 0 (ou
seja, a; < b;, para i = 1,...,n), entdo uma particio de B é uma n-upla
P = (P,...,P,), onde P; é uma particao do intervalo [a;, b;], para cada
i1=1,...,n. Os sub-blocos de B determinados pela particao P sao os blocos
retangulares n-dimensionais da forma Hle I, onde I, é um sub-intervalo
de [a,, by] determinado pela particao P,, para r = 1,...,n. Denotamos por
P o conjunto dos sub-blocos de B determinados por P, ou seja:

P={Lx--xIy:I,eP,r=1,...,n}

1.3.3. LEMA. Se B =[] [ai, bi] é um bloco retangular n-dimensional
com |B| >0 e se P=(Py,...,P,) € uma particio de B entdo:

Bl =" ].
beP
DEMONSTRAGAO. Usamos induc¢ao em n. O caso n = 1 é trivial. Su-

ponha entao que n > 1 e que o resultado é valido para blocos retangulares
de dimensdo menor que n. Sejam B’ = [[1'[ai,bi] ¢ P' = (Py,..., Py_1),
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de modo que P’ é uma parti¢ao do bloco retangular (n — 1)-dimensional B’.
Escrevendo P, : a,, = tg < t1 < --- < t;, = b, temos:

Bl =1B(b —an) = (Y2 \b|)(k21 ti =) = D [0 x [t tia]]
b'eP’ =0 b'eP’

i=0,...,k—1

A conclusio segue observando que os blocos b’ x [t;,t;11] com b’ € P’ e
i = 0,...,k — 1 sao precisamente os sub-blocos de B determinados pela
particao P. O

1.3.4. OBSERVAGAO. Note que a interse¢ao de dois blocos retangulares n-
dimensionais é também um bloco retangular n-dimensional. Note também
que se B e B’ sao blocos retangulares n-dimensionais com B C B’ entao
B < |B].

1.3.5. LEMA. Sejam B, B1, ..., By blocos retangulares n-dimensionais
com B c U'_, B,. Bntio |B| <Y '_,|B,|.

DEMONSTRAGAO. Em vista da Observacao 1.3.4, substituindo cada blo-
co B, por B, N B e descartando os indices r com B, N B = (), podemos
supor sem perda de generalidade que B = Ui:1 B, e que B, # () para todo

r =1,...,t. Podemos supor também que |B| > 0, sendo o resultado é trivial.
Escreva entao B = [[};[ai, b;] com a; < bj, i =1,...,n,e B, =[[;_[al,bl]
coma; <b,i=1,...,n. Paracadai=1,...,n,0 conJunto

P ={a;,b;} U{al,bi;r=1,...,t}

é uma partigdo do intervalo [a;,b;] e portanto P = (Pi,...,P,) é uma
particao do bloco B. Para cada r = 1,...,t com |B,| > 0, tomamos
Pl = P Nlal,bl],i=1,...,ne P = (P],...,P}), de modo que P" ¢
uma particao do bloco B,. Temos que se b =[] [a;, 8;] é um sub-bloco
de B determinado pela particao P entao existe um indice r = 1,...,¢ tal
que |B;| > 0 e b é um sub-bloco de B, determinado pela partiacao P’.
De fato, como B = Uizl B, entdo []!]ou, B[ intercepta B, para algum
r=1,...,t tal que! |B,| > 0. Daf é facil ver que [a;, 5;] é um sub-intervalo
de [al , b:] determinado pela particao P] parai = 1,...,n e portanto b é um
sub-bloco de B, determinado pela particao P". Mostramos entao que:

Pc|] P
r=1,...,t
|Br|>0

10s blocos de volume zero sdo conjuntos fechados de interior vazio e portanto a
unido de um ntmero finito deles também tem interior vazio. Assim, o aberto nao vazio
[T7_, Jau, Bi[ ndo pode estar contido na unido dos blocos B, de volume zero.
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A conclusao segue agora do Lema 1.3.3 observando que:

t
B=Y Y Y=Y b :
beP  T=L.t pePr —1
‘Br|>0
1.4. Medida de Lebesgue em R"

1.4.1. DEFINIGAO. Seja A C R™ um subconjunto arbitrario. A medida
exterior de Lebesque de A, denotada por m*(A), é definida como sendo o
infimo do conjunto de todas as somas da forma Y .-, |By|, onde (By)r>1
é uma seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais com A C (J32; By;
em simbolos:

m*(A) = inf C(A),

onde:
(1.4.1)
C(A) = {Z |Bi|: A C U By, By bloco retangular n-dimensional,
k=1 k=1

para todo k > 1}.

Note que é sempre possivel cobrir um subconjunto A de R™ com uma
colecao enumerével de blocos retangulares n-dimensionais (i.e., C(A) # 0), ja
que, por exemplo, R" = [ J;2, [k, k]". Obviamente temos m*(A) € [0, +oc],
para todo A C R".

1.4.2. OBSERVAGAO. Todo subconjunto limitado de R™ possui medida
exterior finita. De fato, se A C R" é limitado entao existe um bloco retan-
gular n-dimensional B contendo A. Tomando B; = B e By = ) para k > 2,
temos A C |Jp2, By e portanto m*(A) < 377, |By| = |B| < +o00. Vere-
mos logo adiante (Coroldrios 1.4.6 e 1.4.7) que a reciproca dessa afirmacao
nao é verdadeira, i.e., subconjuntos de R” com medida exterior finita nao
precisam ser limitados.

1.4.3. LEMA. Se B C R"™ € um bloco retangular n-dimensional entdo:
m*(B) = [B,

ou seja, a medida exterior de um bloco retangular n-dimensional coincide
com seu volume.

DEMONSTRACAO. Tomando By = B e By = () para k > 2, obtemos
uma cobertura (By)g>1 de B por blocos retangulares com Y2 |Bi| = |Bl;
isso mostra que m*(B) < | B|. Para mostrar a desigualdade oposta, devemos
escolher uma cobertura arbitréria B C |J;—; By de B por blocos retangulares
By, e mostrar que |B| < >"77, |Bg|. Seja dado € > 0 e seja para cada k > 1,
B, um bloco retangular n-dimensional que contém By, no seu interior e tal
que |By| < [Bg| + 55 Os interiores dos blocos By, k > 1, constituem entdo
uma cobertura aberta do compacto B e dessa cobertura aberta podemos
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extrair uma subcobertura finita; existe portanto t > 1 tal que B C U',;Zl B..
Usando o Lema 1.3.5 obtemos:

t t 00
€
BI< Y 1B <Y (1Bel + 57) < (Do 1Bil) +<.
k=1 k=1 k=1
Como € > 0 é arbitrario, a conclusao segue. ([

1.4.4. LEMA. Se A; C Ay C R™ entdo m*(A4;) < m*(Ag).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que C(A3) C C(A1) (recorde (1.4.1)).
([

1.4.5. LEMA. Se A1, ..., A; sdo subconjuntos de R™ entdo:

m*( O Ak) < im*(Ak)-
k=1 k=1

Além do mais, se (Ar)g>1 € uma seqiéncia de subconjuntos de R™ entao:

m*( Ej Ak) < im*(Ak)-
k=1 k=1

DEMONSTRAGAO. Como m*(()) = 0, tomando Ay = () para k > t, pode-
mos considerar apenas o caso de uma seqiiéncia infinita de subconjuntos de
R”. Seja dado € > 0. Para cada k > 1 existe uma cobertura Ay C U2, Bj,

de Aj por blocos retangulares n-dimensionais Bi de modo que:
D oIBI < w(Ar) + o

2k
j=1

Dai (B])r,j>1 € uma cobertura enumersvel do conjunto | J;—, A por blocos
retangulares n-dimensionais e portanto:

w U A) < LD (w0 + ) = (im*<Ak>) e
k=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Como ¢ > 0 ¢é arbitrario, a conclusao segue. ([

1.4.6. COROLARIO. A unido de uma colecdo enumerdvel de conjuntos de
medida exterior nula tem medida exterior nula. Em particular, todo conjunto

enumerdvel tem medida exterior nula. ([

1.4.7. COROLARIO. Dado i = 1,...,n e ¢ € R entdo todo subconjunto
do hiperplano afim {l’ = (z1,...,2y) € R" : z; = c} tem medida exterior
nula.

DEMONSTRACAO. Basta observar que {z € R" : z; = ¢} = Upo, B,
onde:
Bk:{xeﬁnzxi:ce || §k,j:1,...,n,j7éi}

¢ um bloco retangular n-dimensional de volume zero. O
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1.4.8. COROLARIO. Todo subconjunto da fronteira de um bloco retangular
n-dimensional tem medida exterior nula.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que a fronteira de um bloco retangular
n-dimensional é uma uniao finita de blocos retangulares n-dimensionais de
volume zero. O

1.4.9. COROLARIO. Sejam Ay, As C R™ tais que m*(A41) < +oo ou
m*(Az) < +o0; entdo:

(1.4.2) m*(A;) — m*(As) < m* (A \ Ay).

DEMONSTRAGAO. Como A; C (A; \ A2) U Ag, os Lemas 1.4.4 e 1.4.5
implicam que:

Se m*(Az) = 400 e m*(A4;) < 400, a desigualdade (1.4.2) é trivial; se
m*(Az) < +oo, ela segue de (1.4.3). O

1.4.10. LEMA. A medida exterior € invariante por translacédo, i.e., dados
um subconjunto A de R"™ e x € R™ entdo:

m*(A +z) = m*(4),

onde A+x = {a +z:a€ A} denota o translacao de A por x.

DEMONSTRACAO. E fécil ver que se B é um bloco retangular n-dimen-
sional entao B + x também é um bloco retangular n-dimensional e:

|B +z| = |BJ;

em particular, se A C | J,—; By, é uma cobertura de A por blocos retangulares
n-dimensionais entdo A + = C Jpo (B + ) é uma cobertura de A + x
por blocos retangulares n-dimensionais e y ,- [Br + | = > po |Bg|. Isso
mostra que C(A) C C(A + x) (recorde (1.4.1)). Como A = (A+z) + (—=z),
o mesmo argumento mostra que C(A + x) C C(A); logo:

m*(A) =inf C(A) =inf C(A+ z) = m* (A + z). O

o

1.4.11. NoTACAO. Dado um subconjunto A C R"™, denotamos por A ou
por int(A) o interior do conjunto A.

1.4.12. LEMA. Dados A C R™ e € > 0 entao existe um aberto U C R"
comACU em*(U) <m*(A) +e¢.

DEMONSTRAGAO. Seja A C |Jp—; By uma cobertura de A por blocos
retangulares n-dimensionais tal que Y77, |B| < m*(A) + §. Para cada
k > 1, seja B;, um bloco retangular que contém By, no seu interior e tal que
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|Bi| < |Bi|+ 557 Seja U = U2, int(By,). Temos que U é aberto e U D A;
além do mais, usando os Lemas 1.4.4 e 1.4.5 obtemos:

wi() <o (U BL) < 3w (B = Y15 < 3 (1B + 51
k=

k=1 k=1 k=1 1
= (X IB) +5 <w(A) +e O
k=1

Note que nao podemos concluir do Lema 1.4.12 que m*(U \ A) < ¢,
nem mesmo se m*(A) < 4o00; quando A tem medida exterior finita, o Co-
rolario 1.4.9 nos garante que m*(U) — m*(A) < m*(U \ A), mas veremos
adiante que é possivel que a desigualdade estrita ocorra.

1.4.13. DEFINIGAO. Um subconjunto A C R™ é dito (Lebesgue) men-
surdvel se para todo € > 0, existe um aberto U C R"™ contendo A tal que
m*(U\ 4) <e.

1.4.14. OBSERVAQAO. Obviamente, todo aberto em R™ é mensurdvel;
de fato, se A C R"™ é aberto, podemos tomar U = A na Definicao 1.4.13,
para todo € > 0.

1.4.15. LEMA. A unido de uma cole¢cdo enumerdvel de subconjuntos men-
surdveis de R™ € mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos men-
suraveis de R". Dado € > 0 entao, para cada k > 1, podemos encontrar um
aberto Uy contendo Ay tal que m*(Uy \ Ag) < 57+ Tomando U = Urey Uk
entao U é aberto, U contém A = (J7—; A e

m*(U\ A) < m*( U(Uk\Ak)) <Y W UN\A) <Y =e O
k=1 k=1

ok —
k=1

1.4.16. LEMA. Todo subconjunto de R™ com medida exterior nula € men-
surdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja A C R™ com m*(A) = 0. Dado € > 0 entao,
pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C R™ contendo A tal que m*(U) < e.
Concluimos entao que:

m*(U\ A) < m*(U) < e O

1.4.17. NOoTAGAO. No que segue, d(z,y) denota a distancia Euclideana
entre os pontos x,y € R", i.e., d(x,y) = ||z — y||, onde ||z| denota a norma

1
Buclideana de um vetor x € R™, definida por |[z| = (YI., 2?)>. Dados
x € R™ e um subconjunto nao vazio A C R" denotamos por d(z,A) a

distancia entre x e A definida por:

d(z, A) = inf {d(z,y) : y € A},
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e dados subconjuntos nao vazios A,B C R" denotamos por d(4,B) a
distancia entre os conjuntos A e B definida por:

d(A,B) =inf {d(z,y) : x € A, y € B}.

1.4.18. LEMA. Dados subconjuntos Ay, Ay C R™ com d(A;1,As) > 0
entao m*(A1 U AQ) = m*(Al) + m*(Ag)

DEMONSTRAGAO. Em vista do Lema 1.4.5 é suficiente mostrar a desi-
gualdade:

m* (A1 U Ag) > m* (A1) + m*(Ay).

Para isso, seja A; U A C (Jg—; Br uma cobertura de A; U As por blocos
retangulares n-dimensionais By e vamos mostrar que:

o0
(1.4.4) m*(Ay) + m*(A) <) |Byl.

k=1
Como d(Aj1, Az) > 0, existe € > 0 tal que d(z,y) > ¢, para todos x € Ay,
y € Ag. Para cada k > 1 com |Bg| > 0, podemos escolher uma parti¢ao
P de B de modo que os sub-blocos de By determinados por P tenham
todos didmetro menor do que £. Seja P! (respectivamente, P2) o conjunto
dos sub-blocos de By determinados por Py que interceptam A; (respectiva-
mente, interceptam As). Um bloco de didmetro menor do que € nao pode
interceptar ambos os conjuntos A; e Ay e portanto Pk1 e Pk2 sao subconjuntos
disjuntos de Pj. Segue do Lema 1.3.3 que:

(1.4.5) D bl + > 6] < |Byl.

beP} beP?
Como Ay C Up2, Bk, temos que a colecao formada pelos blocos By com

|Bk| = 0 e pelos blocos pertencentes a P! para algum k com |By| > 0 consti-
tui uma cobertura enumerdvel de A; por blocos retangulares n-dimensionais;
logo:

(1.4.6) m*(A) < Y ) b

it
Similarmente:
(1.4.7) m*(Ag) < > ) el
B0 "<FE
Somando as desigualdades (1.4.6) e (1.4.7) e usando (1.4.5) obtemos (1.4.4),
o que completa a demonstracao. O
1.4.19. COROLARIO. Se K7, ..., K; sdo subconjuntos compactos dois a

dois disjuntos de R™ entdo m*( Ui, K;) = S mH(KG).
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DEMONSTRAGAO. O caso t = 2 segue do Lema 1.4.18, observando que
a distancia entre compactos disjuntos é positiva. O caso geral segue por
inducao. O

1.4.20. COROLARIO. Se By, ..., By sdo blocos retangulares n-dimensio-
nais com interiores dois a dois disjuntos entio m*(\J\_; B;) = >0 _, |B.|.

DEMONSTRAGAO. Dado ¢ > 0, podemos para cada r = 1,...,t en-
contrar um bloco retangular n-dimensional B]. contido no interior de B, e
satisfazendo |B..| > (1 — €)|B,| (note que no caso |B,| = 0 podemos tomar
Bl =0). Os blocos B],, r =1,...,t sdo subconjuntos compactos dois a dois
disjuntos de R™ e portanto o Corolario 1.4.19 nos dé:

m*(LtJBT) zm*(OB;) S ) =Y B2 (- Y IB
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que:

t t
m*( U BT) >3 |B,l.
r=1 r=1
A desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5. ([

1.4.21. COROLARIO. Se (B;),>1 € uma seqiiéncia de blocos retangulares
n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos entdo:

m*( U BT) =3 1B,
r=1 r=1

DEMONSTRAGAO. O Corolério 1.4.20 nos da:

w(UB) Zm*(OBT) ~ I
r=1 r=1 r=1

para todo t > 1. Fazendo t — oo obtemos:

o0 o
m (UB) =Y 1B
r=1 r=1

A desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5. ([

1.4.22. DEFINIGAO. Um cubo n-dimensional é um bloco retangular n-
dimensional nao vazio B = [[;_,[ai, b;] tal que:
by —a1=by—az =+ =by—ap;
o valor comum aos escalares b; — a; é chamado a aresta de B.
1.4.23. LEMA. Se U C R"™ € um aberto entdo existe um conjunto enu-
merdvel R de cubos n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos tal
que U = Jger B. Em particular, U ¢ igual a unido de uma colegdo enu-

merdvel de blocos retangulares n-dimensionais com interiores dois a dois
disjuntos.
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DEMONSTRAGAO. Para cada k > 1 seja Ry o conjunto de todos os

cubos n-dimensionais de aresta 2% e com vértices em pontos de R" cujas

1.

coordenadas sao multiplos inteiros de 5x;

mais precisamente:

Rk:{[%aaé—}c_l] X oo X [g—g,agjl] :al,...,anGZ}.

Cada Ry é portanto um conjunto enumeravel de cubos n-dimensionais. As
seguintes propriedades sao de facil verificagao:

(a) os cubos pertencentes a Ry, possuem interiores dois a dois disjuntos,
para todo k > 1;
(b) R" = Uper, B, para todo k > 1;
(c) dados k,l > 1 com k > [ entdao todo cubo pertencente a Ry estd
contido em algum cubo pertencente a Ry;

(d) todo cubo pertencente a Ry tem didmetro igual a %
Construiremos agora indutivamente uma seqiiéncia (R})r>1 onde cada R},
¢ um subconjunto de Ry. Seja R} o conjunto dos cubos B € R; tais que
B C U. Supondo R; construido para i = 1,...,k, seja R}, o conjunto
dos cubos B € Riy1 que estao contidos em U e que tem interior disjunto
do interior de todos os cubos pertencentes a Ule R.. Tome R = ;2 R}
Como cada Ry é enumeravel, segue que R é enumeravel. Afirmamos que
os cubos pertencentes a R possuem interiores dois a dois disjuntos. De
fato, sejam B, By € R cubos distintos, digamos By € R}, e By € R} com
k > 1. Se k > [ entao, por construgao, o interior de B é disjunto do interior
de qualquer cubo pertencente a Ui':f R.; em particular, o interior de By é
disjunto do interior de By. Se k = [, segue da propriedade (a) acima que os
cubos Bj e By possuem interiores disjuntos. Para terminar a demonstragao,
verifiquemos que U = [Jger B- Obviamente temos |Jger B C U. Seja
x € U. Como U é aberto, existe £k > 1 tal que a bola fechada de centro x

o

e raio ¥ estd contida em U. Em vista das propriedades (b) e (d) acima,
vemos que existe B € Ry com = € B e, além disso, B C U. Se B € R},
entdo x € B € R; caso contrério, existem [ < k e um cubo B; € R tal que
os interiores de B e Bj se interceptam. Em vista da propriedade (c), existe
um cubo By € R; contendo B. Dai By, By € R; e os interiores de By e By
se interceptam; a propriedade (a) implica entdo que B; = By e portanto
r € B C By = By € R. Em qualquer caso, mostramos que = € |Jgcr B, 0
que completa a demonstracao. O

1.4.24. LEMA. Todo subconjunto compacto de R"™ é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja K C R™ um subconjunto compacto e seja dado
e > 0. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U D K tal que m*(U) < m*(K)+e.
Vamos mostrar que m*(U\ K) < e. Pelo Lema 1.4.23, o aberto U\ K pode ser
escrito como uma uniao enumerdvel U\ K = (J7—; By de blocos retangulares
n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos. Para cada t > 1 os
conjuntos K e UZ:l By, sao compactos e disjuntos; os Corolarios 1.4.19 e
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1.4.20 implicam entao que:
t t t
m*(K) + Z |Bi| = m*(K) —|—m*( U Bk) = m*(KU U Bk> <m*(U).
k=1 k=1 k=1

Como K é limitado, a Observagao 1.4.2 nos diz que m*(K) < 400 e portanto
a desigualdade acima implica que:

> Bl < m*(U) - m*(K) <e.
k=1

Como t > 1 é arbitrario, concluimos que Y, |Bx| < ¢ e, finalmente, o
Corolério 1.4.21 nos dd m*(U \ K) < e. O

1.4.25. COROLARIO. Todo subconjunto fechado de R™ é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Se F' C R™ é fechado entdo F = |J;2, (FN[—k, k]") é
uma uniao enumeravel de compactos. A conclusao segue do Lema 1.4.15. [J

1.4.26. DEFINIGAO. Um subconjunto de R™ é dito de tipo G5 (ou, sim-
plesmente, um conjunto Gy) se pode ser escrito como uma interse¢ao de uma
colecao enumeravel de abertos de R™. Similarmente, um subconjunto de R"™
é dito de tipo F, (ou, simplesmente, um conjunto Fy) se pode ser escrito
como uma uniao de uma colecao enumeravel de fechados de R".

Obviamente o complementar de um conjunto de tipo G é de tipo F, (e
vice-versa).
1.4.27. COROLARIO. Todo subconjunto de R™ de tipo F, é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 1.4.25 e do Lema 1.4.15. U

1.4.28. LEMA. Se A C R" é mensurdvel entdo existe um subconjunto Z
de R™ de tipo Gs tal que AC Z em*(Z\ A) =0.

DEMONSTRAGAO. Para todo k > 1 existe um aberto U, C R™ contendo
A tal que m* (Ui, \ A) < 1. Daf o conjunto Z = (32, Uy é um G que contém
Ae: .
w(Z\ A) < w U\ A) <
para todo k > 1. Logo m*(Z \ A) = 0. O
1.4.29. COROLARIO. O complementar de um subconjunto mensurdvel de
R™ também € mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja A C R™ um subconjunto mensuravel. Pelo Le-
ma 1.4.28 existe um conjunto Z de tipo G contendo A tal que m*(Z\ A) = 0.
Dai Z¢ C A®e A°\ Z°¢ = Z \ A; logo:

AC=Z°U(Z\ A).
O conjunto Z¢ é de tipo F, e portanto mensurdvel, pelo Corolédrio 1.4.27. A
conclusao segue dos Lemas 1.4.15 e 1.4.16. U
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1.4.30. COROLARIO. Se A C R"™ é mensurdvel entdo para todo € > 0
existe um subconjunto fechado F C R™ contido em A tal que m*(A\ F) < ¢.

DEMONSTRAGAO. Pelo Coroldrio 1.4.29, A°® é mensurdvel e portanto
existe um aberto U C R™ contendo A¢ tal que m*(U \ A°) < e. Tomando
F = U° entao F é fechado e FF C A. Como A\ F = U \ A°, segue que
m*(A\ F) <e. O

1.4.31. COROLARIO. Se A C R"™ é mensurdvel entdo existe um subcon-
gunto W de R™ de tipo F, tal que W C A e m*(A\ W) = 0.

DEMONSTRACAO. Pelo Coroldrio 1.4.29, A¢ também ¢é mensurdvel e por-
tanto, pelo Lema 1.4.28 existe um subconjunto Z de R" de tipo G tal que
A C Zem*(Z\ A°) = 0. Tomando W = Z° entao W é de tipo F;, e
W C A. Como A\ W = Z\ A¢, segue que m*(A\ W) =0. O

1.4.32. DEFINIGAO. Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma digebra de
partes de X é um subconjunto nao vazio A C p(X) satisfazendo as seguintes
condigoes:

(a) se A € Aentao A € A,
(b) se A,B € Aentao AUB € A.

Uma o-dlgebra de partes de X é um subconjunto nao vazio A C p(X)
satisfazendo a condigao (a) acima e também a condigao:

(b’) se (Ag)k>1 ¢ uma seqiiéncia de elementos de A entao | Jp—; Ak € A.

Note que toda o-dlgebra de partes de X é também uma algebra de
partes de X. De fato, se A é uma o-dlgebra de partes de X ese A, B € A,
podemos tomar A; = A e A; = B para todo k > 2 na condigao (b’); dai
AUB =Jg, Ar € A

1.4.33. OBSERVAGAO. Se A é uma &lgebra (em particular, se A é uma
o-dlgebra) de partes de X entao X € A e ) € A. De fato, como A # 0,
existe algum elemento A € A. Dai A° € A e portanto X = AU A° € A;
além do mais, ) = X°¢ € A.

1.4.34. TEOREMA. A cole¢do de todos os subconjuntos mensurdveis de
R"™ é uma o-dlgebra de partes de R™ que contém todos os subconjuntos aber-
tos de R™ e todos os subconjuntos de R"™ com medida exterior nula.

DEMONSTRAGAO. Segue da Observacao 1.4.14, dos Lemas 1.4.15¢ 1.4.16
e do Corolario 1.4.29. U

1.4.35. DEFINIGAO. Se X é um conjunto arbitrério e se C C p(X) é uma
colecao arbitraria de partes de X entao a o-dlgebra de partes de X gerada
por C, denotada por o[C], é a menor o-algebra de partes de X que contém
C, i.e., 0[C] é uma o-algebra de partes de X tal que:

(1) € Co[C];
(2) se A é uma o-algebra de partes de X tal que C C A entao o[C] C \A.
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Dizemos também que C é um conjunto de geradores para a o-dlgebra o[C].
A o-dlgebra de partes de R™ gerada pela colecao de todos os subconjuntos
abertos de R™ é chamada a o-dlgebra de Borel de R™ e é denotada por
B(R™). Os elementos de B(R™) sdo chamados conjuntos Boreleanos de R".

No Exercicio 1.22 pedimos ao leitor para justificar o fato de que a o-
algebra gerada por uma colecdo C C p(X) estd de fato bem definida, ou
seja, existe uma tunica o-dlgebra o[C| satisfazendo as propriedades (1) e (2)
acima.

1.4.36. COROLARIO. Todo conjunto Boreleano de R™ é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 1.4.34, os conjuntos mensurdveis for-
mam uma o-algebra que contém os abertos de R™; portanto, deve conter
também a o-algebra de Borel. (I

1.4.37. LEMA. Se A é uma dlgebra de partes de um conjunto X e se
A, B € A entio ANB e A\ B pertencem a A. Além do mais, se A € uma
o-dlgebra de partes de X e se (Ap)k>1 € uma seqiiéncia de elementos de A
entao ey A € A.

DEMONSTRAGAO. Se A é uma &lgebra e A,B € A entao A°, B c Ae
portanto AN B = (A°U B°)° € A; além do mais, A\ B = AN B° € A.
Se A é uma o-dlgebra e (Aj)r>1 ¢ uma seqiiéncia de elementos de A entao
A§ € A para todo k > 1 e portanto (32, A = (Up; A5)° € A. O

1.4.38. COROLARIO. A intersecdo de uma colegio enumerdvel de subcon-
juntos mensurdveis de R"™ € mensurdvel e a diferenca de dois subconjuntos
mensurdveis de R™ € mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 1.4.34 e do Lema 1.4.37. (]

1.4.39. LEMA. Para todo A C R™ com m*(A) < +oo e para todo € > 0
existe um subconjunto limitado Ay C A tal que:

m*(A) — m*(Ag) < m*(A\ Ag) < e.

Além do mais, se A € mensurdvel, podemos escolher o conjunto Ag também
mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U C R"™ contendo
A tal que m*(U) < m*(A) + 1 < 4o00. O Lema 1.4.23 nos permite escrever
U = U;2, Bk, onde (By)r>1 ¢ uma seqiiéncia de blocos retangulares n-
dimensionais com interiores dois a dois disjuntos. O Corolario 1.4.21 nos
da:

Y 1Byl = m*(U) < +oo;
k=1

portanto a série > ;- ; | By| é convergente e existe ¢ > 1 tal que:

oo
Z ’Bk| <E.

k=t+1
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Seja Ag = AN (Uizl Bk). Temos que Ay C A e Ag é limitado. Note que se
A ¢é mensuravel entao Ay também é mensurdvel. Como A C |Jyo By, segue
que A\ Ag C UpZ, 1 By e portanto:

m*(4\ Ag) <" ( U By) < S Il <

k=t+1 k=t+1
A desigualdade m*(A) — m*(Ap) < m*(A4\ Ap) segue do Coroldrio 1.4.9. O

1.4.40. COROLARIO. Se A C R"™ é mensurdvel e m*(A) < +oo entdo
para todo € > 0 existe um subconjunto compacto K C R™ contido em A tal
que:

m*(4) — m*(K) < m*(A\ K) < ¢

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.39, existe um subconjunto limitado
mensuravel A9 C A tal que m*(A\ Ap) < § e pelo Corolario 1.4.30 existe
um subconjunto fechado K C R" contido em Ag tal que m*(Ag \ K) < 5.
Obviamente K C A e K é compacto. Como A\ K = (A\ Ap) U (4p \ K),
obtemos:

m*(A\K) <m™(A\ Ag) + m™ (4o \ K) <e.

A desigualdade m*(A4) — m*(K) < m*(A\ K) segue do Coroldrio 1.4.9. O

1.4.41. PROPOSIGAO. Se Ay, ..., A; sdo subconjuntos mensurdveis dois
a dois disjuntos de R™ entao:

(1.4.8) m*( O A,,) - zt:m*(Ar).
r=1

r=1

Além do mais, se (Ay)r>1 € uma seqiéncia de subconjuntos mensurdveis
dotis a dois disjuntos de R™ entdo:

(1.4.9) m*( [j AT> = im*(Ar)
r=1 r=1

DEMONSTRAGAO. Comecemos provando (1.4.8). Se m*(A,) = +oo para
algum r = 1,...,t entao também m*(Uf:1 AT) = 400 e portanto nao ha
nada a mostrar. Se m*(A,) < 400 para todo r = 1,...,t entdo para todo
€ > 0 o Corolario 1.4.40 nos d4 um subconjunto compacto K, de A, tal que
m*(A,) —m*(K,) < . Usando o Coroldrio 1.4.19 obtemos:

m*(rtUlAOzm*(TQKT) zm Z

w\m

= (X w(an) -=

r=1
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Como € > 0 é arbitrario, concluimos que:

w(Ua) =Y.
r=1 r=1

O Lema 1.4.5 nos dé a desigualdade oposta, provando (1.4.8). Passemos
entao a prova de (1.4.9). A identidade (1.4.8) nos da:

w [’j an) 2w (1 4) = w4,

para todo t > 1. Fazendo ¢t — oo concluimos que:

w(Ua) = S ma)
r=1 r=1

Novamente a desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5, o que prova (1.4.9).
O

1.4.42. DEFINICAO. Sejam X um conjunto e A uma o-algebra de partes
de X. O par (X, A) é chamado um espago mensurdvel; uma medida no
espago mensuravel (X, A) é uma funcao p : A — [0, +00] tal que u(d) =0
e tal que, se (Ay)k>1 é uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de
A entao:

(1.4.10) u( U Ak) =3 u(Ay).
k=1 k=1

Os elementos da o-algebra A sdo ditos subconjuntos mensurdveis de X. A
trinca (X, A, u) é chamada um espago de medida .

Se (X, A, 1) é um espaco de medida e se Ay, ..., A; é uma colecao finita
de elementos dois a dois disjuntos de A entao ,u,( U};:l Ak) = Zzzl w(Ag).
De fato, basta tomar Ay = () para k > ¢ e usar (1.4.10).

1.4.43. NOTAGAO. Denotaremos por M(R"™) a o-algebra de todos os
subconjuntos Lebesgue mensurdveis de R™ e por m : M(R") — [0,4+oc] a
restricao & M(R"™) da fungao m* : p(R"™) — [0,400] que associa a cada
parte de R™ sua medida exterior de Lebesgue.

1.4.44. DEFINIGAO. Se A C R"™ é um subconjunto mensurdvel entao o
escalar m(A) € [0, +o0] é chamado a medida de Lebesgue de A.

Note que m(A) = m*(A) para todo A € M(R"), i.e., a medida de
Lebesgue de um conjunto mensuravel simplesmente coincide com sua medida
exterior de Lebesgue; apenas nos permitimos remover o adjetivo “exterior”
quando lidamos com conjuntos mensuraveis.

Provamos o seguinte:

1.4.45. TEOREMA. A trinca (R™, M(R™), m) € um espago de medida.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 1.4.34 e da Proposicao 1.4.41. O
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1.4.46. LEMA. Seja (X, A, 1) um espago de medida e sejam Ai, As € A
com Ay C Ay. Entao p(Aq) < pu(Asg); além do mais, se u(Ay) < 400 entao:

(A2 \ A1) = p(Az2) — p(Ar).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que Ay = A; U (A2 \ A1) é uma uniao
disjunta de elementos de A e portanto pu(As) = (A1) + p(Az \ Ar). O

1.4.47. NOTAGAO. Se (Ag)r>1 ¢ uma seqliéncia de conjuntos entao a
notacao Ap A indica que Ay C Ag4q para todo k > 1 (i.e., a seqiiéncia
(Ag)k>1 € crescente) e que A = (J,—; Ar. Analogamente, escreveremos
Ar \( A para indicar que Ay D Agyq1 para todo k > 1 (i.e., a seqiiéncia
(Ag)k>1 € decrescente) e que A = (\p2; Ag.

1.4.48. LEMA. Seja (X, A, pu) um espaco de medida e seja (Ag)r>1 uma
seqliéncia de elementos de A. Temos:

(a) se Ax 7 A entdo p(A) = limg 0 p(Ax);
(b) se A (A e se u(A1) < oo entdo u(A) = limg_yo0 1(Ag)-

DEMONSTRAGAO. Provemos inicialmente o item (a). Defina Ay = ) e
By, = Ay \ Ag_1, para todo k > 1; evidentemente By, € A, para todo k > 1.
E f4cil ver que os conjuntos By sao dois a dois disjuntos e que:

A:EOJBk, AT:OBIW
k=1 k=1

para todo r > 1; logo:
o
;u By) = lim Zu By) = lim p(A,).

Passemos & prova do item (b). Se u(Al) < 400 entao pu(Ag) < +oo para
todo k > 1. Como (A; \ Ag)r>1 é uma seqiiéncia de elementos de A e
(A1 \ Ag) /(A1 \ A), segue do item (a) que:

lim Ay \ Ag) = p(Ar\ A).
k—o0
Usando o Lema 1.4.46 obtemos:
Jim (A1) = p(Ax)) = p(Ar) — p(A).
Como u(A;) < 400, a conclusao segue. (]
1.4.49. DEFINIGAO. Um envelope mensurdvel de um subconjunto A de
R"™ é um subconjunto mensuravel E de R” tal que A C E e m*(A4) = m(E).
1.4.50. LEMA. Para todo A C R" existe um subconjunto E de R™ de
tipo Gs contendo A tal que m*(A) = m(E).

DEMONSTRAGAO. Para cada k > 1 o Lema 1.4.12 nos d4 um aberto
Uk, contendo A tal que m(Uy) < m*(4) + 1. Dal E = (72, Uy é um G
contendo A e:

w*(4) < m(E) < m(U)) < w(4) + 1,
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para todo k£ > 1. A conclusao segue. ([

1.4.51. COROLARIO. Todo subconjunto de R™ admite um envelope men-
surdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que todo G5 é mensurével (vide Co-

rolario 1.4.38). O
1.4.52. LEMA. Sejam A1, ..., A; subconjuntos de R™ e suponha que
existam subconjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos E1, ..., Ey de R™

de modo que Ay, C Ei, para k =1,...,t. Entdo:
t t
w () = Xm o
k=1 k=1

Além do mais, se (Ag)r>1 € uma seqiéncia de subconjuntos de R™ tal que
existe uma seqiéncia (Ey)k>1 de subconjuntos mensurdveis de R™ dois a
dois disjuntos de modo que Ax C Ejy para todo k > 1 entdo:

m*( G Ak> - im*(Ak).
k=1 k=1

DEMONSTRACAO. Tomando A, = Ej = () para k > t, podemos consi-
derar apenas o caso de uma seqiiéncia infinita de subconjuntos de R". Seja
E um envelope mensurédvel do conjunto |J;-; Ax. Dai, para todo k > 1, o
conjunto E; = E N Ej é mensuravel e A, C E;. Como os conjuntos Ej sao
dois a dois disjuntos e (J;o; E}, C E, temos:

(UAk) >m(UEk> szk zi

A desigualdade m*(Jp; Ak) < D50, m*(Ag) segue do Lema 1.4.5. O

1.4.53. PROPOSIGAO (Carathéodory). Um subconjunto E C R™ é men-
surdvel se e somente se para todo A C R™ wvale:

(1.4.11) m*(A) = m* (AN E) +m*(A N E°).

DEMONSTRAGAO. Se E é mensurdvel entao A = (ANE)U(ANE®), onde
ANE e AN E° estao respectivamente contidos nos conjuntos mensuraveis
disjuntos E e E°. A identidade (1.4.11) segue portanto do Lema 1.4.52.
Reciprocamente, suponha que a identidade (1.4.11) vale para todo A C R™.
Para cada k > 1 seja By, = EN[—k,k|" e seja Z; um envelope mensuravel
para Fj. A identidade (1.4.11) com A = Zj nos da:

m*(Ey) = m(Zg) = m*(Zp N E) +m*(Z, N E°).
Como Z, N E D Ej vemos que:
m*(Ey) > m*(Eg) + m*(Z; N E°) > m*(Ey);
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como Ej é limitado, temos que m*(Ey) < +oo (vide Observagao 1.4.2) e
portanto m*(Z; N E°) = 0. Em particular, pelo Lema 1.4.16, Z; N E° é
mensuravel. Tomando Z = Uk21 Zy, vemos que E C Z, Z é mensuravel e:

Z\E=ZnE" = |J(ZnE°).
k>1

Dai Z\ E é mensurével e portanto £ = Z\ (Z\ E) também é mensuravel. [J

1.4.54. OBSERVACAO. Na verdade, a demonstracao apresentada para a
Proposicao 1.4.53 mostra algo mais forte: se a identidade (1.4.11) vale para
todo conjunto mensuravel A C R™ entdo E é mensurdvel. Em vista do Le-
ma 1.4.50, todo subconjunto de R"™ admite um envelope mensuravel de tipo
G5 e portanto a demonstragao que apresentamos para a Proposi¢ao 1.4.53
mostra até mesmo o seguinte: se a identidade (1.4.11) vale para todo sub-
conjunto A de R™ de tipo G5 entao F é mensuravel.

1.4.55. LEMA. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos (nao neces-
sariamente mensurdveis) de R™ tal que A /' A. Entao:

m*(4) = lim m*(Ay).

DEMONSTRAGAO. Temos que a seqiiéncia (m*(Ak))k>1 é crescente e li-
mitada superiormente por m*(A), donde o limite limy_,o, m*(Az) existe (em
[0,4+00]) e é menor ou igual a m*(A). Para provar que m*(A) é menor ou
igual a limy_,o, m*(Ag), escolha um envelope mensuravel Ej, para Ay, e defina
Fi, =(\,>x Er, para todo k > 1. Daf cada F}, é mensuravel e A, C Fj, C Ej,
donde também Fj, é um envelope mensuravel de A;. Além do mais, temos
F, /1 F, onde F' é um conjunto mensurdvel que contém A. A conclusio

segue agora do Lema 1.4.48 observando que:
m*(A) <m(F) = lim m(F;) = lim m*(Ag). O
k—o0 k—o0

1.4.1. Medida interior. O conceito de medida interior é ttil para
entender melhor o fendmeno da nao mensurabilidade de um subconjunto de
R™.

1.4.56. DEFINIGAO. Seja A um subconjunto de R™. A medida interior
de Lebesque de A é definida por:

m,(A) =sup {m(K) : K C A, K compacto} € [0, +0o0].

1.4.57. LEMA. Se A C R™ é mensurdvel entao m,(A) = m*(A). Recipro-
camente, dado A C R"™ com m,(A) = m*(A) < 400 entdo A € mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Suponha que A é mensurdvel e mostremos que as
medidas interior e exterior de A coincidem. Em primeiro lugar, se A tem
medida exterior finita isso segue diretamente do Corolario 1.4.40. Suponha
entdo que m*(A) = +oo. Pelo Corolario 1.4.30, existe um subconjunto
fechado F' C R™ contido em A tal que m*(A\ F') < 1. Daf:

m*(A) =m* (FU(A\ F)) <m*(F) + m*(A\ F) < m*(F) + 1,
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e portanto m*(F') = +o0. Para cada r > 1, seja K, = FN[—r,r|". Dal cada
K, é compacto e K, /' F; o Lema 1.4.48 nos dé:

lim m(K,) =m(F) = 4oc.
r—00

Logo m4(A) > sup,>; m(K,) = +0o = m*(A). Suponha agora que as me-
didas interior e exterior de A sao iguais e finitas e mostremos que A é
mensuravel. Seja dado € > 0. Temos que existe um subconjunto compacto

K C A tal que:

m(K) > m,(A) — g = m*(A) - %

Pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C R™ contendo A tal que:

m(U) <m*(A) + %

Portanto:
m*(U\A) <m(U\ K)=m({U) —m(K)
= (mU) —m*(4)) + (m*(4) - m(K)) <e.
A conclusao segue. O
1.4.58. COROLARIO. Se A C R™ € mensurdvel entdo:
m(A) =sup {m(K): K C A, K compacto}. O

1.4.59. COROLARIO. Dados A C R™ e E um subconjunto mensurdvel de
A entao m(E) < my(A).

DEMONSTRAGAO. O Lema 1.4.57 nos d4 m(E) = m,(E). Como E C A,
segue do resultado do Exercicio 1.29 que m,(E) < m,(A). O

1.4.60. LEMA. Dados A1, A C R™ entdo vale a desigualdade:
my (A U Ag) <m*(A;) + my(A2);
se Ay N Ay =0 entdo vale também a desigualdade:
m (A1) + m,(4s) <m*(A; U Ag).

DEMONSTRAGAO. Pelo resultado do Exercicio 1.31, existe W C R"™ de
tipo F,; tal que W C A3 U Az e m(W) = m,(A; U Ag). Seja Z um envelope
mensuravel de A;. Temos W C (W \ Z) U Z e portanto:

m, (A UAg) =m(W) <m(Z)+m(W\ Z) <m*(A4;) + m,(A4z),

onde usamos o Coroldrio 1.4.59 e o fato que W'\ Z é um subconjunto men-
surdvel de As. Suponha agora que A; N As = (). Seja E um envelope men-
surdvel de AjUA3 e seja F' C R™ de tipo Fy, tal que F' C Ay e m(F') = m,(A2)
(Exercicio 1.31). Como A; N A = (), temos Ay C E \ F e portanto:

m* (A UA) =m(E)=m(E\ F)+m(F) > m"(A;) + m.(A42). O
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1.4.61. COROLARIO. Seja E C R"™ um subconjunto mensurdvel e sejam
Ay, Ay tais que E = A1 U Ay e A1 N Ay = 0. Entao:

m(E) = m*(A;) + m.(As).
DEMONSTRAGAO. O Lema 1.4.60 nos da:

1.5. Conjuntos de Cantor

Seja I = [a,b], a < b, um intervalo fechado e limitado de comprimento
positivo. Dado um escalar a > 0, & < b — a = |I|, consideramos o intervalo
aberto J de comprimento o que possui o mesmo centro que I; denotamos
entao por A(I, a;0) e (I, a; 1) os dois intervalos remanescentes apds remover
J de I. Mais precisamente, sejam ¢ = 2(a+b—a) ed = 3(a+b+ ), de
modo que J = ]¢, d[; definimos:

(1.5.1) I, 050) = [a,c], MNI,a;1)=]1d,b].

Note que a < ¢ < d < b, de modo que \(I, ; 0) e A(I, a; 1) sao dois intervalos
fechados e limitados disjuntos de comprimento positivo contidos em I; mais
especificamente:

IA(T,050)| = [A(I,a51)] = % (1] - a).

Dados um intervalo fechado e limitado I de comprimento positivo, um inteiro
n > 1, escalares positivos a, ..., ay com > o < [I| eer,... e, € {0,1},
vamos definir um intervalo limitado e fechado )\(I () q; (ei)?zl) tal que:

152 M 0 )| = (11~ Ya) >0

i=1
A definicao sera feita recursivamente. Para n = 1, a definicdo j4 foi dada em
(1.5.1). Dados um intervalo fechado e limitado I de comprimento positivo,

escalares positivos aq, ..., ape1 com Z?:ll a; < |I|ee€ry...,enp1 € {0,1},
definimos:
On+1
AT ()i (a)idy) = A(/\(L ()is (€)in), =55 €n+1>~

Assumindo (1.5.2), ¢ fécil ver que A(Z, ()t ()4 estd bem definido e
que:
1 n+1
1 1
AL () ()| = g (1= D) > 0.
i=1
Segue entao por inducao que temos uma familia de intervalos fechados e
limitados A(Z, (c;)_y; (€)-) satisfazendo (1.5.2).
Fixemos entdao um intervalo fechado e limitado I de comprimento positi-
vo e uma seqiiéncia («;);>1 de escalares positivos tal que Y ;2 oy < |I|. Note




1.5. CONJUNTOS DE CANTOR 27

que >, a; < |I|, para todo n > 1. Para simplificar a notagao, escrevemos:

I(ﬁ) = 1(617 LR En) = )‘(L (O‘i)?:ls (ﬁi)?:1)7
para todo n > 1 e todo € = (e1,...,¢,) € {0,1}". Dada uma seqiiéncia
(€i)i>1 em {0, 1} obtemos uma seqiiéncia decrescente de intervalos fechados
e limitados:

(1.5.3) I>I(e1) DI(er,e2) DD I(€1,...,€) D>

Afirmamos que, para todo n > 1, os intervalos I(¢), € € {0,1}", sao dois
a dois disjuntos. De fato, sejam dados ¢, € {0,1}", com € # €. Seja
ke {1,...,n} o menor indice tal que €, # €. Temos I(e) C I(e1,...,¢€k),
I(¢) CI(€,....€e), J=1(e1,...,e4—1) =I(€,...,€,_1) €

g Qg

I(er,...,e) = A(J’F;ek)’ I(é,...,¢e,) = )\(J’F;e;“)'

Como €, # €}, os intervalos )\(J, 22‘—’21;6;9) e )\( ,%;e;ﬂ) sao disjuntos e
portanto também I(e) NI(e') = (. Para cada n > 1 definimos:

K.= |J I(e).

ce{0,1}n

Note que cada K, é uma uniao disjunta de 2" intervalos fechados e limitados
de comprimento 2%(\[ | —=>0 ai). Em particular, cada K, é compacto e
sua medida de Lebesgue é dada por:

(1.5.4) m(K,) = 1] =) .
=1

1.5.1. DEFINIGAO. O conjunto K = (2, K,, é chamado o conjunto de
Cantor determinado pelo intervalo fechado e limitado I e pela seqiiéncia
(a)i>1 de escalares positivos com Y .2, a; < |I].

Para cada seqiiéncia (¢;);>1 em {0, 1} temos que (1.5.3) é uma seqiiéncia
decrescente de intervalos fechados e limitados cujos comprimentos tendem
a zero; de fato:

n

1 1
(1.5.5) I(er, ..., €0)] :<I]—z;ai> < oo Il ——0.
1=
Pelo principio dos intervalos encaixantes, existe exatamente um ponto per-
tencente a intersegao de todos os intervalos em (1.5.3). Definimos entao uma

aplicagao:

¢:{0,13° = [[{0,1} 3 e = (&1)iz1 — ¢(e) € K,
i=1
de modo que:

o)

(1.5.6) I(er, . 6n) = {@(6) ],

n=1
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para todo € = (¢;)i>1 € {0, 1}*°.
As principais propriedades do conjunto K podem ser sumarizadas no
seguinte:

1.5.2. TEOREMA. Seja I um intervalo fechado e limitado de comprimen-
to positivo e seja (a;)i>1 uma seqiiéncia de escalares positivos tal que:

o0
> i <),
=1

Seja K o conjunto de Cantor determinado por I e por (a;)i>1. Entdo:

(a) K € um subconjunto compacto de I;

(b) a medida de Lebesgue de K é m(K) = |I| — > "2, ay;

(¢) K tem interior vazio;

(d) K tem a mesma cardinalidade que a reta R (e € portanto nao enu-
merdvel);

(e) K nao tem pontos isolados.

DEMONSTRAGAO.

e Prova de (a).
Basta observar que K é uma intersecao de subconjuntos compactos
de I.

e Prova de (b).
Segue de (1.5.4) e do Lema 1.4.48, observando que K, \, K.

e Prova de (c).

Um intervalo contido em K, deve estar contido em algum dos in-
tervalos I(e), e € {0,1}", e portanto deve ter comprimento menor ou
igual a 3 (|I| — Y-, ;). Segue de (1.5.5) que nenhum intervalo de
comprimento positivo pode estar contido em K, para todon > 1. Logo
K =2, K, nao pode conter um intervalo aberto nao vazio.

e Prova de (d).
E facil ver que a funcao ¢ definida em (1.5.6) é bijetora. A conclusao

segue do fato bem conhecido que {0,1}*° tem a mesma cardinalidade
de R.

e Prova de (e).
Seja z € K. Como ¢ ¢ bijetora, existe € € {0,1}* tal que x = ¢(¢).

Escolhendo € € {0,1}*° com € # e e (€},...,€,) = (e1,...,€,) entao
#(€') é um ponto de K distinto de z. Além do mais, ¢(¢') e z ambos
pertencem ao intervalo I(eyp,...,€,) e portanto:

n

, 1 1
2= 6()] < [Ters- el = 3 (1= D) < 5 121

i=1
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Concluimos que toda vizinhanca de z contém um ponto de K distinto
de x, i.e., x é um ponto de acumulacao de K. O

1.5.3. EXEMPLO. Escolhendo os escalares a; com Y oo, a; = |I| entéo
o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um exemplo de um
subconjunto nao enumerdvel de R (com a mesma cardinalidade de R) e com
medida de Lebesgue zero.

1.5.4. EXEMPLO. Escolhendo os escalares a; com y .o, a; < |I| entao
o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um exemplo de um
subconjunto compacto de R com interior vazio e medida de Lebesgue po-
sitiva. Na verdade, para todo € > 0 podemos escolher os escalares «; com
Y2 a; < e edaf o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um

exemplo de um subconjunto compacto do intervalo I com interior vazio e
m(K) > |I]| —e.

1.6. Conjuntos nao Mensuraveis
Uma forma de construir um exemplo de um subconjunto nao mensuravel
de R™ é repetir os passos da demonstracao da Proposicao 1.2.3.
1.6.1. ExEMPLO. Considere a relagao bindria ~ no bloco [0, 1] definida
por:
x~y<—z—yecq”,
para todos z,y € [0,1]". E facil ver que ~ é uma relacio de equivaléncia
em [0,1]". Seja A um conjunto escolha para ~. Como na demonstracao
da Proposicao 1.2.3, vemos que os conjuntos (A + ¢)scqr sao dois a dois
disjuntos e que:
0.1"c | A+q) cl-1,2"
qeQrn[—1,1]n
Usando o Lema 1.4.10 e o resultado do Exercicio 1.10, vemos que a mensu-
rabilidade de A implicaria em:

0<1=m([0,1]") < > m(4) <m([-1,2]") =3" < +o0,
qEQnﬂ[—l,l]"
ja que Q" N [—1,1]" é enumerdvel. Obtemos entdo uma contradi¢do, o que

mostra que A é um subconjunto nao mensuravel do bloco [0, 1]™.

No que segue, investigaremos mais a fundo o fendmeno da nao men-
surabilidade, produzindo alguns exemplos mais radicais de conjuntos nao
mensuraveis. Comegamos com alguns lemas.

1.6.2. LEMA. Seja U C R™ um aberto. Entdo, dado € > 0, existe § > 0
tal que para todo x € R™ com ||z|| < 0, temos:

(1.6.1) m(UU U +2)) <m(U) +e.
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DEMONSTRAGAO. A desigualdade (1.6.1) é trivial para m(U) = +oo, de
modo que podemos supor que m(U) < +oo. Para cada k > 1, consideramos
o conjunto Uy definido por:

Uk:{xE]R”' d(x,U°) k}

Como U é aberto, temos que d(z,U®) > 0 se e somente se z € U, isso
implica que U = (Jp—; Uy e portanto Uy , U. A continuidade da funcao
x +— d(z,U°) implica que cada Uy é aberto e portanto mensuravel. Pelo
Lema 1.4.48, temos m(U) = limy_,o m(Uy) e portanto existe k > 1 tal que:

m(Ug) > m(U) — e.

Tome § = 1 e seja v € R™ com |lz|| < . Para todo y € Uy, temos
d(y,y — z) = ||z]| < e portanto y — z € U, i.e., y € U + z. Segue entdo
que U C U N (U + z) e portanto:

m(UN U +z)) >mU) —e.
A conclusao é obtida agora do cédlculo abaixo:
m(UUU +2)) =mU)+mU +z) —m(Un U +x))
=2m(U) —m(UNU +2)) <m(U) +e,
onde usamos o Lema 1.4.10 e o resultado do Exercicio 1.18. O

1.6.3. DEFINIGAO. Se A é um subconjunto de R"™, entdo o conjunto das
diferencas de A é definido por:
:{x—y:x,yeA}.

1.6.4. LEMA. Se A C R™ € um conjunto mensurdvel com medida de
Lebesgue positiva entdo A~ contém uma vizinhanca da origem.

DEMONSTRAGAO. Se m(A) = 400 entao A contém um conjunto men-
surdvel Ap tal que 0 < m(A4p) < 4oo (isso segue, por exemplo, do Co-
rolario 1.4.58). Como Ay C A~, podemos considerar apenas o caso em que
m(A) < 4+o00. Pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C R" contendo A tal
que m(U) < 2m(A). Seja e > 0 tal que m(U)+¢ < 2m(A). Pelo Lema 1.6.2,
existe § > 0 tal que m(U U (U + z)) < m(U) + ¢, para todo z € R" com
|z|| < 0. Afirmamos que A~ contém a bola aberta de centro na origem e
raio 0. Senao, existiria x € R"™ com ||z|]| < dex ¢ A™; dai A e A+ z seriam
conjuntos mensuraveis disjuntos (veja Exercicio 1.10) e portanto, usando o
Lema 1.4.10, concluirfamos que:

2am(A) = m(A) + m(A+2) =m(AU(A+z)) <m(U U (U +2))
<m(U) +¢e < 2m(4),

e obterfamos portanto uma contradicao. [l

1.6.5. COROLARIO. Seja A um subconjunto de R™. Se A~ ndo contém
uma vizinhanga da origem entdo m,(A) = 0.
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DEMONSTRAGAO. Dado um compacto K C A entdao K ¢é mensuravel e

K™ nao contém uma vizinhanca da origem. Segue entao do Lema 1.6.4 que
m(K) = 0. O

Para construir exemplos de conjuntos nao mensuraveis, vamos aplicar
algumas técnicas da teoria de colorimento de grafos.

1.6.6. DEFINIGAO. Um grafo é um par ordenado G = (V,€), onde V é
um conjunto arbitrario e £ é uma relagao binaria anti-reflexiva e simétrica
em V; mais precisamente, £ é um subconjunto de V' x V tal que:

o (r,z) ¢ €&, para todo z € V;
e (z,y) € £ implica (y,x) € &, para todos z,y € V.

Os elementos de V sdao chamados os wvértices do grafo G. Dados vértices
x,y € V com (z,y) € £ entdo dizemos que = e y sdo vértices adjacentes no
grafo G.

Se V' é um subconjunto de V entdao & = €N (V' x V') é um relagao
bindria anti-reflexiva e simétrica em V', de modo que G’ = (V',&’) é um
grafo. Dizemos que G’ = (V',&’) é o subgrafo cheio de G determinado pelo
conjunto de vértices V.

1.6.7. DEFINIGAO. Seja G = (V, &) um grafo. Um colorimento para G é
uma fungao f definida em V tal que f(x) # f(y), para todo (z,y) € €. Para
cada z € V, dizemos que f(x) é a cor do vértice x. Se k é um inteiro positivo
entao um k-colorimento de G é um colorimento f : V — {0,1,...,k—1} de
G. Quando G admite um k-colorimento dizemos que G € k-colorivel.

1.6.8. DEFINIGAO. Seja G = (V,€) um grafo. Um caminho em G é uma
seqiiéncia finita (z;)!_,, p > 0, de vértices de G tal que (z;,z;41) € € para
todoi =0,...,p—1; dizemos também que (z;)t_, é um caminho comegando
em g e terminando em z,. O caminho (z;)?_, é dito de comprimento p. Por
convencao, uma seqiiéncia unitaria formada por um unico vértice xg € V é
um caminho de comprimento zero comegando em g e terminando em xg.
Quando existe um caminho em G comecando em z e terminando em ¥y para
todos z,y € V, dizemos que G é um grafo conero. Um circuito em G é um
caminho (z;)!_, em G tal que z¢ = ).

E facil ver que a relagao bindria ~ em V definida por:
T ~ Yy <> existe um caminho em G comecando em x e terminando em y,

é uma relagao de equivaléncia em V. Seja Vy C V uma classe de equivaléncia
determinada por ~. Verifica-se facilmente que o subgrafo cheio Gy de G
determinado por Vj é conexo; dizemos que Gg é uma componente conexa do
grafo G.

1.6.9. LEMA. Um grafo G = (V, &) ¢é 2-colorivel se e somente se nao
possui circuitos de comprimento impar.
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DEMONSTRAGAO. Assuma que o grafo G é 2-colorivel, i.e., existe um
2-colorimento f : V' — {0,1} de G. Seja (z;)?_, um circuito de G. Mos-
tremos que p é par. Para fixar as idéias, assuma que f(zg) = 0. Como os
vértices xy e x1 sdo adjacentes, temos f(z1) # f(xo) e portanto f(x1) = 1.
Similarmente, vemos que f(x2) = 0 e, mais geralmente, f(x;) = 0 para i par
e f(z;) = 1 para i fmpar. Como f(x,) = f(zo) = 0, concluimos que p deve
ser par. Reciprocamente, assuma agora que o grafo G nao possui circuito
de comprimento fmpar e mostremos que G é 2-colorivel. E f4cil ver que:

e nenhuma componente conexa de G possui um circuito de compri-
mento impar;
e se cada componente conexa de GG é 2-colorivel entdao G é 2-colorivel.

Podemos entao supor que G é conexo. Dados vértices z,y € V de G entao
os comprimentos de dois caminhos em G comecando em x e terminando em
y tém a mesma paridade. De fato, se (2;)}_, e (2})]_, sdo caminhos em G
comecando em z e terminando em y entao:

/ / /

T =120, T1y -y Tp =Y =Ty, Tq_q, ---, Top=1T,

é um circuito em G de comprimento p + q. Logo p + ¢ é par e portanto
p e q possuem a mesma paridade. Fixamos agora um vértice zg € V e
definimos f : V' — {0,1} fazendo f(x) = 0 se todo caminho comegando em
xo e terminando em x tem comprimento par e f(z) = 1 se todo caminho
comecando em zg e terminando em x tem comprimento impar. E facil ver
que f é um 2-colorimento para G. (]

1.6.10. DEFINIGAO. Seja S um subconjunto de R™ que nao contém a
origem. O grafo de Cayley associado ao par (R",.S), denotado por G(R", S),
é o grafo (V,&) tal que V =R" e:

E={(z,y) eR"xR":z—yeSouy—xzeS}

1.6.11. LEMA. Seja S um subconjunto de R™ que nao contém a origem.
O grafo de Cayley G(R™, S) é 2-colorivel se e somente se S possui a sequinte
propriedade:

() dados si,...,s, € S eny,...,ng € Z com Zlenisi = 0 entao
Zle n; € par.

DEMONSTRAGAO. Em vista do Lema 1.6.9, basta mostrar que G(RR", S)
nao possui circuito de comprimento impar se e somente se .S possui a proprie-
dade (). Assuma que S possui a propriedade (*) e que (x;)}_, é um circuito
de G(R"™,S). Mostremos que p é par. Para cada i =0,...,p — 1 temos que
Ti+1 — T4 S S ou Ti — Ti+1 S S; podemos entao escrever Tit+1 — Ly = NSy,
com n; € {£1} e s; € S. Dai:

p—1

p—1
E n;s; = E (wi+1—xi) pr—l'o:()
=0

=0
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-1, —1 . —1
e logo Y ¥~ n; é par. Mas > 2" |n;| tem a mesma paridade que Y 7 n; e

-1 , . -
portanto Y 7~ |n;| = p é par. Reciprocamente, suponha que G(R", S) nao
possui circuito de comprimento impar e mostremos que S possui a proprie-

dade (x). Sejam sy,...,s, € Seny,...,n, € Z com Zle n;s; = 0. Escreva

si=s;sen; >0e s, =—s; sen; <0, de modo que n;s; = |n;|s; e s; € S ou
/ . k o S

—s; € S, para todoi=1,...,k. Temos que ) 7 ; |n;|s; = 0, ou seja:

(1.6.2) s1+ 81+ +si+sp+sh+ -+ s+ +sp + 53+ -+ 5, =0.

TV
[n1] termos [n2| termos [ng| termos

Sejam p = Zle Inil, o = 0 e, para j = 1,2,...,p, seja x; a soma dos
primeiros j termos da soma que aparece do lado esquerdo da identidade
(1.6.2). Temos que (v;)}_y é um circuito em G(R",S) de comprimento p
e portanto p é par. Finalmente, como Zle In;| e Zle n; tém a mesma
paridade, segue que Ele n; é par. [l

1.6.12. LEMA. Seja S C R™\ {0} e suponha que exista um 2-colorimento
f:R™ = {0,1} do grafo de Cayley G(R™,S). Se a origem é um ponto de
acumulacio de S entdo os conjuntos A = f~1(0) e B = f~1(1) possuem
medida interior nula.

DEMONSTRAGAO. Dados z,y € A entdo f(x) = f(y) = 0 e portanto os
vértices x e y nao podem ser adjacentes no grafo G(R™, S). Em particular,
x—1y &S, 0 que mostra que o conjunto das diferengas A~ é disjunto de S.
Como a origem é um ponto de acumulacao de S, segue que A~ nao pode
conter uma vizinhanca da origem e portanto, pelo Coroldrio 1.6.5, A tem
medida interior nula. Analogamente, vemos que B~ NS = () e portanto
m,(B) =0. O

1.6.13. EXEMPLO. Em vista dos Lemas 1.6.11 e 1.6.12, se exibirmos um
subconjunto S C R™\ {0} com a propriedade () e que possui a origem como
ponto de acumulagao entdo obteremos uma particao R™ = AU B de R" tal
que my(A) = m,(B) = 0. Por exemplo, é facil mostrar que o conjunto:

S ={L :m inteiro fmpar} C R\ {0}

tem a propriedade (x) e obviamente a origem é ponto de acumulucao de S.
Em R", podemos considerar o conjunto S™ (ou até mesmo S x {0}"~1), que
também tem a propriedade (*) e a origem como ponto de acumulacao.

1.6.14. EXEMPLO. Sejam A, B C R"™ conjuntos disjuntos de medida
interior nula tais que R” = AU B (vide Exemplo 1.6.13). Definindo:

A'=An0,1", B =Bnlo,1",

obtemos uma parti¢ao [0,1]" = A’ U B’ do bloco [0,1]™ em conjuntos A’, B’
de medida interior nula. Usando o Corolario 1.4.61 vemos que:

1=m([0,1]") = m*(A) + m,(B') = m*(4)
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e portanto m*(A4’) = 1. Similarmente, vemos que m*(B’) = 1. Obtivemos
entdao subconjuntos do bloco [0, 1] com medida interior nula e medida ex-
terior igual a 1. Obtivemos também uma partigao do bloco [0, 1]™ em dois
conjuntos de medida exterior igual a 1; note que:

1=m([0,1]") < m*(4") + m*(B') =2,
com [0,1]" = AU B’' e A', B’ disjuntos!

Exercicios para o Capitulo 1

Aritmética na Reta Estendida.
ExERcicio 1.1. Mostre que todo subconjunto da reta estendida possui
supremo e infimo.
Exercicio 1.2. Prove o Lema 1.1.7.
ExErcicio 1.3. Dadas familias (a;)icr e (b;)jes em R tais que a soma
a; + b; é bem definida para todos ¢ € I, j € J, mostre que:
sup{ai+bj 1€l je J} = sup a; + sup bj,
icl jeJ
desde que a soma sup;cy a; +supjc y b; esteja bem definida. Mostre também
que:
inf {a; +b;:i€1l, jeJ} :%2§Gi+}2£bj’
desde que a soma inf;cr a; + inf;c ;7 b; esteja bem definida.
ExERcicio 1.4. Prove o Lema 1.1.8.
EXERcIcIO 1.5. Sejam (ay)g>1 € (br)r>1 seqiiéncias crescentes no inter-
valo [0, +00]. Mostre que:
et = (i e (g, be)
ExERcicio 1.6. Prove a Proposi¢ao 1.1.10.
ExXERcicio 1.7. Prove a Proposicao 1.1.12.
*ExEeRrcicio 1.8.

e Mostre que os conjuntos:
la,b[, a,beR, a<b,
[~00,a], a€R, a>—o0,
la,+o00], a€R, a< +oo,

constituem uma base de abertos para uma topologia em R.
e Mostre que a aplicagao f : [—1,1] — R definida por:

—o0, sex=-—1,
f(ﬂf): ]__xixg’ sexe]—l,l[,
400, sex =1,

¢ um homeomorfismo.
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e Mostre que uma seqiiéncia (ay)r>1 em R converge para um elemen-
to a € R com respeito a topologia introduzida acima se e somente
se (a)k>1 converge para a de acordo com a Defini¢ao 1.1.6.

e Mostre que a fungdo Dy 3 (a,b) — a + b € R é continua, onde:

Dy =(RxR)\ {(—00,+00), (+00, —00) }

¢ munido da topologia induzida pela topologia produto de R x R.
e Mostre que a fungdo R x R 3 (a,b) — ab € R é continua, exceto
nos pontos (+00,0), (—o0,0), (0,+00) e (0, —00).
Medida de Lebesgue em R™.
ExERrcicio 1.9. Dado A C R", mostre que:

m*(A) = inf {m(U) : U aberto em R" e A C U}.

Exercicio 1.10. Se A € R™ é um conjunto mensurdvel, mostre que
A + z também é mensuravel para todo x € R".

ExERcicio 1.11. Seja o uma permutacdo de n elementos, ou seja, uma
bije¢do do conjunto {1,...,n} sobre si préprio. Considere o isomorfismo
linear o : R™ — R™ definido por:

3(1’1, R [L'n) = (xa(l)a oe 7xa(n))a
para todo (x1,...,z,) € R™ Mostre que:

(a) se B é um bloco retangular n-dimensional entdao o(B) é também
um bloco retangular n-dimensional e |o(B)| = |B|;

(b) para todo A C R™, vale a igualdade m*(5(A)) = m*(A);

(c) se A C R™ é mensuravel entdao o(A) também é mensurédvel.

Exgrcicio 1.12. Dado um vetor A = (A,...,\,) € R™ com todas as
coordenadas nao nulas, consideramos o isomorfismo linear D) : R® — R”
definido por:

D)\(:L'l, ey .CCn) = ()\1.%1, ceey )\nxn),
para todo (z1,...,z,) € R™. Mostre que:
(a) se B é um bloco retangular n-dimensional entao Dy (B) é também
um bloco retangular n-dimensional e:
[DAB)| = [A1] -+ - [An| |B| = | det Dy| |BJ;
(b) para todo A C R™, vale a igualdade m*(Dy(A)) = | det D| m*(A);
(c) se A C R™ é mensuravel entdao D)(A) também é mensuravel.

DEFINICAO 1.1. Dados conjuntos A e B entao a diferenca simétrica de
A e B é definida por:

AANB=(A\B)U(B\A).

ExErcicio 1.13. Sejam A, B C R™ tais que m*(A A B) = 0. Mostre
que:

o m*(A) =m*(B);

o A é mensurdvel se e somente se B é mensuravel.
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ExERcicio 1.14. Dado um subconjunto mensurdvel A C R™ tal que
m(A) < +oo, mostre que, para todo € > 0, existem blocos retangulares
n-dimensionais Bi, ..., B; com interiores dois a dois disjuntos de modo
que:

m<(U}2:1 Bi) A A) <e.

ExEercicio 1.15. Dados subconjuntos A, B C R™ com m*(A4) < +00 ou
m*(B) < 400, mostre que:

m*(A) —m*(B)| <m*(A A B).

ExERrcicio 1.16. Seja A C R" e seja E C R"™ um envelope mensurdvel
de A. Se E’' é um conjunto mensuravel tal que A C £’ C E, mostre que E’
também é um envelope mensuravel de A.

ExERrcicio 1.17. Seja E um subconjunto de R™. Mostre que as seguintes
condicoes sao equivalentes:

(a) E é Lebesgue mensuravel,
(b) existem Boreleanos A, M C R" e um subconjunto N de M de modo
que E=AUN em(M) =0.

Exercicio 1.18. Seja (X, A, 1) um espaco de medida. Dados A, B € A
com ((AN B) < 400, mostre que:

1(AUB) = u(A) + u(B) — (AN B).
ExEeRrcicio 1.19. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de conjuntos. Defina:

k—1

By = Ap \ U A;,
=0

para todo k > 1, onde Ay = (). Mostre que os conjuntos (By)i>1 sao dois a
dois disjuntos e que:

Ja=Un
k=1 k=1

Exercicio 1.20. Seja (X, A, ) um espago de medida e seja (Ag)r>1
uma seqiiéncia de elementos de A. Mostre que p(Uply Ar) < Dopey 1(Ag).

ExERcicIo 1.21. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (A )x>1 uma
seqiiéncia de elementos de A tal que u(Ax N A4;) = 0, para todos k,l > 1
com k # I. Mostre que p(Uply Ar) = D pey 1(Ag).

ExERcicio 1.22. Seja X um conjunto arbitrério.

(a) Se (Ai)ier ¢ uma familia ndo vazia de o-édlgebras de partes de X,
mostre que A = (;c; A; também é uma o-dlgebra de partes de X.

(b) Mostre que, fixada uma colegdo C C p(X) de partes de X, existe
no mdzimo uma o-algebra o[C| de partes de X satisfazendo as
propriedades (1) e (2) que aparecem na Definigao 1.4.35.
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(c) Dada uma colegao arbitraria C C p(X) de partes de X, mostre que
a intersecao de todas as o-algebras de partes de X que contém C
é uma o-algebra de partes de X que satisfaz as propriedades (1) e
(2) que aparecem na Definicao 1.4.35 (note que sempre existe ao
menos uma o-algebra de partes de X contendo C, a saber, p(X)).

ExERcicio 1.23. Seja X um conjunto arbitrario e sejam C1,Co C p(X)
colegoes arbitrarias de partes de X. Se C; C o[Cq] e Ca C o[Cy], mostre que
o[Ci] = o[Ca.

EXERcicIo 1.24. Mostre que todo subconjunto de R™ de tipo G ou de
tipo F,, é Boreleano.

ExERrcicio 1.25. Mostre que:

(a) a o-algebra de Borel de R coincide com a o-dlgebra gerada pelos
intervalos da forma |a, b], com a < b, a,b € R;

(b) a o-algebra de Borel de R coincide com a o-algebra gerada pelos
intervalos da forma |—o0, ], ¢ € R.

EXERcicIO 1.26. Se I é um intervalo fechado e limitado de comprimento
positivo, mostre que o unico subconjunto fechado F' C I com m(F) = |I| é
F = 1. Conclua que nao existe um subconjunto fechado com interior vazio
F C I tal que m(F') = |I| (compare com o Exemplo 1.5.4).

*EXERcicIO 1.27. Sejam dados conjuntos A € R™, B C R", de modo
que A x B C R™ x R® = R™*",
(a) Mostre que m*(A x B) < m*(A)m*(B).
(b) Mostre que se A e B sao mensurdveis entdo A X B também é men-
suravel.
(c) Mostre que se A e B sao mensuraveis entao m(Ax B) = m(A)m(B).

Medida Interior.

ExErcicio 1.28. Dado A C R", mostre que m,(A4) < m*(A).

ExErcicio 1.29. Mostre que a medida interior de Lebesgue é monoto-
nica, i.e., se A} C As C R” entao m,(A4;) < m,(A2).

ExErcicio 1.30. Dado A C R", mostre que:

m,(A) =sup {m(E): E C A, E mensurével}.

Mais geralmente, mostre que se M’ é um subconjunto de M(RR") que contém
todos os subconjuntos compactos de R"™ entao:

m.(A) =sup{m(E): EC A, Ee€ M'}.

ExErcicio 1.31. Dado um subconjunto A C R"™, mostre que existe um
subconjunto W de R™ de tipo F, tal que W C A e m(IW) = m,(A).

EXERcIcIO 1.32. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos dois a
dois disjuntos de R™. Mostre que:

m, fj Ay) = fjm*mk).
k=1 k=1
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ExXERcIcIO 1.33. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos de R”
tal que Ax N\ A e my(Ag) < 400 para algum k > 1. Mostre que:

m.(A) = kli_}rrolo m. (Ag).

Conjuntos de Cantor.

DEFINIGAO 1.2. Um subconjunto de R é dito magro quando esté con-
tido numa reuniao enumeravel de subconjuntos fechados de R™ com interior
vazio.

O famoso Teorema de Baire implica que todo subconjunto magro de R
tem interior vazio.

ExERcicio 1.34. Mostre que:

e existe um subconjunto magro e mensurdvel A C [0,1] tal que
m(A) =1 (compare com o Exercicio 1.26);

e se A é o conjunto do item anterior, mostre que [0,1] \ A é um
conjunto de medida de Lebesgue zero que nao é magro.

ExErcicio 1.35. Considere o intervalo I = [0, 1] e a seqiiéncia (o;);>1
definida por:
22‘71
Q= 30
para todo i > 1. O conjunto de Cantor K associado a I e a seqliéncia (a;)i>1
é conhecido como o conjunto terndrio de Cantor. Mostre que:
o m(K)=0;
e para todon > 1 e todo € = (€1,...,€,) € {0,1}" o intervalo I(e) é
dado por:
n n
2€i 1 261'
10=[XF 5w+ 23]
i=1 i=1
e a bijecao ¢ : {0,1}*° — K definida em (1.5.6) é dada por:
o0
2¢;
o) =) 3
i=1
para todo € = (¢;)i>1 € {0,1}°°.

ExERcicio 1.36. Considere a relacao de ordem lezicogrdfica no conjunto
{0,1}°°, ie., para € = (€)i>1,€ = (€)i>1 € {0,1}*° dizemos que ¢ < ¢
quando existe um indice ¢ > 1 tal que (e1,...,€—1) = (€},...,€_;) e € < €.
Mostre que a funcao ¢ : {0,1}*° — K definida em (1.5.6) é estritamente
crescente, i.e., se € < € entao @(e) < P(¢').

Exercicio 1.37. Utilizando a notacao da Secao 1.5, mostre que pa-
ra todo n > 1 e todo € = (), € {0,1}", a extremidade esquerda
do intervalo I(e) é ¢(e1,...,€,,0,0,...) e a extremidade direita de I(e) é
dlery .. en, 1,1,.00).
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Conjuntos nao Mensuraveis.

ExERcicio 1.38. Mostre que existe um subconjunto nao mensurdvel A
de R™ tal que m,(A) = m*(A) = +o0.



CAPITULO 2

Integrando Funcoes em Espacos de Medida

2.1. Funcoes Mensuraveis

Recorde da Definicao 1.4.42 que um espago mensuravel é um conjunto
X do qual destacamos uma certa colecao de subconjuntos A C p(X) (mais
precisamente, uma o-dlgebra de partes de X) aos quais damos o nome de
mensuraveis. A palavra “mensuravel” nesse contexto nao indica que os
conjuntos possam ser medidos de alguma forma ou que estamos assumindo a
existéncia de alguma medida néo trivial definida em .4. Um mesmo conjunto
X admite em geral diversas o-dlgebras; por exemplo, {f), X} e p(X) sao
sempre exemplos (triviais) de o-dlgebras de partes de X. Portanto, o termo
“mensuravel” s6 deve ser usado quando uma o-algebra especifica estiver
fixada pelo contexto. No conjunto R”, temos dois exemplos importantes de
o-dlgebras; a o-algebra de Borel B(R™) e a o-algebra M(R") de conjuntos
Lebesgue mensuraveis. No que segue, precisaremos também introduzir uma
o-dlgebra de Borel para a reta estendida R; temos a seguinte:

2.1.1. DEFINICAO. Um subconjunto A C R é dito Boreleano quando
ANR for um Boreleano de R.

E facil ver que os subconjuntos Boreleanos de R constituem de fato uma
o-algebra de partes de R. Tal o-algebra serd chamada a o-dlgebra de Borel
de R e serd denotada por B(R).

A o-dlgebra A de um espago mensuravel (X, A) pode ser entendida
como uma estrutura que colocamos no conjunto subjacente X (assim como,
digamos, as operagoes de um espago vetorial constituem uma estrutura no
conjunto subjacente). Devemos entao introduzir uma nogao de func¢do que

preserva a estrutura de um espago mensuravel.

2.1.2. DEFINIGAO. Sejam (X,A), (X', A’") espacos mensurdveis. Uma
fungdo mensurdvel f: (X, A) — (X', A’) é uma fungao f: X — X’ tal que
para todo conjunto E € A’ temos que f~!(E) pertence a A.

Em outras palavras, uma funcao é mensuravel se a imagem inversa de
conjuntos mensuraveis é mensuravel. Quando as o-dlgebras em questao
estiverem subentendidas pelo contexto, nos referiremos apenas & mensura-
bilidade da funcao f: X — X', omitindo a mencao explicita a A e A’.

O conjunto R™ aparecerd com muita freqiiéncia como dominio ou contra-
dominio de nossas fungoes e introduzimos abaixo uma convengao que evita a
necessidade de especificar a o-dlgebra considerada em R em cada situagao.

40
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2.1.3. CONVENGAO. A menos de mencao explicita em contrdrio, o con-
junto R™ serd considerado munido da o-dlgebra de Borel B(R™) sempre
que o mesmo aparecer no contra-dominio de uma funcao; mais explicita-
mente, se (X,.A) é um espago mensuravel entao por uma fun¢do mensurdvel
f: (X, A) = R" entenderemos uma funcao f : X — R" tal que f~1(E) € A,
para todo Boreleano E € B(R™). Similarmente, a reta estendida R serd con-
siderada munida da o-dlgebra de Borel B(R), sempre que a mesma aparecer
no contra-dominio de uma fungdo. Por outro lado, o conjunto R™ sera
sempre considerado munido da o-algebra M(R™) de conjuntos Lebesgue
mensuraveis, quando o mesmo aparecer no dominio de uma funcao; mais
explicitamente, uma fun¢ao mensurdvel f : R — (X, A) é uma funcao
f:R™ = X tal que f~1(E) € M(R"), para todo E € A.

Por exemplo, em vista da convengao 2.1.3 acima, uma fungdo mensuravel
f:R — R é uma funcio tal que f~1(E) € M(R), para todo E € B(R).

Nos dificilmente teremos qualquer interesse em considerar a o-dlgebra
M(R™) em R"™ quando o mesmo aparece no contra-dominio de uma funcao;
por outro lado, em algumas situacoes é interessante considerar a o-algebra
B(R"™) em R™ quando o mesmo aparece no dominio de uma fungao (contra-
riando, portanto, a convengao 2.1.3). Introduzimos entao a seguinte termi-
nologia.

2.1.4. DEFINIGAO. Seja (X, A) um espaco mensurdvel. Uma funcao
Borel mensurdvel f : R" — (X, A) é uma fungdo f : R" — X tal que
f: (R",B(R")) = (X,A) é uma funcdo mensurdvel, i.e., tal que f~'(E)
é um Boreleano de R"™ para todo F € A. Similarmente, uma funcdo
Borel mensurdvel f : R — (X, A) é uma fungao f : R — X tal que
f:(R,B(R)) — (X,.A) é uma fungao mensuravel.

Para verificar a mensurabilidade de uma fungao f : (X, A) — (X', A)
ndo é necessério verificar que f~1(E) € A para todo E € A’, mas apenas
para E pertencente a um conjunto de geradores de A’. Esse é o contetido
do seguinte:

2.1.5. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis e seja C um
conjunto de geradores para a o-dlgebra A’. Uma funcao f : X — X' €
mensurdvel se e somente se f~1(E) € A, para todo E € C.

DEMONSTRAGAO. Como C C A’, temos obviamente que f~1(E) € A
para todo E € C, caso f seja mensuravel. Suponha entdo que f~1(E) € A
para todo E € C. Verifica-se diretamente que a colecao:

(2.1.1) {Ee€pX): f1(B)e A}

é uma o-élgebra de partes de X’. Por hipdtese, (2.1.1) contém C e portanto
contém A’ = ¢[C]. Isso mostra que f~1(E) € A para todo E € A', i.e., f é
mensuravel. O
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2.1.6. COROLARIO. Se (X,.A) € um espago mensurdvel entdo uma fun¢ao
f: X — R"™ ¢ mensurdvel se e somente se f~1(U) € A, para todo aberto
UcCR". O

2.1.7. COrROLARIO. Se (X, .A) é um espago mensurdvel entdo uma fungdo
f: X — R é mensurdvel se e somente se o conjunto:

F(Jo0.d) = {re X : fa) < ¢}

esta em A para todo ¢ € R.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.5, tendo em mente o resultado do
Exercicio 1.25. U

2.1.8. COROLARIO. Se (X, .A) é um espago mensurdvel entdo uma fungdo
f: X — R ¢ mensurdvel se e somente se o conjunto:

f_l([—oo,c]) = {a: eX: f(x) < c}

esta em A para todo ¢ € R.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.5, tendo em mente o resultado do
Exercicio 2.5. U

2.1.9. LEMA. A composta de duas fun¢des mensurdveis € uma fun¢ao
mensurdvel, i.e., se (X, A), (X', A"), (X", A") sdo espacos mensurdveis e
se f: (X, A) = (X A), g: (XJA) = (X", A") sao fungoes mensurdveis
entao a fungio go f : (X, A) = (X", A”) também é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Dado E € A” devemos verificar que (go f)~1(E) € A.
Mas (go f)~E) = f~! (g‘l(E)); temos g~ (E) € A, pois g é mensuravel,
e f7Hg 7' (E)) € A, pois f ¢ mensurdvel. O

E necessério ciiidado na utilizacao do Lema 2.1.9; para concluir a men-
surabilidade de g o f a partir da mensurabilidade de f e de g é necessario
que a o-algebra fixada para o contra-dominio de f e para o dominio de g
sejam as mesmas. Em vista da convencao 2.1.3, se f : (X, 4) — R" e
g:R" = (X', A') sdo fungoes mensuraveis entdo nao podemos usar o Le-
ma 2.1.9 para concluir que g o f é mensuravel ja que adotamos a o-algebra
de Borel para o contra-dominio de f e a o-dlgebra de conjuntos Lebesgue
mensuraveis para o dominio de g. Noés poderiamos utilizar o Lema 2.1.9
para concluir que g o f é mensuravel caso soubéssemos, por exemplo, que f
é mensuravel e que g é Borel mensurdvel.

Se f é uma funcao definida num espago mensuravel (X,.A4) entdo em
muitas situacoes é interessante considerar restrigoes de f a subconjuntos de
X e gostarfamos que tais subconjuntos de X pudessem ser encarados como
espagos mensuraveis. Dado entdo um subconjunto Y C X, definimos:

(2.1.2) Aly ={ENY :E € A};

é facil ver que Aly é uma o-élgebra de partes de Y (veja Exercicio 2.2).
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2.1.10. DEFINICAO. Se A é uma o-dlgebra de partes de um conjunto X e
se Y é um subconjunto de X entao a o-dlgebra Al|y de partes de Y definida
em (2.1.2) é chamada a o-dlgebra induzida em Y por A. Dizemos entao que
(Y, Aly) é um subespaco do espago mensuravel (X, A).

Observe que se (X,.A) é um espago mensuravel e se Y € A entdo os
elementos da o-dlgebra induzida A|y sdo precisamente os elementos de A
que estao contidos em Y'; em simbolos:

Aly = AN p(Y).

Em outras palavras, se Y é mensuravel entao os subconjuntos mensuraveis
do subespaco mensuravel Y de X sao precisamente os subconjuntos men-
suraveis de X que estao contidos em Y.

2.1.11. CONVENGAO. Se (X, .A) é um espaco mensuravel e se Y é um
subconjunto de X entao, a menos de mencao explicita em contrario, consi-
deraremos sempre o conjunto Y munido da o-algebra induzida Aly-.

Em vista das convencoes 2.1.11 e 2.1.3, observamos que:

e se um subconjunto Y de R™ (resp., um subconjunto Y de R) apa-
rece no contra-dominio de uma funcao, consideramo-lo munido da
o-algebra B(R™)|y induzida da o-algebra de Borel de R" (resp., da
o-dlgebra B(R)|y induzida da o-4lgebra de Borel de R);

e se um subconjunto Y de R™ aparece no dominio de uma funcao,
consideramo-lo munido da o-dlgebra M(R")|y induzida da o-alge-
bra de subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R";

e se Y é um subconjunto de R™ (resp., um subconjunto de R) e
(X, A) é um espaco mensuravel entdo uma funcao f : Y — (X, )
dita Borel mensurdvel quando a fungdo f: (Y, B(R")|ly) — (X, A)
(resp., a funcdo f: (Y, B(R)|y) — (X,.A)) for mensurdvel.

2.1.12. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espacos mensurdveis e Y C X
um subconjunto. Entdo:
(a) a aplicagao inclusao i:Y — X € mensurdvel;
(b) se f: X — X' é uma fungao mensurdvel entio fly : Y — X'
também é mensurdvel;
(¢) dada uma funcao f : X' — X com imagem contida em Y, se
fo: X' =Y denota a funcio que difere de f apenas pelo contra-
dominio entdo f € mensurdvel se e somente se fy € mensurdvel.

DEMONSTRACAO.

e Prova de (a).
Basta observar que i 1(E) = ENY € Aly, para todo E € A.

e Prova de (Db).
Basta observar que f|y = foi e usar o Lema 2.1.9 juntamente com
o item (a) acima.
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e Prova de (c).

Se fp é mensuravel entdo f = i o fy é mensuravel, pelo Lema 2.1.9
e pelo item (a) acima. Reciprocamente, suponha que f é mensuravel.
Dado E; € Aly, devemos mostrar que f; ' (E1) (que é igual a f~1(Ey))
pertence a A’. Mas F; = ENY para algum F € A e portanto, como
Im(f) CY, temos f~1(E) = fYE)c A. O

2.1.13. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis e seja dada
X = Ujer Xi uma cobertura enumerdvel de X por conjuntos mensurdveis
X; € A. Entao uma funcdao f : X — X' € mensurdvel se e somente se
flx, : Xi = X' é mensurdvel para todo i € 1.

DEMONSTRAGAO. Se f é mensurdvel entao f|x, é mensurdvel para todo
i € I, pelo Lema 2.1.12. Reciprocamente, suponha que f|x, seja mensuravel
para todo 7 € I. Dado FE € A, temos:

(flx) N (E) = fH(E)NX; € Alx,,

para todo ¢ € I. Como X; € A, temos Alx, = AN p(X;) e portanto
f~HE)NX; € A, para todo i € I. Como I é enumeravel segue que:

E = E)NX) € A,
el
e portanto f é uma fungao mensuravel. O

2.1.14. CorOLARIO. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e Y um sub-
conjunto de R. Uma funcao f:Y — X € Borel mensurdvel se e somente
se flynr : Y NR — X é Borel mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Temos que Y = (Y \ R) U (Y N R), onde:

YAReBMR)y, Y\R=Y N{+too,—oo}e BR)|y.

Segue do Lema 2.1.13 que f é Borel mensuravel se e somente se suas res-
tricées a Y \ R e a Y N R sdo Borel mensurdveis. Mas todos os quatro
subconjuntos de {400, —0c0} sdo Boreleanos de R e portanto a o-algebra

induzida por B(R)|y em Y\ R é (Y \R). Em particular, a restricao de f a
Y \ R é Borel mensurével, seja qual for f: Y — X. A conclusao segue. O

2.1.15. LEMA. Dado um subconjunto arbitrdario Y C R™, entao toda
funcdo continua f:Y — R™ € Borel mensurdvel.

DEMONSTRACAO. Pelo Coroldrio 2.1.6, é suficiente mostrar que:
F7HU) € BR™)y,

para todo aberto U C R". Mas, como f é continua, temos que f~1(U) é
aberto relativamente a Y, i.e., existe um aberto V' C R™ com:

Uy =vny;
dai V € B(R™) e portanto f~1(U) =V NY € B(R™)]y. O
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2.1.16. LEMA. Seja (X, A) um espago mensuravel e seja f : X — R"
uma funcao com funcoes coordenadas f; : X — R, i = 1,...,n. Entdo
f: X — R"™ € mensurdvel se e somente se f; : X — R for mensurdvel, para
todoi=1,...,n.

DEMONSTRAGAO. Temos f; = m; o f, onde m; : R®™ — R denota a i-
ésima projecao. A fungado m; é continua e portanto Borel mensurdvel, pelo
Lema 2.1.15; segue entao do Lema 2.1.9 que a mensurabilidade de f implica
na mensurabilidade de cada f;. Reciprocamente, suponha que cada f; é
mensuravel. Em vista do Lema 1.4.23, a g-algebra de Borel de R"™ coincide
com a o-algebra gerada pelos blocos retangulares n-dimensionais. Segue
entao do Lema 2.1.5 que, para mostrar a mensurabilidade de f, é suficiente
mostrar que f~!(B) € A para todo bloco retangular n-dimensional B. Se
B =1, lai, bi], entao:

FUB)={veX: fiz) €lab], i=1,....n} =) £ " (lai bi])-
=1

Como cada f; é mensuravel, temos fi_1 ([ai, bl]) € A para todo i e portanto

f~1(B) € A. a

2.1.17. COROLARIO. Sejam (X, A), (X', A') espagos mensurdveis e se-
jam fi : X - R, 1 =1,...,n, funcoes mensurdveis. Dada uma fun¢do Borel
mensurdvel ¢ : Y — X' definida num subconjunto Y C R™ tal que:

(fl(x)’ s 7fn(x)) ey,

para todo x € X entdo a funcdo:

(;So(fl,...,fn):XBx»—)gb(fl(m),...,fn(m))EX’

é mensuravel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.1.16 e pelo item (c) do Lema 2.1.12 te-
mos que a fungao (f1,..., fn) : X = Y é mensurdvel. A conclusao segue do
Lema 2.1.9. [l

Se f: X —- R" ¢g: X — R" sao fungoes definidas num conjunto
arbitrario X entao, como é usual, definimos a soma f + ¢ : X — R" das
fungbes f e g fazendo (f + g)(xz) = f(z) + g(x), para todo x € X; para
n = 1, podemos definir também o produto fg: X — R"™ fazendo (fg)(z) =
f(x)g(x), para todo = € X.

2.1.18. COROLARIO. Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Dadas fungioes
mensurdveis f: X — R™, g: X — R™ entdo:

e asoma f+g:X — R" é uma funcdo mensurdvel;
e sen =1, o produto fg: X — R é uma funcao mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. As fungoes:

R"xR"s (z,y)—z+y€eR” e RxR>(z,y)— 2y eR
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sao continuas e portanto Borel mensuraveis, pelo Lema 2.1.15. A conclusao
segue do Corolario 2.1.17. O

Note que para funcées f : X — R, g : X — R a valores na reta
estendida, também podemos definir a soma f + ¢ : X — R, desde que a
soma f(z)+ g(z) esteja bem definida (i.e., ndo seja da forma (4-00) + (—o0)
ou (—o00) + (+00)) para todo z € X. O produto fg : X — R pode ser
definido sempre, sem nenhuma restricao sobre f e g.

2.1.19. ProOPOSIGAO. Seja (X,A) um espago mensurdvel. Sejam dadas
funcoes mensurdveis f : X - R e g: X — R. Entdo:
e se a soma f(x)+ g(x)jstiver bem definida para todo x € X entdo
a fungdo f+g: X — R € uma fungao mensurdvel;
e o0 produto fg: X — R € uma fun¢dao mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Considere os seguintes subconjuntos de X:
T ®) Ny H(R),
F7H (o) U g™ (+00),
FH(=o0) U g™ (—o0);

todos eles pertencem a A e sua uniao é igual a X. A restricdo de f + g
a cada um deles é mensurdvel; de fato, a restricao de f + g ao primeiro
deles é mensuravel pelo Coroldrio 2.1.18 e a restricao de f + g aos outros é
uma fungao constante (veja Exercicio 2.1). Segue entao do Lema 2.1.13 que
f -+ g é mensurdvel. A mensurabilidade de fg é mostrada de forma similar
considerando as restrigoes de fg aos conjuntos:

)
[f (+00) N g™ (]0,+00] )] U [£71(]0, +00] ) N g™ (+00)],
[F7H(=o0) g™ ([=o0,00)] U [F 7 ([=00,0[) Ng™H(—00)],
[FH(00) g™ ([=o0,0[)] U [F7H([=00,0[) Ng ™ (+00)],
[f_l(—oo) ﬂg_l(]O, +0o0] )] U [f_l(]O, +oo]) ﬂg‘l(—oo)]. O

2.1.20. DEFINICAO. Dado x € R entéo a parte positiva e a parte negativa
de z, denotadas respectivamente por z+ e 7, sao definidas por:

4 z, sex >0, _ 0, sexz>0,
T = =
0, sex <0, —z, sex <0.

Se f é uma funcdo tomando valores em R entdo a parte positiva e a parte
negativa de f, denotadas respectivamente por fT e f~, sao definidas por
(@) =[f(x)]" e f~(x) =[f(x)], para todo x no dominio de f.
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E facil ver que x = 27 — 2~ e |z| = 2t + 27, para todo x € R; em
particular, se f é uma funcao tomando valores em R entao:

f=fr=f" e Ifl=f"+1,
onde, obviamente, |f| denota a fungao |f|(z) = |f(z)].

2.1.21. LEMA. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Se f : X — R € uma
funcdo mensurdvel entao as fungoes fT, f~ e |f| também sio mensurdveis.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.15 e do Corolédrio 2.1.14 que as
funcoes:

Roz+——2"cR, Rozr—a2 €R, Roz+—|z|]eR

sao Borel mensuraveis; de fato, observe que suas restrigoes a R sao fungoes
continuas. A conclusao segue do Lema 2.1.9. (|

2.1.22. LEMA. Seja (X, A) um espaco mensurdvel e seja (fi)rk>1 uma
seqiiéncia de funcées mensurdveis fi, : X — R. Entdo as fungdes:

supfr: X dz+—sup fr(z) €R e inf fr: X 22+ inf fi(z) € R
k>1 k>1 k>1 k>1

8G0 mensurdvess.

DEMONSTRAGAO. Note que para todo » € X temos supg>; fr(z) < c se
e somente se fi(z) < ¢ para todo k > 1; logo:

{:ceX ?;ilifk } ﬂfk —00,d]) € A,

para todo ¢ € R. Além do mais, para todo z € X, temos infy> fr(z) < ¢
se e somente se para todo r > 1 existe k > 1 tal que fx(z) <c+ %; logo:

{vex:i inf fi(a <cf = ﬂ Ufk —oo,c+1]) € A,

r=1 k=1

para todo ¢ € R. A conclusao segue do Corolério 2.1.8. O

2.1.23. COROLARIO. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja (fi)r>1
uma seqiiéncia de funcoes mensurdveis fr : X — R. Entdo as fungoes:

limsup fi : X 3 x — limsup fx(z) € R,

k—o0 k—oo
liminf f; : X 3  — liminf fi(z) € R
k—o0 k—oo
$a0 mensurdvess.
DEMONSTRAGAO. Basta observar que:

limsup fi, = inf sup f, hm 1nf fr = sup inf fi. ]
k—o00 r>1 k>r r>1 k>r
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2.1.24. COROLARIO. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja (fi)r>1
uma seqiéncia de fungoes mensurdveis fr : X — R. Se para todo x € X a
sequéncia (fk(x))k>1 converge em R entdo a fungdo:

lim fp: X 22+ lim fi(z) €R
k—o0 k—o0
€ mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que:

lim f = liminf f; = limsup f%. U
k—ro0 k—o0 k—y00

2.1.1. Funcoes Simples.
2.1.25. DEFINICAO. Uma funcao é dita simples quando sua imagem é
um conjunto finito.
2.1.26. LEMA. Seja X um conjunto e sejam f: X - R, g: X —- R
funcdes simples.
o se a soma f(x)+ g(x) estiver bem definida para todo x € X entao
a funcao f + g é simples;
e 0 produto fg € uma funcao simples.

DEMONSTRAGAO. A imagem de f + g estd contida no conjunto:
{a+b:aeIm(f), beIm(g) e asoma a+b estd bem definida};

tal conjunto é obviamente finito. Similarmente, a imagem de fg esta contida
no conjunto finito {ab: a € Im(f), b € Im(g) }. O

2.1.27. LEMA. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma
funcdo simples. Entdo f é mensurdvel se e somente se f~'(c) € A para

todo ¢ € Im(f).

DEMONSTRAGAO. Se f é uma funcio mensuravel entdo f~1(c) € A
para todo ¢ € Im(f), j4 que {c} é um Boreleano de R. Reciprocamente,
se f~1(c) € A para todo ¢ € Im(f) entdo a mensurabilidade de f segue do
Lema 2.1.13, ja que:

x=U '@

celm(f)
é uma cobertura finita de X por conjuntos mensuréaveis e a restrigao de f a
cada conjunto f~!(c) é mensurdvel (veja Exercicio 2.1). O

2.1.28. DEFINIGAO. Seja X um conjunto e seja A C X um subconjunto
de X. A funcao caracteristica de A, definida em X, é a fungdo x4 : X - R
definida por ya(x) =1 paraz € A e xa(x) =0 para z € X \ A.

Observe que a notacao x4 nao deixa explicito qual seja o dominio X da
funcéao caracteristica de A que estd sendo considerada; em geral, tal dominio
deve ser deixado claro pelo contexto.
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2.1.29. OBSERVAGAO. Se (X,.A) é um espago mensuravel e se A C X
¢ um subconjunto entao a fungao caracteristica x4 : X — R é uma funcao
simples. Segue do Lema 2.1.27 que x4 é uma fungao mensuravel se e somente
se A e A.

2.1.30. OBSERVAGAO. Se (X,.A) é um espaco mensuravel entao, dados

Ay,..., A e Aeci,...,ct € R, temos que a funcao:

k
(2.1.3) > eixa i X — R

i=1
é simples e mensuravel, desde que esteja bem definida (i.e., desde que nao
ocorra A; N A; # ) com ¢; = 400 e ¢j = —o0). De fato, isso segue da
Proposigao 2.1.19, do Lema 2.1.26 e da Observacao 2.1.29. Reciprocamente,
se f: X — R é uma funcdo simples e mensuravel, podemos escrevé-la na
forma (2.1.3), com 4; € Aec; € R, i =1,...,k. De fato, basta tomar
A; = f~Y(¢;), onde c1, ..., c; sdo os elementos (distintos) do conjunto finito

Im(f). Note que os conjuntos A; assim construidos constituem uma parti¢ao
de X.

2.1.31. LEMA. Sejam (X, A) um espaco mensurdvel, f : X — R uma
funcao e Y € A. Entdo:

(a) fly € mensurdvel se e somente se fx, € mensurdvel;
(b) fly € simples se e somente se fx, € simples.

DEMONSTRACAO. Temos X = Y UY®, com Y,Y° € A; além do mais,
fly = (fxy)ly e (fxy)|lye = 0. Tendo em mente essas observagoes, o item
(a) segue do Lema 2.1.13. O item (b) segue da igualdade:

SN0} = Im(fxy) \ {0} O

2.1.32. NOTAGAO. Seja (fi)k>1 uma seqiiéncia de fungdes fr : X — R
e seja f : X — R uma funcdo, onde X é um conjunto arbitrario. Escre-
vemos fr  f quando fi(z) < fri1(x) para todo z € X e todo k > 1 e
limy o0 fx(z) = f(x) para todo x € X. Similarmente, escrevemos fi \, f
quando fi(z) > fri1(x) para todo x € X e todo k > 1 e limy_,o fr(z) =
f(x) para todo z € X.

2.1.33. PROPOSIGAO. Sejam (X, A) um espago mensurdvel. Para toda
fungao mensurdvel f : X — [0, 4+00] existe uma seqiéncia (fi)r>1 de fungdes
simples e mensuraveis fr : X — [0,4+o00| tal que fr / f.

DEMONSTRAGAO. Para cada k > 1 particionamos o intervalo [0, k[ em

intervalos disjuntos de comprimento 2%; mais explicitamente, consideramos

os intervalos:
(2.1.4) (&, 5[, r=0,1,... k2" -1

Para cada = € X temos f(x) > k ou entdo f(z) pertence a exatamente um
dos intervalos (2.1.4); se f(z) > k definimos fi(z) = k e, caso contrério,
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tomamos fi(x) como sendo a extremidade esquerda do intervalo da cole¢ao
(2.1.4) ao qual f(z) pertence. Em simbolos, temos:

k2F—1
Je=EX g (jproc)) T Z 2F X1 ([0 56 ])

Temos entao que fr é uma funcao simples e mensurdvel para todo k > 1
(veja Observagao 2.1.30). Note que:
1

(2.1 [fele) = f@)] < 55

para todo x € X com f(z) < k. Afirmamos que limy_o fr = f. De
fato, seja x € X fixado. Se f(z) < +oo entao vale (2.1.5) para k > f(z)
e portanto limy o fx(z) = f(z). Se f(z) = +oo entdo fr(xr) = k para
todo k > 1 e portanto limy_, o fx(z) = +o0 = f(z). Para completar a
demonstragao, vamos mostrar agora que:

(2.1.6) Jr(@) < frpa(o),

para todos z € X e k > 1. Sejam =z € X e k > 1 fixados. Se f(z) > k+ 1,
entdo fi(r) = k e fry1(x) = k+ 1, donde (2.1.6) é satisfeita. Sendo, seja
r=0,...,(k+1)2¥! — 1 o tnico inteiro tal que s < f(z) < 22111,
temos fry1(7) = - Seja s o maior inteiro menor ou igual a 5; daf
5<§5< % < s+ 1 e portanto:

5 r+1 s+1
ok = 2k:+1 - ( ) 9k+1 < ok -

Se f(z) € [0, k[, segue que fi(z) = 57 < 5557 = ( ). Caso contrario, se

f(z) € [k, k+1[ entdo r > k2" e fr(z) = >k = fr(z). Em todo

caso, a desigualdade (2.1.6) é satisfeita. O

2.2. Integrando Funcoes Simples nao Negativas

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espaco de medida
(X, A, 1). Recorde que uma fungao f : X — [0, +oc] é simples e mensuravel
se e somente se Im(f) é um subconjunto finito de [0, +00] e f~!(c) € A para
todo ¢ € Im(f) (vide Definigao 2.1.25 e Lema 2.1.27).

2.2.1. DEFINIGAO. Se f : X — [0,400] é uma funcao simples, men-
suravel e nao negativa entao a integral de f é definida por:

/fdu— cu(f71()).
celm(f)

A integral |  J dp serd também as vezes denotada por:

/X f() dpu(z)
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Obviamente, para toda funcao simples mensuravel f : X — [0, 4o00],

temos:
/ fdu>0.
X

Se Y € A é um conjunto mensuravel entao é facil ver que a restrigao de
w a o-dlgebra Aly = ANp(Y) é também uma medida, de modo que a trinca
(Y, Aly, pl(ajy)) ¢ um espago de medida. Se f é uma fungao a valores em R
cujo dominio contém Y e tal que f|y é simples, mensurdvel e ndo negativa
entdo a integral de f|y serd denotada por:

/Y fdu= /Y £(z) dp(a).

2.2.2. LEMA. Seja f : X — R uma funcdo e sejaY € A. Suponha que
fly € simples, mensurdvel e nao negativa (pelo Lema 2.1.81 isso equivale a
dizer que fx, € simples, mensurdvel e nio negativa). Entdo:

/deuz/xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Temos:

/Y Fan=3"cn((fV) 1) = 3 en((flv) 1),

cEf(Y) cEf(Y)
c#0
/ rydu= Y cp((fy)0) = D cn((fxy) (0).
X celm(fxy ) CGIIH;J;XY)

A conclusao segue das igualdades acima observando que para todo ¢ # 0,
temos c € f(Y') se e somente se ¢ € Im(fx,-) e, nesse caso:

(fl)"He) = F7HNY = (fxy) " (o). -

2.2.3. LEMA. Sejam Ai,...,Ar € A conjuntos dois a dois disjuntos e
sejam ci,...,cx € [0,4+00]. Entao:

k k
(2.2.1) /X Z CiXA,; d,u = Z ciu(Ai).
i=1 i=1

DEMONSTRACAO. Eliminando os indices i tais que ¢; = 0 ou 4; = 0
nao alteramos o resultado de nenhum dos dois lados da igualdade (2.2.1);
podemos portanto supor que ¢; # 0 e A; # () para todo i = 1,...,k. Seja
f= Zle cixa,;. Temos Im(f) \ {0} = {c1,...,cx}; note que é possivel ter
¢; = ¢; para i # j. Para c € Im(f), ¢ # 0, temos:

k
o= A
i=1

ci=c
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e portanto:
k
p(F7H0) =D nl(A)
i=1
Logo
k
[ rau=3 culr @) = X entr @) = Y Y entan
celm(f) celm(f) c€lm(f) i=1
c#0 c#0 Gi=¢
k k
=3 > cinlA) = (A,
celm(f) =1 i=1
c£0 Gi=¢
onde na tultima igualdade usamos o fato que o conjunto {1,...,k} é unido

disjunta dos conjuntos {z e{l,...;k}:¢ = c}, comc € Im(f),c#0. O

2.2.4. LEMA. Sejam f: X — [0,+00], g: X — [0,+00] fungdes simples
e mensurdveis. Entdao:

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

DEMONSTRAGAO. Podemos escrever:

k l
f:ZCiXAia g:ZdeBj;
i—1 =1

onde tanto os conjuntos Ai, ..., Ar € A como os conjuntos Bi,...,B; € A
constituem uma particao de X (veja Observagao 2.1.30). Temos:

e portanto:

l l
XA; = Z XA»;XBJ‘ = Z XAiﬂBj7
7=1 j=1

para todo i = 1,...,k; dai:

k l
(2.2.2) F=> cixans,.

i=1 j=1

Como os conjuntos A;NB;,1=1,...,k, j=1,...,1s80 dois a dois disjuntos,
o Lema 2.2.3 nos da:

k l
(2.2.3) /deﬂzzzcm(AmBj).

i=1 j=1
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Analogamente, mostra-se que:

l k
(2.2.4) 9= > dixpna,

j=11i=1
e portanto:

(2.2.5) /gd,u ZZdJ;LB N A;)

7j=11i=1
De (2.2.2) e (2.2.4) obtemos:

kool
FH9=> (ci+dj)xans;;
i=1 j=1

novamente, o Lema 2.2.3 nos da:

k l
(2.2.6) / (f+g)dp=> " (c; +dj)u(A; N By).
i=1 j=1
A conclusao segue de (2.2.3), (2.2.5) e (2.2.6). O
2.2.5. COROLARIO. Dados Ay,..., Ay € A (conjuntos nao necessaria-
mente disjuntos) e ci,...,c, € [0,4+00] entdo:

k k
/ Z cixa, dpu = Z cip(Aj).
X =1 i=1

DEMONSTRACAO. Basta observar que:

k k k
/ D eixa, dp = Z/ cixa, di =Y cip(As). O
Xi=1 i=1 /X i=1

2.2.6. NOTACAO. Se f: X — R, g: X — R sdo funcdes entdo escreve-
mos f < g quando f(z) < g(x), para todo =z € X.

2.2.7. COROLARIO. Sejam [ : X — [0,400], g : X — [0,+00] fungdes
simples mensurdveis. Se f < g entdo:

/deué/ngM-

DEMONSTRAGAO. Defina h : X — [0, +oo] fazendo:
o) = {90 — @), sew € S ([0, oc]),
0, se x € f~1(+00),

para todo z € X. Temos g = f + h. A funcdo h é mensurdvel, pelo
Lema 2.1.13 e pela Proposicao 2.1.19. Além do mais, a funcao h é simples
ja que sua imagem estd contida no conjunto finito:

{0y u{a—b:aecIm(g),beIm(f)eb<+oo}.
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Segue entao do Lema 2.2.4 que:
/ gduz/ fdu+/ hduZ/ [ du,
X X X X

jé que [y hdp > 0. O

2.2.8. LEMA. Sejam f: X — [0,400] uma fungao simples mensurdvel e

c € [0, +0o0]. Entao:
/ cfdu:c/ fdu.
X X

DEMONSTRACAO. Escreva:

k
f=Y cixa,
=1

onde os conjuntos Ay,..., A € A constituem uma particdo de X. Dai:

k
cf = Z CCiXA;-
i=1

O Lema 2.2.3 nos d4 entao:
k k
/X cf du = chi,u(Ai) = chi,u(Ai) = C/X fdu. O
i=1 i=1

2.3. Integrando Funcoes Mensuraveis nao Negativas

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espago de medida
(X, A, ). Dada uma funcdo mensurdvel nao negativa f : X — [0, +o0]
consideramos o conjunto:

(2.3.1) Z(f) = {/ ¢pdp: ¢ X — [0, +00] é fungao simples mensurdvel
X

tal que ¢ < f} C [0, 400].

Observe que o conjunto Z(f) nao é vazio, ja que a fungao ¢ = 0 é simples,
mensuravel, ndo negativa e menor ou igual a f, de modo que 0 € Z(f).
Afirmamos que se f: X — [0, 400] é uma fungao simples mensurdvel entao:

| £ du=swzp).
X

De fato, nesse caso f é uma funcao simples, mensuravel, nao negativa e
menor ou igual a f, de modo que [y fdu € Z(f) e supZ(f) > [y fdp.
Por outro lado, o Corolario 2.2.7 implica que fX odu < fX fdu para toda
fungao simples mensurdvel ¢ : X — [0, 400] tal que ¢ < f; portanto [y fdu
é uma cota superior de Z(f) e supZ(f) < [y fdp.

Em vista das consideracoes acima podemos introduzir a seguinte:
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2.3.1. DEFINIGAO. Se f : X — [0,+00] é uma fun¢ao mensurdvel nao
negativa entao a integral de f é definida por:

/ fdp = supZ(f) € [0, +0d],
X

onde Z(f) é o conjunto definido em (2.3.1).

Como no caso de fungdes simples, a integral [, fdu serd também as
vezes denotada por:

/X f() dua).

Além do mais, se Y € A e se f é uma funcdo a valores em R cujo dominio
contém Y e tal que f|y é mensurdvel e ndo negativa entdo a integral de f|y
com respeito a medida j[( 4|, serd denotada por:

/Y fdu= /Y £(z) dp().

2.3.2. LEMA. Sejam f : X — [0,4+00], g : X — [0, +00] fungdes men-
surdveis. Se f < g entdo:

/deué/ngM-

DEMONSTRAGAO. Se ¢ : X — [0, +00] é uma fungao simples mensurdvel
tal que ¢ < f ent@o também ¢ < g; isso implica que Z(f) C Z(g) e portanto
supZ(f) < supZ(g). O

2.3.3. TEOREMA (da convergéncia monotonica). Seja (fn)n>1 uma se-
qliéncia de fung¢oes mensurdveis nao negativas fp, : X — [0, +00]. Se f, S f
entao f: X — [0,400] € mensurdvel e:

DEMONSTRAGAO. A mensurabilidade de f segue do Corolério 2.1.24. O
Lema 2.3.2 implica que ( / x In du) ,>1 ¢ uma seqiiéncia crescente e que:

lim fnduﬁ/ fdu.

Para mostrar a desigualdade oposta, é suficiente verificar que:

(2.3.2) lim [ fodu> / ddy,

para toda funcdo simples mensurdvel ¢ : X — [0,400] tal que ¢ < f.
Escreva ¢ = Zle CiXA;, com cy,...,cp € ]0,+00] e A,..., A, € A dois a
dois disjuntos e nao vazios. Fixados ¢/,...,c,, >0com ¢, <¢;, i =1,...,k,
definimos:

A? = {33 €A fn(x) > C;} = fn_l([Ci,—f-OO]) NA; € ‘A’
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para todo n > 1. Para n > 1 fixado, os conjuntos A7, ¢ = 1,...,k s@o dois
a dois disjuntos e:

k
fo = dixan;
i=1
os Lemas 2.3.2 e 2.2.3 nos dao entao:
k
(2.3.3) / fadp =" (A7),
X i=1
Note que para todo x € A; temos f(x) > ¢(z) = ¢; > ¢ e portanto, como
fn /' f, temos que A7 " A;. O Lema 1.4.48 nos dé entao:
lim_ (A7) = pu(A0);
n—oo

fazendo n — oo em (2.3.3) obtemos (veja Exercicio 1.5):

k
(2.3.4) lim fondp > Z ciu(A).
X i=1

n—oo

Como a desigualdade (2.3.4) vale para quaisquer c; € |0, ¢;|[, temos:

k
(2.3.5) i [ fad= (),
n—oo Jy =1 ’

para todom > 1, onde (¢} ,,,)m>1 ¢ uma seqiiéncia crescente (arbitrariamente
escolhida) em |0, ¢;[ que converge para ¢;. Fazendo m — oo em (2.3.5)
obtemos:

n—oo

k
im [ =Y et = [ o
X —1 X
o que prova (2.3.2) e completa a demonstragao. O

2.3.4. LEMA. Seja f : X — R uma funcdo e seja Y € A. Suponha que
fly € mensurdvel e nao negativa (pelo Lema 2.1.31 isso equivale a dizer que
Xy € mensurdvel e nio negativa). Entdo:

/deuz/xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Pela Proposigao 2.1.33 existe uma seqiiéncia (f)n>1
de fungoes simples mensuraveis f, : X — [0, +oo[ tal que f, / fx,. Como
cada f, é simples o Lema 2.2.2 nos da:

Anwzénww,

para todo n > 1. Obviamente f,|y 7 fly e (faxy) / (fXy)- A conclusao
segue portanto do Teorema 2.3.3 fazendo n — oo na igualdade acima. [J



2.4. DEFINICAO DA INTEGRAL: O CASO GERAL 57

2.3.5. COROLARIO. Se f : X — [0, +00] é uma fun¢ao mensurdvel entao:
[ ran< [ ran

DEMONSTRAGAO. Temos:

/deu—/xfxydué/deu,

onde na ultima desigualdade usamos o Lema 2.3.2. O

para todo Y € A.

2.3.6. LEMA. Sejam f : X — [0,+00], g : X — [0,+00] fung¢des men-
suraveis. Entao:

JGvaau= [ raws [ gan [ crau=c fan

para qualquer ¢ € [0, +00].

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 2.1.33 existem seqiiéncias (f)n>1,
(gn)n>1 de funcoes simples mensurdveis fp, : X — [0, +00[, gn : X — [0, +00]
tais que f, ' f e gn /' g. Como as fungdes f, e g, sdo simples, os
Lemas 2.2.4 e 2.2.8 nos dao:

/X(fn‘f‘gn)d/i:/xfndu-l-/Xgndu, /chndu:c/xfndu.

Temos (fn+9gn) /~ (f+9) e (cfn) / (cf) (veja Lema 1.1.8 e Exercicio 1.5).
A conclusao segue portanto do Teorema 2.3.3 fazendo n — oo nas igualdades
acima. N

2.4. Definicao da Integral: o Caso Geral

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espago de medida
(X, A, ). Dada uma funcdo mensuravel arbitrdria f : X — R entdo, como
vimos no Lema 2.1.21, temos f = f* — f~, onde a parte positiva f™ e a
parte negativa f~ de f sao fungoes mensuraveis nao negativas definidas em
X. Obviamente, se f j4 é ndao negativa entdo f™ = fe f~ = 0, de modo que
fX fdu = fX frdu — fX f~ dp. Em vista dessa observagao, introduzimos
a seguinte:

2.4.1. DEFINIGAO. Diremos que uma funcao f : X — R é quase inte-
grdvel quando f for mensuravel e a diferenca [, f*du — [ f~ du estiver
bem-definida, ou seja, quando fX ftdu < 400 ou fX f~dp < 400; nesse
caso, definimos a integral de f fazendo:

/deu—/Xqu—/deueR

Quando f é quase integravel e fX fdu € R (ou seja, se fX frfdu < +oc e
S + 7 dp < +00) entao dizemos que a fungao f é integrdavel.
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Como na Secao 2.3, introduzimos também a notacao alternativa:

/X £(@) du(z)

para a integral de f. Também, se Y € A e se f é uma funcio a valores em R
cujo dominio contém Y entao dizemos que f é quase integrdvel em Y (resp.,
integrdvel em Y') se a fungao f|y for quase integravel (resp., integravel) com
respeito a medida u|( Aly); quando f for quase integrével em Y, a integral
de f[y com respeito a medida p| 4, ) serd denotada por:

/fdu /f ) du(z

2.4.2. CONVENGAO. Seja X € M(R™) um subconjunto Lebesgue men-
surdvel de R" e seja f : X — R uma funcdo mensurdvel; como sempre (re-
corde Convengoes 2.1.3 e 2.1.11) assumimos que X é munido da o-algebra
M(R™)|x constituida pelos subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R" que
estao contidos em X. Nesse contexto, a menos de mencao explicita em
contrario, quando usamos os adjetivos quase integrdvel e integrdvel, suben-
tendemos que a o-dlgebra M(R"™)|x ¢ munida da (restrigdo da) medida
de Lebesgue m : M(R"™) — [0, +oc]. Quando for necessério enfatizar essa
convencao, diremos também que f é Lebesgue quase integrdvel ou Lebesque
integrdvel, dependendo do caso.

2.4.3. DEFINIGAO. Se X € M(R™) é um subconjunto Lebesgue men-
surdvel de R™ e se f : X — R é uma funcido quase integravel entdo a
integral de f com respeito a (restrigao a M(R")|x) da medida de Lebesgue
m serd chamada a integral de Lebesgue de f e serd denotada (seguindo as
notagoes anteriormente introduzidas) por [, fdm ou por [ f(x)dm(z).

2.4.4. NOTAGAO. Seja f : I — R uma funcio definida num intervalo

I C R. Dados a,b € I com a < b entao, se f for quase integravel no
intervalo [a, b], denotamos por:

/abfdmz/abﬂ:c)dm(x)

a integral de Lebesgue de f[, 4. Se b < a e se f é quase integrdvel em [b, a]
entao escrevemos:

[rone [ rima [

Se a € I, I é ilimitado a direita e f é quase integravel em [a, +o0o[ entao

denotamos por:
+o0o “+o0o

fdm = f(x) dm(z)

a integral de Lebesgue de fla +Oo[, escrevemos também:

“+oo
fam= [ f@)a ()dzef—/  dm.

—+00



2.4. DEFINICAO DA INTEGRAL: O CASO GERAL 59

Similarmente, se a € I, I é ilimitado a esquerda e f é quase integravel em
|—00, a] entao denotamos por:

i ;fdm -/ ;f@c) dim(z)

a integral de Lebesgue de f\],oo’a]; escrevemos também:

/aoofdm:/aOof(m)dm(m)d:ef—/_aoofdm.

Claramente a restricao de f ao intervalo degenerado [a,a] = {a} é uma
funcao simples integravel e:

[ ram= st @m({a}) - £ (@m(fa}) = 0.

2.4.5. LEMA. Seja f : X — R uma funcdo e seja Y € A. Entdo fly ¢
quase integrdvel se e somente se fxy € quase integrdvel; nesse caso:

/deuz/Xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.1.31, temos que f|y é mensuravel se e
somente se fx, €é mensuravel. Além do mais, temos:

(F)" =y, (fv)™ = f"lv,
(Fxy)t =FMxys (Fxy)” = xy
A conclusao segue entao das igualdades acima e do Lema 2.3.4. ([
2.4.6. LEMA. Sejam fi : X — [0,+00], fo : X — [0,400] fungies
mensuraveis nao negativas tais que a diferenca f = f1 — fo esteja bem-
definida (i.e., nao existe v € X com fi(z) = fa(x) = +00). Entao existe

uma fungdo mensurdvel nio negativa h : X — [0,+00] tal que fi = f+ +h
efo=f"+h.

DEMONSTRAGAO. Observe em primeiro lugar que f™ < fi. De fato, se
f(x) > 0entao fT(x) = f(z) = fi(z) — fo(z) < fi(z) e se f(z) < 0 entdo
fT(z) =0 < fi(z). Definimos h fazendo:

filz) — fH(z), sexc f1(R),
h(z) = fa(@), se x € f7(+00),
fi(x), sex € f1(—o00).
Claramente h é nao negativa; a mensurabilidade de h segue do Lema 2.1.13
e da Proposicao 2.1.19. Verifiquemos que f1 = f* +he fo = f~ + h. Para
r € f~1(R), temos:
@)+ hz) = fH (@) + filz) = fH(2) = fil2),
f@) +h(x) = (2) + filz) = [T (z) = filz) = f(z) = fa().
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Se x € f~!(+00) entdo:
fH(@) + h(x) = +oo = fi(z), [~ (2)+h(z) = h(z) = fa(2);
finalmente, se x € f~!(—o0):
fr@) +h(x) = h(z) = filz), [ (z)+h(z)=+oo= fo(z). O

2.4.7. PROPOSICAO. Sejam f : X — R, g : X — R funcdes quase
integrdveis e seja ¢ € R.

(a) Se as somas fX fdu—i—fx gdu e f+g estiverem bem-definidas entdao

a funcdo f+g € quase integravel e foJrgd,u = fodu+fngu.
(b) A fungio cf € quase integravel e [y cf dp=c [y fdp.

DEMONSTRACAO. Temos:
frg=U"=f)+@ —9) =T +g)—(f"+97)
pelo Lema 2.4.6 existe uma fun¢ao mensuravel h : X — [0, +0o0] tal que:
ffrgt=+9"+h f+g =(f+9) +h

O Lema 2.3.6 nos da:

(2.4.1) /){f*dqu/Xg*du:/X(f+g)+d/~c+/xhdu,
(2.4.2) /Xf‘dwr/xg‘du:/X(f+g)‘du+/xhdu-

Por definicao temos:

/deu—/xﬁdu—/deu, /ngu—/xfdu—/ngu.

A quase integrabilidade das funcgoes f e g juntamente com o fato que a
soma | xJdp+ J « 9dp estd bem definida implicam que o lado esquerdo de
pelo menos uma das igualdades (2.4.1) e (2.4.2) é finito. Isso implica que
a integral de h ¢ finita e que pelo menos uma das integrais [ (f + ¢)" dp,
fX(f + ¢g)~ dp é finita, ie., f + g é quase integravel. A demonstracdo do
item (a) é obtida entao subtraindo a igualdade (2.4.2) da igualdade (2.4.1).

Para demonstrar o item (b), consideramos primeiramente o caso que
¢ > 0. Nesse caso, usando o Lema 2.3.6, temos:

Jerrtan= [ erran=c [ sran

Jen au= [ eian=c[ 5 an
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Isso mostra que cf é quase integravel e fX cfdu = cfX fdu. Sec <O

temos:
+ o . _ _ _
Jerrtan= [ (a5 au=(=o) [ 1 an
— _ _ + — (_ +
Jerrdu= [ cortan= o [ rtan
o que completa a demonstragao do item (b). O

2.4.8. LEMA. Sejam f: X — R, g: X — R funcdes quase integrdveis.
Se f < g entio [y fdu < [y gdpu.

DEMONSTRAGAO. Verifica-se facilmente que f < g™ e f~ > ¢g—, donde,
pelo Lema 2.3.2:

/f*dué/fdu, /f_duz/g_du-
X X X X

A conclusao é obtida subtraindo as duas desigualdades acima. ([

2.4.9. LEMA. Dada uma funcao f : X — R, temos:

(a) se f € quase integrdvel entao f|y também é quase integrdvel para

todo Y € A;
(b) se X1,..., X, € A sao conjuntos dois a dois disjuntos tais que
X = Ule Xi, flx, € quase integrdvel parai =1,... k e tais que a
soma:
(2.4.3) fdu+ fdp+---+ fdu
Xl X2 Xk

estd bem definida entio f € quase integrdvel e [y fdu € igual a
soma (2.4.3).

DEMONSTRAGAO. Pelos Corolario 2.3.5 temos:

Lﬁwgéﬁw,ﬁfwgéfw,

o que prova o item (a). Passemos a prova do item (b). Temos:

f:fXXl+fXX2+"'+fXXk-

Pelo Lema 2.4.5, as fungoes fx . sdo quase integraveis e:

/Xifduz/XfXXiduy

parai=1,...,k. A conclusao segue da Proposicao 2.4.7. ([

2.4.10. LEMA. Se pu(X) = 0 entao [y fdu = 0 para toda fung¢io men-
surdvel f: X — R.
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DEMONSTRAGAO. Se ¢ : X — [0, +00] é uma fungao simples mensurédvel
entdo [y ¢du = 0, ja que ,u(dfl(c)) = 0, para todo ¢ € Im(¢). Dali, se f
é nao negativa entao fod,u = 0, ja que fngd,u = 0 para toda funcao
simples mensuravel nio negativa ¢ < f. Finalmente, se f : X — R é uma
funcdo mensurdvel arbitraria entdo [, f*du = [ f~du = 0 e portanto
fX fdu=0. ]

2.4.11. CororLARIO. Se X' € A € tal que (X \ X') = 0 entdo uma
fun¢ao mensurdvel f : X — R € quase integrdvel se e somente se f|x: é
quase integrdvel e nesse caso fX fdu= fX' fdu.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.4.10 temos fX\X, fdp=0. A conclusao
segue do Lema 2.4.9, ja que:

/dep:/X/fdqu/X\X/fdp. O

A seguinte terminologia é extremamente conveniente:

2.4.12. DEFINICAO. Dizemos que uma propriedade PP referente a pontos
do espago de medida X é vélida quase sempre (ou em quase todo ponto
de X) se existe um conjunto X’ € A tal que u(X \ X’) = 0 e tal que a
propriedade P ¢ valida em todos os pontos de X’'. Dizemos também que a
propriedade P é satisfeita q.s. (ou p-q.s.).

2.4.13. COROLARIO. Sejam f : X — R, g : X — R funcées men-
surdveis. Se f = g quase sempre entao [ € quase integrdvel se e somente se
g € quase integrdvel e, nesse caso, [y fdu= [y gdp.

DEMONSTRAGAO. Por hipdtese existe X' € A tal que u(X \ X') =0e
flx = g|x'- A conclusao segue do Corolério 2.4.11, ja que:

/deu=/X/fdu:/X,gdu:/ngu- O

2.5. Teoremas de Convergéncia

No que segue, (X, A, 1) denota sempre um espago de medida.
2.5.1. TEOREMA (da convergéncia monotonica). Seja (fn)n>1 uma se-

qiiéncia de funcoes mensurdveis fp, : X — R e seja f: X — R uma fungdo
mensurdavel. Suponha que f1 € quase integrdvel. Entao:

(a) se [y fidu > —co e fr, 2 f q.s. entio f e fy sio quase integrdveis
para todon > 1 elimpy oo [y fodp = [y fdu;

(b) se [y fidp < +oo e frn \( f q.5. entao f e f, sio quase integrdveis

para todo n > 1 e limy, o0 fX fndu = fX fdu.

DEMONSTRACAO. E suficiente provar o item (a), ja que o item (b) se-
gue do item (a) trocando f, por —f, e f por —f. Em primeiro lugar,
como fX fidp > —oo, segue do resultado do Exercicio 2.19 que f; > —oo
quase sempre; existe portanto um subconjunto mensurdvel X’ de X com
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complementar de medida nula tal que fi(z) > —o0 e f,(x) » f(z), para
todo x € X’. Em vista do Coroldrio 2.4.11, é suficiente mostrar a tese do
teorema para as restricoes a X’ das funcoes em questao. Para cada n > 1,
defina g, : X’ — [0, +o0] fazendo g,(x) = fu(z) — fi(z), se fi(z) < 400 e
gn(z) = 0, se fi(z) = +oo; dai g, é mensurdvel e f, = g, + fi. De modo
andlogo, definimos g : X’ — [0, +00] mensuravel com f = g+ f1. Dai g, g
e portanto o Teorema 2.3.3 nos da:

(2.5.1) lim [ gndp= / gdp.

X/ X/

n—oo

Note que como [y, fidy > —oo e [y, gndp > 0, o item (a) da Propo-
sicao 2.4.7 nos diz que f, = gn + f1 € quase integravel e:

(2.5.2) fndu = / gn dp + / f1d;

X’ X/ X’
similarmente, f é quase integravel e [y, fdu = [y, gdu+ [y fidu. A
conclusao é obtida agora fazendo n — oo em (2.5.2) e usando (2.5.1). O

2.5.2. PROPOSIGAO (Lema de Fatou). Seja (fn)n>1 uma seqiéncia de
funcoes mensurdveis f, : X — R. Entdo:
(a) se existe uma funcdo quase integrdavel ¢ : X — R tal que fp, > ¢
g.s. para todon > 1 e fX ¢odu > —oo entao fn € quase integrdvel
para todo n > 1, liminf, . f,, € quase integrdvel e:

/ liminf f, dp < lim inf/ fn du;
X n—oo X

n—o0

(b) se existe uma funcdo quase integrdvel ¢ : X — R tal que f, < ¢
q.s. para todon > 1 e fX odu < 400 entao fn € quase integrdvel
para todo n > 1, limsup,,_,.. fn € quase integravel e:

limsup/ fodu < / lim sup f, du.
n—00 X X n—oo

DEMONSTRACAO. B suficiente mostrar o item (a), ja que o item (b)
segue do item (a) trocando f, por —f, e ¢ por —¢. Em primeiro lugar, a
quase integrabilidade das fungoes f,, segue do resultado do Exercicio 2.20.
Para cada n > 1 seja g, = infy>, fr. Dal g, > ¢ q.s., de modo que g, ¢é
quase integravel e fX gn dp > —o0; além do mais, g, < fi para todo k > n

e portanto:
/ gndp < inf/ Jre dp.
X k>n Jx
Claramente g, / (liminfy_, fx) e portanto a conclusao segue do item (a)
do Teorema 2.5.1, fazendo n — oo na desigualdade acima. ([

2.5.3. NOTAGAO. Se (fy)n>1 ¢ uma seqiiéncia de fungoes f,, : X — R
e f: X — R é uma fungio entdo escrevemos f, — f quando (fn)n>1
convergir para f pontualmente, i.e., lim,_,~ fn(x) = f(z) para todo = € X.
Se (X, A, u) é um espago de medida, escrevemos f, — f q.s. quando a
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seqiiéncia (fy,)n>1 converge para f pontualmente quase sempre, i.e., se existe
X" € A tal que u(X \ X') = 0 e tal que lim,, o fr(xz) = f(z) para todo
xe X'

2.5.4. TEOREMA (da convergéncia dominada). Seja (fn)n>1 uma se-
qiiéncia de funcoes mensurdveis f, : X — R tal que f, — f ¢.s., onde
f: X — R é uma funcdo mensurdvel. Se existe uma funcdo integrdvel
¢ X —[0,400] tal que |fn| < & q.s. para todo n > 1 entao f,, € integrdavel
para todo n > 1, f € integrdavel e:

lim fodu = / fdu.

DEMONSTRAGAO. A integrabilidade das funcoes f,, f segue das desi-
gualdades |f,| < ¢ q.s. e |f|] < ¢ q.s. e do resultado do Exercicio 2.20.
Como —¢ < f, < ¢pq.s.paratodon > 1e fX o dp € R, estamos dentro das
hipoteses de ambos os itens da Proposicao 2.5.2 e portanto:

/ fdu= / liminf f, du < liminf/ fndu < limsup/ fndu
X x n—oo n—oo  fy n—oo X

< / limsup f, dp = / fdu.
X n—oo X
Logo limy o0 [ fndp = [y fdp. O

2.5.5. PROPOSIGAO. Sejam Y um subconjunto de R™, yo € R™ um ponto
de acumulagdo deY e f : X xY — R uma funcgao tal que:

e para todo y €Y, a fungio X > x — f(x,y) € R € integravel;

e para todo x € X o limite lim,_,,, f(z,y) existe em R;

o existe uma fungdo integrdvel ¢ : X — R e uma vizinhanga V' de yo
em R™ tal que |f(x,y)| < ¢(x), para todo x € X e todoy e VNY
com y % yo.

Entao, a fungao X > x — limy_y, f(z,y) € R € integrdvel, o limite
limy .y, [y f(z,y) du(x) existe e:
fim [ S dn() = [ Jim ) dua).

Y—Yo X Y—7Yo

DEMONSTRAGAO. Considere a aplicacao g : Y — R definida por:

o) = [ ) duta),
para todo y € Y e a aplicagdo h : X — R definida por:
h(z) = li
(w) = lim f(z,y),

para todo x € X. Devemos mostrar que h ¢é integriavel e que o limite
lim,_,,, g(y) existe e é igual a integral de h. Seja (y,),>1 uma seqiiéncia
em Y com y, # yo para todo n > 1 e lim,_o Yy = yo. Para cadan > 1,
considere a funcao f, : X — R definida por f,(z) = f(z,yn), para todo
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r € X. Temos que f, é integravel, para todo n > 1 e que f,, — h. Para
n suficientemente grande temos y, € V e portanto |f,| < ¢. Segue do
Teorema 2.5.4 que h é integravel e que:

[t [ =t o)
X

n—oo

Como (yn)n>1 é uma seqiiéncia arbitraria em Y \ {yo} convergindo para yo,
segue que limy .y, g(y) = [y hdp. O

2.5.6. COROLARIO. Seja Y um subconjunto de R", yo um ponto de Y e
f: X XY = R uma funcgdo tal que:

e para todo y €Y, a funcio X 3 x — f(x,y) € R € integravel;
e para todo x € X, a funcao Y > y — f(x,y) € R € continua no

ponto yo;
o existe uma fungdo integrdvel ¢ : X — R e uma vizinhanca V' de yo

em R™ tal que |f(x,y)| < ¢(x), para todo x € X e todoy e VNY
com y # yo-
Entdo, a fungio Y 3y [ f(z,y)du(z) € R € continua no ponto yo.

DEMONSTRAGAO. Se yo é um ponto isolado de Y entdo nao ha nada
para ser mostrado, j& que toda fungdo é continua em pontos isolados de seu
dominio. Se yg é um ponto de acumulagao de Y, a Proposi¢ao 2.5.5 nos da:

lim f(w y) dp(z) = / lim f(z,y)du(z / f(z,y0) dp(w),

Y=o X Y=Y

0 que completa a demonstragao. (I
2.5.7. PROPOSIGAO. Sejam I C R um intervalo com mais de um ponto,

yo um ponto de I e f: X x I — R uma funcdo tal que:

e para todo y € I, a fungio X > x — f(x,y) € R € integravel;
e para todo x € X, a fungao I >y f(x,y) € R € derivdvel;
e cxiste uma funcdo integrdavel ¢ : X — R e e > 0 tal que:

oL o) < o),

para todo x € X e todoy € I Nyy — &,yo + €] com y # yo.
Entio a fungio I 3y — [y f(z,y)du(z) € R € derivdvel no ponto yo, a
funcao X > x — 8f (a: yo) € R € integrdvel e:

dyyyo/fwydu /8wyodu()

DEMONSTRAGAO. Considere a funcao g : I — R definida por:

M%M=Aﬂ%ww@%
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para todo y € I. Dado h # 0 com yy + h € I entdo:

(253) 9(yo + h})L —9(%) _ /X S, yo + h})L — @ 30) 4,
Obviamente:
(2.5.4) lim L@ Y0 1) = f@yo) _OF

h—0 h oy

para todo z € X. Se h # 0, yo + h € I e |h| < ¢ entdo o Teorema do Valor
Médio nos da:

x,y0+ h) — f(z, 0
(2.5.5) fz vt 1) — f(zvo) ‘ = ‘—f(w, Yo + 0h)| < é(),
h dy
onde 0 € )0, 1[. A conclusao segue da Proposicao 2.5.5 e de (2.5.4) e (2.5.5),
fazendo h — 0 em (2.5.3). O

2.6. Riemann x Lebesgue

No que segue usaremos sistematicamente a terminologia e notacao intro-
duzidas nas Definigoes 1.3.1 e 1.3.2. Introduzimos mais alguma terminologia
sobre particoes e blocos.

2.6.1. DEFINIGAO. Seja B um bloco retangular n-dimensional tal que
|B| > 0 e seja P = (P,...,P,) uma parti¢do do bloco B. Uma parti¢ao
Q = (Q1,...,Qn) de B ¢é dita um refinamento de P se Q; D P;, para
i=1,...,n. A norma da particao P, denotada por ||P||, é definida como o
maximo dos didmetros dos sub-blocos de B determinados por P.

Claramente se uma particao () refina uma particao P entao todo sub-
bloco de B determinado por @ estd contido em algum sub-bloco de B de-
terminado por P.

No que segue, consideramos fixado um bloco retangular n-dimensional
B com |B| > 0 e uma funcao limitada f: B — R.

2.6.2. DEFINIGAO. Se P é uma particao de B entao a soma inferior de
Riemann de f com respeito a P é definida por:

s(f:P) = _inf f(b) o],
beP
e a soma superior de Riemann de f com respeito a P é definida por:
S(f;P) =) sup f(b)]o].
beP
Obviamente:
(2.6.1) s(f; P) < S(f; P),
para toda particao P de B.
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Nos consideramos as seguintes fungoes mp : B - R, Mp : B — R
associadas a uma particao P de B:

mp = Z inff(b) Xint(b) Mp = Z sup f(b) Xint(b)*

beP beP
Mais explicitamente, dado = € B, se x pertence ao interior de algum sub-
bloco b de B determinado por P entao o valor da fungao mp (resp., da
funcao Mp) no ponto z é igual ao infimo (resp., o supremo) de f no bloco b;
se x pertence a fronteira de algum sub-bloco de B determinado por P entao
mp(x) = Mp(xz) = 0. Obviamente mp e Mp sdo fungoes simples Lebesgue
integraveis e:

(2.6.2) /Bmpdm:s(f;P), /BMpdm:S(f;P),

j& que m(int(b)) = m(b) = |b|, para todo b € P (vide Coroldrio 1.4.8).
Temos:
(2.6.3) inf f(B) < mp(z) < f(z) < Mp(x) < sup f(B),
para todo x € U int(b);
beP
como a unido das fronteiras dos blocos b € P tem medida nula, segue que as

desigualdades em (2.6.3) valem para quase todo € B. Se () é uma particao
de B que refina P entao afirmamos que:

(2.6.4) mp(x) <mg(x), Mqg(x) < Mp(xz), paratodox € U int(b);
be@Q

de fato, se = € irit(b), para algum bloco b € @ entdo b estd contido em

algum bloco b’ € P, donde int(b) C int(b’) e portanto:
mp(z) = inf f(b') < inf f(b) = mg(x),
Mg(x) = sup f(b) < sup f(b') = Mp(x).

2.6.3. LEMA. Dadas particées P e () de B, se Q) refina P entdo:

s(fiP) <s(f;Q), S(f;Q) <S(f;P).

DEMONSTRAGAO. Note que as desigualdades em (2.6.4) valem para qua-
se todo x € B. Basta entao usar integragao e as igualdades (2.6.2). O

2.6.4. COROLARIO. Para quaisquer particoes P e Q de B temos:
s(f; P) < S(f;Q).
DEMONSTRAGAO. Se P = (P1,...,P,) e Q@ = (Q1,...,Qn), denotamos
por P U Q a partigao de B dada por PUQ = (PLUQq,..., P, UQy,); dai

PUQ refina tanto P como Q. Usando o Lema 2.6.3 e a desigualdade (2.6.1)
obtemos:

s(f; P) <s(f;PUQ) <S(f;PUQ) < S(f;Q). O
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2.6.5. DEFINIGAO. A integral inferior de Riemann e a integral superior
de Riemann de uma funcao limitada f : B — R sao definidas respectiva-
mente por:

(R)/ f =sup {s(f;P) : P particao de B},

(R)/_ f=inf {S(f;P): P particdo de B}.

Quando a integral inferior e a integral superior de f coincidem dizemos que
f é Riemann integrdvel e nesse caso a integral de Riemann de f é definida

por:
(R)/f:(R)/_f:(R)/_f.

Note que o Corolario 2.6.4 implica que:

(R)/_f<(R)/_f.

Vamos agora determinar condigoes necessérias e suficientes para que uma
funcao f seja Riemann integravel e vamos comparar a integral de Riemann
de f com a integral de Lebesgue de f.

Consideraremos as fungées m : B — R, M : B — R definidas por:

m(z) =sup inf f(y), M(z)=inf sup f(y),
yeB 6>0 yeB

>0
d(y,z)<é d(y,x)<d

para todo x € B. Claramente:
(2.6.5) inf f(B) < m(z) < f(x) < M(x) < sup f(B),
para todo = € B.

Temos o seguinte:

2.6.6. LEMA. Dado © € B entao m(x) = M(x) se e somente se f ¢
continua no ponto x.

DEMONSTRACAO. Suponha que f é continua no ponto x. Dado € > 0
entao existe 0 > 0 tal que f(x) —e < f(y) < f(z) +e¢, para todo y € B com
d(y,z) < 0. Dat:

inf f(y) = f(x)—e,  sup f(y) < f(z)+e,

yeB yEB

d(y,xr)<d d(y,z)<d
e portanto:
fx)—e<m(z) < M(z) < f(z) +e.

Como € > 0 é arbitrério, segue que m(x) = M (z). Reciprocamente, suponha
que m(z) = M(x); dai, por (2.6.5), temos m(z) = f(z) = M(x). Portanto,
para todo € > 0, existem &1, d2 > 0 tais que:

inf W) >f@)—e  sup fly) < flo)+e

yeB
d(y,z)<d1 d(y,x)<d2
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Tome ¢ = min{dy,d2} > 0; dai, para todo y € B com d(y,z) < d, temos:
f(z) —e < fly) < f(z) +e,

0 que prova que f é continua no ponto x. ([
Se P é uma particao de B, observamos que:
(2.6.6) mp(z) <m(z), M(z) < Mp(z), paratodoz € U int(b);
beP
de fato, basta observar que se x pertence ao interior de um bloco b € P

entao existe & > 0 tal que a bola de centro x e raio § estd contida em b e
portanto:

mp() = inf f(y) < inf f(y) < m(z),

yeb yeEB
d(y,z)<d
M(z) < sup f(y) <sup f(y) = Mp(z).
yeB y€Eb
d(y,x)<d

Além do mais, temos o seguinte:

2.6.7. LEMA. Se (Py)r>1 € uma seqiéncia de particoes do bloco retan-
gular B tal que ||Py|| — 0 entdo mp, — m ¢.s. e Mp, — M q.s..

DEMONSTRAGAO. Seja A a unido das fronteiras de todos os sub-blocos
de B determinados por todas as particoes Py; como a quantidade de blocos
em questao é enumeravel, temos que A tem medida nula. Sejax € B, x ¢ A,
vamos mostrar que mp, () = m(z) e Mp, (x) - M(x). Seja dado € > 0.
Temos que existem d1, 0o > 0 tais que:

inf fy)>m(z)—e,  sup fly) <M(z)+e.

yeB
d(y,x)<d1 d(y,x)<62

Seja ko tal que || Px|| < min{dy,d2}, para todo k > kg. Vamos mostrar que:
(2.6.7) mp,(x) >m(z) —e, Mp(z) < M(x)+e,

para todo k > ko. Fixado k > kg, seja b € P, tal que x pertence ao interior
de b. Como o diametro de b é menor que min{dy, d2}, temos que b estd
contido na bola de centro x e raio d; e na bola de centro x e raio do, de
modo que:

mp,(z) =inf f(y) = inf f(y) > m(z) e,
y€Eb yeB

d(y7$)<51
Mp,(z) =sup f(y) < sup f(y) < M(z) +e,
yeb yeB
d(y,z)<d2

provando (2.6.7). Usando (2.6.6) e (2.6.7) concluimos agora que:
m(z) —e <mp,(x) <m(z), M(z)<Mp (z) < M(z)+e,

o que completa a demonstracao. O
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2.6.8. COROLARIO. As funcoes m e M sdo Lebesque integrdveis e:

/Bmdm:(R)/_f, /BMdm:(R)/_f.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.6.7 e do resultado do item (c) do
Exercicio 2.8 que as fungdes m e M sado mensuraveis. Seja agora (Pg)r>1
uma seqiiéncia de particoes de B tal que:

(2.6.8) Jim s(f; Py) = / f-

Podemos refinar cada particao Py de modo que ||Pg|| — 0; o Lema 2.6.3
garante que a condicao (2.6.8) continua satisfeita. Como o bloco B tem me-
dida finita, qualquer fun¢ao constante finita definida em B é integravel; logo,
as desigualdades em (2.6.3) implicam que a seqiiéncia de fungoes (mp, )r>1
satisfaz as hipdtese do Teorema da Convergéncia Dominada. Usando o Le-
ma 2.6.7 e as identidades (2.6.2) obtemos entao:

lim s(f; Py) = hrn/mpkdm /mdm

k—o00

De modo totalmente andlogo, mostra-se que a integral de Lebesgue de M é
igual a integral superior de Riemann de f. U

Estamos em condicGes agora de provar o resultado principal desta secao.
2.6.9. PROPOSIGAO. Seja B um bloco retangular n-dimensional com
|B| >0 e seja f: B— R uma fungdo limitada. Entao:

(a) f € Riemann integrdavel se e somente se o conjunto das desconti-
nuidades de f tem medida nula;
(b) se f é Riemann integrdvel entdo f € Lebesgue integrdvel e:

/dem:(R) 3

DEMONSTRAGAO. Em vista do Corolério 2.6.8, f é Riemann integrével

se e somente se:
/ mdm = / M dm.
B B

Como m < M, o resultado do Exercicio 2.22 implica que f é Riemann
integravel se e somente se M = m quase sempre. O item (a) segue portanto
do Lema 2.6.6. Passemos & demonstragao do item (b). Suponha que f é
Riemann integravel. Entdao M = m quase sempre e de (2.6.5) segue que
m = f = M quase sempre. O resultado do item (b) do Exercicio 2.8 implica
entao que f é mensuravel; além do mais:

/dem:/Bmdm:(R)/_f:(R)/f. O
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2.6.1. A integral imprépria de Riemann. Na Defini¢ao 2.6.5 intro-
duzimos a nogao de integral de Riemann para fungoes limitadas definidas
em blocos retangulares. A nogao de integral de Riemann pode ser estendida
para contextos mais gerais, envolvendo func¢oes nao limitadas definidas em
dominios nao limitados. Tais extensoes sao normalmente conhecidas como
integrais improprias de Riemann e sao definidas através de limites de inte-
grais proéprias (i.e., integrais de fungdes limitadas em conjuntos limitados).

2.6.10. NOTAGAO. Seja [a,b] C R um intervalo com a < b. Se f é uma
funcdo a valores reais definida num conjunto que contém [a,b] e se f|[, 4 €
limitada e Riemann integravel entao a integral de Riemann de f |[a7b] serd

denotada por:
b
(R) / I

2.6.11. DEFINIGAO. Seja f : [a,+oo[ — R uma fungao tal que para
todo u € Ja,4o00[, a restrigdo de f ao intervalo [a,u] é limitada e Riemann
integravel. A integral impropria de Riemann de f é definida por:

—+00 u
(R)/ f=lim ®[ f,

U— 00

desde que o limite acima exista em R. Quando esse limite é finito, dizemos
que a integral imprépria de f é convergente.

2.6.12. PROPOSIGAO. Seja f : [a,+oo[ — R uma funcgdo tal que para
todo u € |a,+o0[, a restrigio de f ao intervalo [a,u] é limitada e Riemann
integrdvel. Entdao f € mensurdvel. Além do mais, se f € Lebesgue quase
integrdvel entdo a integral imprdpria de Riemann de f existe em R e:

(2.6.9) (R) / o f= / = fdm.

DEMONSTRAGAO. Seja (up)p>1 uma seqiiéncia arbitraria em |a, +oo] tal
que u, — +00. Pela Proposi¢ao 2.6.9, a restri¢ao de f ao intervalo [a, u,] é
Lebesgue integravel e:

(2.6.10) / fdm=(®) 1
para todo n > 1. Obviamente:

i fXpy = /3

n—oo

como f X{a,un] ¢ mensuravel para todo n > 1, concluimos que f é mensuravel.
Em vista de (2.6.10), para mostrar (2.6.9), é suficiente mostrar que:

(2.6.11) lim / fdm= /+OO fdm,

n—oo

para toda seqiiéncia (uy),>1 em ]a,+oo][ com u, — +oo. Verifiquemos
(2.6.11) primeiramente no caso em que f é nao negativa. Pelo Lema de
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Fatou, temos:
“+o0o +0o0 “+o0o
fdm= liminf fx dm < liminf fx dm
a a n—oo [azun] n—oo a [avun]

- liminf/ " fdm.

n—o0

Por outro lado, [ fdm < fa+°° f dm para todo n > 1, donde:

+00 Un Un +00
/ fdm < lirginf fdm < limsup/ fdm < / fdm,

a n—oo
provando (2.6.11) no caso f > 0. Em geral, se f : [a,+0oo[ — R é uma
funcao quase integravel qualquer entao (2.6.11) é satisfeita para f™ e f~,
ou seja:

Un, +oo Un, +oo
lim f+dm:/ f*dm, lim / f- dm:/ f~ dm;

n—oo a

a conclusao é obtida subtraindo as duas igualdades acima. ([

Resultados analogos aos da Proposicao 2.6.12 podem ser mostrados pa-
ra outros tipos de integrais impréprias de Riemann (por exemplo, integrais
de fungoes ilimitadas em intervalos limitados). O passo central da demons-
tragao de tais resultados é dado pelo resultado do Exercicio 2.29. Note, por
exemplo, que o resultado desse exercicio pode ser usado para justificar a
igualdade (2.6.11) na demonstragao da Proposigao 2.6.12.

2.6.13. EXEMPLO. E possivel que uma funcéo f : [a, +00] — R admita
uma integral impropria de Riemann convergente mas nao seja Lebesgue
quase integrdvel. Considere a fungao f : [0, +00[ — R definida por:

sen

f(ZC) - T )
para z > 0 e f(0) = 1. Temos que f ¢ continua e portanto f|j, ¢ limitada
e Riemann integravel para todo u € ]0,+oc[. Temos que f se anula nos
pontos kw, com k inteiro positivo, f é positiva nos intervalos da forma
|km, (k + 1)7[ com k inteiro positivo par e f é negativa nos intervalos da
forma |km, (k + 1)7[ com k inteiro positivo impar. Para cada inteiro k > 0,

seja:
(k+1)m
ap = / |f|dm > 0.
k

™
Em vista do resultado do Exercicio 2.14 temos:

400 o +o0 o
(2.6.12) / frdm= )" a, / frdm= > a.
0 k=0 0 k=1
k par k impar

Além do mais:

nmw n—1
[ ram =31
0 k=0
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e portanto:
nm n—1 o)
. T Nk _ _1\k
nl;ngo ; fdm—nlin;o];)( 1)%ay, kZO( 1)*ag.

Fagamos algumas estimativas sobre os nimeros ay. Para x € [kr, (k+ 1)7],
temos ‘%‘ < % e portanto:

1
ap, < —((k+1)m —km) = —,
b= g (k4 Dm = k) =
para todo k > 1. Segue que a; — 0. Vamos mostrar que a seqiiéncia (ax)x>0
¢é decrescente. Temos:

(k+2)m (k+1)7
- / senx‘ dm(z) / sen(z + ) ’ dm(z)
(k+1)m z kw T+
(D7 sen (E+D™ | sen
_ < _ .
—/IM . 7r‘dm(ac)/k7r . ’ m(x) = ag;

a segunda igualdade acima pode ser justificada fazendo a mudanca de va-
(k+2)m ‘ senx

k+1)m T

resultado do Exercicio 2.16 e o fato que a funcao x — x + m preserva medida

(veja Lema 1.4.10 e Definigao 2.1). Como a seqiiéncia (ag)r>0 ¢ decrescente
e tende a zero, segue do critério de Dirichlet (ou critério da série alternada)
que a série 32 o(—1)kay converge; defina:

ridvel y = x — 7 na integral de Riemann (® [, ( } dx ou utilizando o

Z(—l)kak =LeR.
k=0

Vamos mostrar agora que:
u
(2.6.13) ugl}rloo/o fdm=L.

Dado € > 0, temos que existe ng tal que:

n

€
‘L - Z(—l)kak’ < 5

k=0

para todo n > ng. Podemos escolher ng também de modo que:

€
an<§,

para todo n > ng. Dado u € R, u > ngw, seja n > ng o maior inteiro tal
que n < u; dai nr <u < (n+ )7 e:

u (n+1)m (n+1)m n (n+1)m
/ fdm:/ fdm—/ fdm:Z(—l)kak—/ fdm.
0 0 U

k=0 uw
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Dai:
‘L - /Du fdm‘ < (L - i(_nkak‘ + ] /(n+1)7r fdm‘
k=0 u

n
< ‘L - Z(—l)kak‘ +ap, <e,
k=0
para todo u > ngm. Isso prova (2.6.13). Concluimos entao que:

+oo
(R)/ f=LekR.
0

Vamos agora mostrar que f nao é Lebesgue quase integravel. Para isso,
fazemos uma estimativa inferior para os nimeros a;. Dado um inteiro k > 0
entao, para kr + § <z < (k+ 1)m — § temos:

V2 ’sen:c’>\/§ 1

>
|sen x| > 5 .

2 (k+1)n’
e portanto:

(k+1)7 (ke Dm=F oo Vo1
= dm > ‘ d > —
O /M e 1) 2 e

Segue que as séries em (2.6.12) sdo divergentes e portanto:

+oo +oo
/ frdm = 400 = £~ dm.
0 0

Logo f nao é Lebesgue quase integravel.
No Exercicio 2.32 pedimos ao leitor para computar explicitamente o valor
da integral imprépria de Riemann (®) f0+°° f da fungéo f do Exemplo 2.6.13.

2.7. Mais sobre Convergéncia de Seqiiéncias de Fungoes

Recorde que, dado um conjunto X, uma seqiiéncia (fy,),>1 de fungoes
fn: X = R e uma fungio f : X — R, dizemos que (fn)n>1 converge
pontualmente para f e escrevemos f, — f quando lim, . fn(z) = f(x),
para todo x € X. Se as fungoes f, e f tomam valores em R, isso significa
que para todo = € X e todo & > 0, existe ng > 1 (possivelmente dependendo
de z) tal que |f,(z) — f(x)| < e, para todo n > ng; dizemos que (fy)n>1
converge uniformemente para f e escrevemos f, — f, se para todo & > 0
existe ng > 1 tal que |f,(z) — f(z)| < e, para todo n > ng e todo = € X.
Alternativamente, temos que (fy)n>1 converge uniformemente para f se:

lim sup |f,(z) — f(z)| = 0.

Obviamente convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual.

Em teoria da medida, estamos em geral mais interessados em conceitos
que desprezem tudo aquilo que ocorre em conjuntos de medida nula. Recorde
que se (X, A, pu) é um espaco de medida e se (f,)n>1 € uma seqiiéncia de
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fungdes f,, : X — R, entdo dizemos que (fy,)n>1 converge para f: X — R
pontualmente quase sempre e escrevemos f, — f q.s. quando existe X' € A
tal que u(X\X’") =0 e lim, o fn(z) = f(x), para todo x € X'. Precisamos
agora de uma versao da nocao de convergéncia uniforme que ignore conjuntos
de medida nula. Temos a seguinte:

2.7.1. DEFINIGAO. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, (fy)n>1 uma
seqiiéncia de fungoes f, : X — R e f: X — R uma fungao. Dizemos que
(fn)n>1 converge para f uniformemente quase sempre e escrevemos fy, = f
q.s. se existe X’ € A tal que pu(X \ X’) =0 e tal que fo|x: — flx’.

Evidentemente, convergéncia uniforme quase sempre implica em con-
vergéncia pontual quase sempre.

2.7.2. EXEMPLO. Seja (A;)n>1 uma seqiiéncia de subconjuntos de R de
medida nula e seja (f,),>1 a seqiiéncia de fungoes f, : R — R definida
por fn = X, , para todo n > 1. Temos que (fn)n>1 converge uniforme-
mente quase sempre para a funcdo nula. De fato, tomando A = |J,2, A,
entao A tem medida nula e todas as funcées f,, sao identicamente nulas no
complementar de A.

2.7.3. EXEMPLO. Seja (fn)n>1 a seqiiéncia de funcoes f, : [0,1] — R
definida por f,(z) = 2", para todo n > 1 e todo = € [0,1]. Temos que
(fn)n>1 converge pontualmente para a funcao f = x - Vamos determinar

para quais subconjuntos S de [0, 1] tem-se f,|s — f|g. Temos:

sex =1,
se z € [0, 1].

fnl@) = (@) = {2

Dai, se S C [0, 1] nao esta contido em {1}, temos:

sup | fu(x) — f(2)] = sup o™ = [sup (S\ {1})]".
x€S zeS\{1}

Logo fnls — f|s se e somente se 1 ndo é um ponto de acumulacao do con-
junto S. Concluimos que nao é o caso que (fy)n>1 converge uniformemente
quase sempre para f; de fato, se S C [0,1] é tal que f,|s — f|s entdo
[0,1] \ S contém um intervalo da forma |1 —¢,1[, ¢ > 0, e em particular o
conjunto [0, 1] \ S nao tem medida nula. Note, no entanto, que para todo
e > 0 a seqiliéncia (fy)n>1 converge uniformemente para f em [0,1 — €.

Os Exemplos 2.7.2 e 2.7.3 ilustram que a definicao de convergéncia uni-
forme quase sempre nao é tao interessante. A seguinte definicdo é mais
interessante.

2.7.4. DEFINIGAO. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, (fy)n>1 uma
seqiiéncia de fungoes f, : X - R e f: X — R uma fungdo. Dizemos que
(fn)n>1 converge para f quase uniformemente e escrevemos f, LN f se
para todo £ > 0 existe A € A tal que p(A) < e e folac — f|ac.

Evidentemente, convergéncia uniforme quase sempre implica em con-
vergéncia quase uniforme.
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2.7.5. EXEMPLO. A seqiiéncia (fy)n>1 do Exemplo 2.7.3 converge quase
uniformemente para f, mas ndo converge uniformemente quase sempre.

2.7.6. LEMA. Sejam (X, A, p) um espaco de medida, (fn)n>1 uma se-
giéncia de fungoes f, : X — R e f: X — R uma fungao. Se f, LN
entao fn, — [ pontualmente quase sempre.

DEMONSTRAGAO. Para todo k > 1, existe Ay C X mensurdvel com
w(Ag) < % tal que (fn)n>1 converge uniformemente para f em Af. Dai
lim,, 00 fn(x) = f(z) para todo x € [ Jg—; AS; mas:

Y- ()

e obviamente u( Nrey Ak) = 0. Logo (fn)n>1 converge para f pontualmente
quase sempre. U

Para espacos de medida finita, temos o surpreendente fato de que a
reciproca do Lema 2.7.6 é valida.

2.7.7. TEOREMA (Egoroff). Seja (X, A, 1) um espago de medida e sejam
(fr)n>1 uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis fr, : X - Re f: X - R
uma fung¢ao mensurdvel. Se p(X) < +oo e f, — f pontualmente quase
sempre entao f LN f-

DEMONSTRAGAO. Se x € X é tal que lim,,_,o fn(z) = f(x) entdo para
todo k > 1 existe ng > 1 tal que |fn(2) — f(z)| < £, para todo n > ng; em
outras palavras, para todo k > 1, x pertence ao conjunto:

(o] oo
(2.7.1) U N veX:|faw-fw)| <t}
no=1n=ng
Como f, — f q.s., vemos que o complementar de (2.7.1) tem medida nula,
para todo k > 1; esse complementar é igual a:

N U ex:lhw-rwl =1

no=1n=ng

Temos que a seqiiéncia de conjuntos (J,~,, {y e X:|fuly) — fly)| > %

(indexada em ng) é decrescente e portanto, como u(X) < 400, temos (Le-
ma 1.4.48):

@72)  lmop( | yeX:[f)-1w)]=1}) =0

Seja € > 0 fixado. De (2.7.2), segue que para cada k > 1 podemos encontrar
ng > 1 tal que p(Ag) < 55, onde:

Av= U lyeX:|falv) - F0)] = 1}

n=nig
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Seja A = Upo; Ag; temos p(A) < 372 p(Ay) < e. Afirmamos que (fp)n>1
converge uniformemente para f em A°. De fato, para todo k& > 1 e todo
x € A° temos que = ¢ Ay, o que significa que |f,(x) — f(z)| < %, para todo
n > ng. Isso completa a demonstracao. O

2.7.8. EXEMPLO. Seja (fn)n>1 a seqiiéncia de fungoes f, : R — R defi-

nida por:
x

fn(x) =

n
para todo x € R e todo n > 1. Temos que (fy)n>1 converge pontualmente
para a funcao nula. Dado S C R, entéao:

1
sup ‘fn(x)| = —sup |z|,
z€S n xes

donde (fy)n>1 converge uniformemente para a fungao nula em S se e somente
se o conjunto S ¢é limitado. Mas se A C R tem medida finita entao S = A°
nao pode ser limitado, pois se S é limitado entdo A = 5S¢ contém um intervalo
ilimitado. Logo nao é o caso que f, LN f, embora f,, — f pontualmente.
Note que nao temos uma contradicao com o Teorema 2.7.7, ja que R nao
tem medida finita.

2.7.9. DEFINIGAO. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, (fy)n>1 uma
seqiiéncia de funcbes mensurdveis f, : X — R e f: X — R uma fungao
mensuravel. Dizemos que (fy)n>1 converge para f em medida e escrevemos

fn LN f se para todo € > 0 temos:
(2.7.3) nh_{gou({:c €X:|fulx) - flx)| = 5}) =0.

2.7.10. LEMA. Sejam (X, A, u) um espago de medida, (fn)n>1 uma se-
qiéncia de funcoes mensurdveis f, : X — R e f : X — R uma func¢do
mensurdvel. Se fn —— f entdo fn, - f.

DEMONSTRAGAO. Seja e > 0 dado e provemos (2.7.3). Como f,, —— f,
para todo n > 0 dado, existe um conjunto mensurével A com p(A) < n tal
que (fn)n>1 converge uniformemente para f em A°; dai, existe ng > 1 tal
que | fn(z) — f(z)] < €, para todo x € A e todo n > ny. Temos entao:

{reX:|fula) ~ fl@)] 2 <} C A

para todo n > ng, donde:

u({w € X :|fulx) = flz)| > 6}) <,
para todo n > ng. Isso completa a demonstragao. O

2.7.11. EXEMPLO. A reciproca do Lema 2.7.10 ndo é verdadeira; na
verdade, convergéncia em medida nao implica sequer convergéncia pontual
quase sempre. De fato, seja (I,)n>1 uma seqiiéncia de intervalos contidos
em [0, 1] de modo que:

o lim, oo m(I,) = 0;
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e para todo z € [0, 1], existem infinitos indices n com z € I, e infini-
tos indices n com x & I,.

Por exemplo, uma possivel seqiiéncia (I, )n>1 é:

0,11, [0, 3], [5:1], [0: 5], [5: 5], [5. 1),
Ozl e &l k) ol 51l
Seja (fn)n>1 a seqiiéncia de fungdes f,, : [0,1] — R definida por f,, = x; ,

para todo n > 1. Afirmamos que (fy,),>1 converge em medida para a funcao
nula. De fato, fixado € > 0 entao:

{z€[0,1]: |fu(z)| =€} C I,

)

e limy, oo m(I,) = 0. Logo f, 4 0. No entanto, para todo x € [0, 1], temos
que a seqiiéncia ( fn(av))n>1 possui uma subseqiiéncia constante e igual a zero

e uma subseqiiéncia constante e igual a 1; logo ( fn (m)) nao converge para

n>1
nenhum ponto z € [0, 1].
A reciproca do Lema 2.7.10 néo vale, mas temos o seguinte:

2.7.12. LEMA. Sejam (X, A, ) um espago de medida, (fn)n>1 uma se-
qiéncia de funcoes mensurdveis f, : X — R e f : X = R uma fungdo
mensurdvel. Se f, L f entdo existe uma subseqiiéncia (fp, )k>1 de (fn)n>1
tal que fn, LN f; em particular, pelo Lema 2.7.6, fn, — f q.s..

DEMONSTRAGAO. Vamos contruir indutivamente uma seqiiéncia de in-
dices (ng)r>1 tal que ny < ng < --- e tal que:
1

p({o € X i fu@) = f@)] 2 }}) < 5
para todo k > 1. Como f, AN f, podemos escolher ny > 1 tal que:

1
u({m € X: |fn1(a:) — f(a:)‘ > 1}) < 5
supondo ng ja definido, podemos escolher ngy1 > ng tal que:
1
u({o € Xt [fu (@) = f@)] = 51} < 3o
Obtemos assim a seqiiéncia (ny)g>1 com as propriedades desejadas. Va-

mos mostrar que f, LN f- Dado € > 0, devemos encontrar um conjunto
mensuravel A de medida menor que ¢, de modo que (fy, )x>1 converge uni-
formemente para f em A°. Seja t > 1 de modo que:

e tome:
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daf u(A) < Zzozt%k <e. Paraz € A e k > t, temos |fn, (z) — f(z)| < 1 e
portanto:
1
sup ‘fnk(x) - f(x)‘ < E7
€A
para todo k > t. Segue entao que (fy, )r>1 converge uniformemente para f
em A°. O

A cada uma das nogoes de convergéncia que consideramos até agora estd
associada uma correspondente nocao de seqiiéncia de Cauchy. Enunciamos
a seguinte:

2.7.13. DEFINIGAO. Seja X um conjunto e (f,),>1 uma seqiiéncia de
funcoes f, : X — R. Dizemos que:

e a seqiiéncia (f,)n>1 é pontualmente de Cauchy se para todo z € X
a seqiiéncia (fn(x))n>1 é de Cauchy em R;

e aseqiiéncia (fp)n>1 é uniformemente de Cauchy se para todo € > 0
existe ng > 1 tal que |fp(z) — fm(x)| < &, para todos n,m > ng e
todo z € X.

Se (X, A, p) é um espago de medida, dizemos que:

e a seqiiéncia (fp)p>1 € pontualmente de Cauchy quase sempre se
para quase todo r € X a seqiiéncia (fn(a:))n>1 é de Cauchy em R,
ie., se existe X’ € A com p(X \ X') = 0 tal que (fu(z)) o, ¢ de
Cauchy em R para todo z € X’; -

e a seqiiéncia (fn)n>1 € uniformemente de Cauchy quase sempre se
existe X’ € Atal que u(X\X') = 0 e tal que a seqiiéncia ( fn|x7)n>1
¢é uniformemente de Cauchy;

e aseqiliéncia (fy)n>1 € quase uniformemente de Cauchy se para todo
e > 0 existe A € A com p(A) < £ de modo que a seqiiéncia
(fnlac)n>1 € uniformemente de Cauchy.

Supondo também que as fungoes f,, s@o todas mensuraveis, dizemos que a
seqliéncia (fp)n>1 € de Cauchy em medida se para todo € > 0 e todo n > 0,
existe ng > 1 tal que:

u({z € X [fal@) = ful@)] 2 2}) <,

para todos n,m > ng.

Evidentemente, toda seqiiéncia uniformemente de Cauchy (resp., quase
sempre) é pontualmente de Cauchy (resp., quase sempre) e toda seqiiéncia
pontualmente convergente (resp., quase sempre) é pontualmente de Cauchy
(resp., quase sempre). Além do mais, se (fy)n>1 é uma seqiiéncia pon-
tualmente de Cauchy entdo existe uma (tnica) funcao f tal que f, — f
pontualmente. Outras propriedades simples dos varios tipos de seqiiéncias
de Cauchy definidos acima sao exploradas nos Exercicios 2.34, 2.35, 2.36,
2.37, 2.38, 2.39.

Temos a seguinte versao do Lema 2.7.12 para seqiiéncias de Cauchy.
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2.7.14. LEMA. Sejam (X, A, ) um espago de medida e (fy)n>1 uma
seqliéncia de fungoes mensurdveis f, : X — R que seja de Cauchy em
medida. Entao existe uma subseqiéncia (fn,)rk>1 de (fn)n>1 que € quase
uniformemente de Cauchy; em particular, pelo resultado dos Exercicios 2.34,
2.35 e 2.36, (fn,)k>1 converge quase uniformemente (e também converge
pontualmente quase sempre) para uma fung¢ao mensurdvel f: X — R.

DEMONSTRAGAO. Vamos contruir indutivamente uma seqiiéncia de in-
dices (ng)r>1 tal que np < ng < --- e tal que:

(2.7.4) ,u({ac e X: ‘fnk(x) — fnk+1(x)| > 2%}) <

para todo k > 1. Como (fy,)n>1 ¢ de Cauchy em medida, podemos escolher
ny > 1 tal que:

p({r € X :[fule) — fle)] = 1)) < 2.

para todos m,m > nj. Supondo ny ja definido, escolhemos nyy 1 > ny tal

que:
,u({flj e X: |fn( fm( )‘ = 2k1+1 }) < Qk%’

para todos n,m > np4q. E facil ver que a seqliéncia (ng),>1 assim construida
satisfaz (2.7.4), para todo k > 1. Vamos mostrar que a seqiiéncia (fp, )r>1
é quase uniformemente de Cauchy. Seja dado £ > 0; escolha ¢ > 1 com:

LR
Z ok — ot—1 = €
k=t

e defina:

oo

A= U {reX: |fnk(az)—fnk+l( )| = ik}

k=t
Claramente, 1(A) < Y32, 55 < e. Vamos mostrar que a seqiiéncia (fn, k=1
¢ uniformemente de Cauchy em A°. Se x € A° entao:

‘fnk(x) - fnk+1<$)‘ < !

277
para todo k > t. Dai, se [ > k > t, temos:

M |

1 &1
[ foi (2) = fo (@ nym @S35 <D 5= g
i=k
para todo z € A°. Conclui-se entdo que a seqiiéncia (fy, )x>1 ¢ uniformemen-
te de Cauchy em A°; de fato, dado n > 0, escolhemos kg > t com Qk()l_l <n
e dai:

)
>

7

1

para todo x € A° e todos k,l > ko. O
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2.7.15. COROLARIO. Toda segiiéncia de Cauchy em medida de funcoes
mensurdveis converge em medida para alguma funcdo mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Se (fp)n>1 ¢ de Cauchy em medida entao, pelo Le-
ma 2.7.14, existe uma subseqiiéncia (fy, )r>1 que converge quase uniforme-
mente para uma funcao mensuravel f. Mas, pelo Lema 2.7.10, isso implica
que (fn,)k>1 converge em medida para f. Segue entdo do resultado do
Exercicio 2.40 que (f,)n>1 converge em medida para f. O

2.8. O Teorema de Fubini em R®

Ao longo desta secao consideramos fixados inteiros positivos m e n e
identificamos R™*™ com o produto R™ x R" através da aplicacao:
(2.8.1) R™ x R™ 2 (2,9) — (T1, -+ Ty Y1, - - -, Yn) € R™T.
Dado um subconjunto A de R e dado x € R™ denotamos por A, a fatia
vertical de A correspondente a abscissa x definida por:

A ={yeR": (z,y) € A}.

Se iy : R™ — R™*™ denota a funcao i,(y) = (z,y) entao obviamente:
(2.8.2) Ay =iz (A),
para todo x € R™. Temos portanto o seguinte:

2.8.1. LEMA. Se A é um Boreleano de R™™™ entdo A, é um Boreleano
de R™ para todo x € R™.

DEMONSTRAGAO. A fungéo i, é continua e portanto Borel mensurdvel
(veja Lema 2.1.15). A conclusao segue de (2.8.2). O

Segue do Lema 2.8.1 que se A é um Boreleano de R™" entao faz sentido
considerar a medida de Lebesgue m(A;) da fatia A,, para cada x € R™.

2.8.2. LEMA. Se A é um Boreleano de R™™™ entdo a funcdo:
(2.8.3) R™ 3 2z +— m(A;) € [0, 4+00]

€ mensurdvel e vale a igualdade:

(2.8.4) / m(A,) dm(z) = m(A).

Note que usamos a notagao m indistintamente para a medida de Lebes-
gue de R™, R™ e R™*™; mais especificamente, em (2.8.3) usamos a medida
de Lebesgue de R", a integral do lado esquerdo da igualdade em (2.8.4) é fei-
ta com respeito a medida de Lebesgue de R™ e no lado direito da igualdade
em (2.8.4) usamos a medida de Lebesgue de R ™.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2.8.2. Denote por C a colecao de todos os
Boreleanos A de R™*" para os quais a fungao (2.8.3) é mensurdvel e a
igualdade (2.8.4) é satisfeita. A idéia da prova é mostrar vérias propriedades
da colegao C até que finalmente concluimos que ela coincide com a classe de
todos os Boreleanos de R™"™".
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Passo 1. Os blocos retangulares (m + n)-dimensionais pertencem a C.

Se A é um bloco retangular (m + n)-dimensional entdo podemos
escrever A = A; X Ao, onde A e A sdo respectivamente um bloco
retangular m-dimensional e um bloco retangular n-dimensional. Para
todo z € R™, temos:

A Ay, sex € Ap,
10, sexd A,

e portanto:
m(A;) = |As| XAl(x)a

para todo x € R™. Segue que (2.8.3) é uma funcao simples mensuravel
cuja integral é igual a |As||A1| = |A|.

Passo 2. Se A,B € C e A e B sao disjuntos entao AU B € C.
Segue de (2.8.2) que (AUB), = A, UB, e que A, e B, sao disjuntos
para todo x € R™; logo:

m((AUB)g) = m(A;) + m(By),
para todo z € R™. Segue que a fungao = — m((A U B)x) é mensuravel,
sendo uma soma de fungoes mensuraveis; sua integral é dada por:

[ m(@aup)ine = [

m(A,) dm(z) + / m(B,) dm(z)

m

= m(A) + m(B) = m(AU B).

m

Passo 3. Se A,Be€C, BC A e B ¢ limitado entdo A\ B € C.
Como B ¢ limitado entdao m(B) < +oo e m(B;) < 400, para todo
z € R™. Segue de (2.8.2) que B, C A; e (A\ B); = Az \ By, para todo
x € R™; logo:
m((A\ B);) =m(4;) — m(B,),

para todo x € R™, provando que a funcao = — m((A \ B)x) é men-
suravel. Além do mais:

/ m((4\ B).) dm(x) = / m(Ag) dm() - / m(B.) dm(a)
=m(4A) —m(B) =m(A\ B).

Passo 4. Se (A¥)1>1 ¢ uma segiiéncia de elementos de C e se AF S A
entdo A € C.
Segue de (2.8.2) que A¥ ~ A, para todo x € R™; logo, pelo Le-
ma 1.4.48:
m(A;) = lim m(Afc”),

k—o00
para todo x € R™. Segue que a funcao z — m(A,) é mensuravel,
sendo um limite de funcoes mensuraveis. Pelo Teorema da Convergéncia
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Monotoénica, temos:

/ m(A;)dm(z) = lim m(AF) dm(z) = lim m(A4*) =m(A).

k—oo Jrm k—o00

Passo 5. Se (AF)k>1 € uma seqiiéncia de elementos de C, At é limitado
e AF N\, A entdo A € C.
Como A! é limitado, temos m(A¥) < +o0o e m(A¥) < +o0, para
todos kK > 1 e x € R™. Essa observacao permite demonstrar o passo 5
de forma andaloga a demonstracao do passo 4.

Passo 6. Se A, Be(C, AnNBeC eANB € limitado entdo AU B € C.
Segue dos passos 2 e 3, observando que:

AUB=(A\B)UB=(A\(ANB))UB,
sendo que os conjuntos A\ (AN B) e B sao disjuntos.

Passo 7. Se By, ..., By sdo blocos retangulares (m + n)-dimensionais
entdo I, Bi € C.

Usamos inducao em k. O caso kK = 1 segue do passo 1. Supo-
nha que a unido de qualquer colegao de k blocos retangulares (m + n)-
dimensionais pertence a C e sejam dados blocos retangulares (m + n)-
dimensionais By, ..., Bgy1. Como qualquer subconjunto de uma uniao
finita de blocos retangulares é sempre um conjunto limitado, em virtude
do passo 6, para mostrar que Uf;rll B, = (Ui?:1 BZ-) U Bgy1 estd em C é

suficiente mostrar que (Uﬁc:1 B;) N Byy1 estd em C. Mas:

k k
( U Bz) N Bk+1 = U(Bz N Bk+1),
i=1 i=1
sendo que B; N Byi41 é um bloco retangular (m + n)-dimensional para
i=1,..., k. Segue da hipdtese de indugdo que (Uf:1 BZ-) N By4+1 € C.

Passo 8. Todo subconjunto aberto de R™*" pertence a C.
Se U C R™*™ ¢ aberto entdao o Lema 1.4.23 nos permite escrever
U = ;2 Bi, onde cada B; ¢ um bloco retangular (m +n)-dimensional.
Definindo Ay = Ule B; entdao A, € C, pelo passo 7e Ay S U. A
conclusao segue do passo 4.

Passo 9. Todo subconjunto de R™*" de tipo G5 estd em C.
Seja Z C R™™ um Gs. Assumimos inicialmente que Z é limitado.
Seja (Uy)k>1 uma seqiiéncia de abertos de R™" com Z = (2, Uy e
seja Up um aberto limitado de R™" que contém Z. Definindo:

k
Ay = ﬂ Ui,
i=0
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entdo Ay é um aberto limitado para todo k > 1 e A \, Z. Segue dos
passos 5 e 8 que Z € C.
Seja agora Z C R™*™ um G arbitrdrio. Temos que

Zy = ZN]—k, k™"

é um Gy limitado para todo k > 1 e portanto Z; € C, pelo que mostra-
mos acima. A conclusdo segue do passo 4, ja que Zp N Z.

Passo 10. A cole¢do C coincide com a colegdo de todos os subconjuntos
Boreleanos de R™™.

Seja A C R™™ um Boreleano. Pelo Lema 1.4.28 existe um sub-
conjunto Z de R™*" de tipo G5 com A C Z e m(Z \ A) = 0. Pelo Le-
ma 1.4.50, existe um subconjunto E de R™*" de tipo G5 com Z\ A C E
em(E)=m(Z\ A) =0. O passo 9 nos garante que E e Z estao em C.
Logo:

/ w(E,) dm(z) = m(E) = 0;

como m(FE,) > 0, para todo z, o resultado do Exercicio 2.21 implica que
m(E,) = 0 para quase todo z € R™*". Como (Z\ A), C E,, para todo
x € R™, segue que m((Z \ A)gc) = 0 para quase todo x € R™. Temos
entao:

m(Zy) =m(Ay) + m((Z )\ A)g) =m(4,),

para quase todo x € R™, ja que Z, é unido disjunta de A, e (Z\ A),
para todo z. Vemos entdo que a funcgoes z — m(Z;) e x — m(A;)
sdo iguais quase sempre, o que implica que z — m(A,) é uma funcao
mensuravel pelo resultado do item (b) do Exercicio 2.8. Além do mais:

/ m(A) dm() = / m(Ze) dm(x) = m(Z) = m(4),

provando que A € C. Isso completa a demonstracao. O

Se A é um subconjunto mensuravel de R™*" entdao nao é verdade em
geral que as fatias verticais A, sdo mensuraveis para todo =z € R™; por
exemplo, se B é um subconjunto nao mensuravel de R™ entao A = {0} x B
é um subconjunto mensurdvel de R™*" (com medida exterior nula), mas a
fatia Ap = B nao é mensuravel. No entanto, mostraremos abaixo que se
A é mensuravel entdo quase todas as fatias A, de A sdo mensuriaveis. Faz
sentido também entdo considerar a integral em (2.8.4), tendo em mente a
seguinte convencao: se X é um subconjunto mensuravel de R" e se f(x) é
uma expressao que faz sentido apenas para quase todo x € X entao escre-
vemos [y f(x)dm(z), entendendo que valores arbitrdrios de R podem ser
atribuidos a expressao f(z) no conjunto de medida nula no qual ela nao esta
definida. Em vista do resultado do Exercicio 2.8 e do Corolario 2.4.11, essa
convengao define o simbolo [y f(z)dm(z) de forma inequivoca.
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2.8.3. PROPOSICAO. Se A é um subconjunto mensurdvel de R™™ entao
para quase todo x € R™ a fatia vertical A, € um subconjunto mensurdvel
de R", a fung¢io x — m(A;) é mensurdvel e a medida de A é dada pela
igualdade (2.8.4).

DEMONSTRAGAO. Basta repetir os argumentos da demonstragao do pas-
so 10 do Lema 2.8.2; a unica diferenca é que nao sabemos a priori que as
fatias de A sao mensuraveis. Mas sabemos que F, tem medida nula para
quase todo z € R™ e portanto (Z \ A), é mensurdvel e tem medida nula
para quase todo x € R™; como:

Ay =Z: \(Z\ A)y,
segue que também A, é mensuravel para quase todo z € R™. O

Observamos que se X é um subconjunto mensurdvel de R™ e se Y é um
subconjunto mensuravel de R"™ entao X x Y é um subconjunto mensuravel
de R™*™ (veja Exercicio 1.27).

2.8.4. TEOREMA (Fubini-Tonelli). Sejam X C R™, Y C R"™ conjuntos
mensuraveis e f: X x Y — R uma funcao quase integrdvel. Entao:

e para quase todo v € X, a funcio Y > y — f(z,y) € R € quase
integravel; B

o a fungio X >z [y f(z,y)dm(y) € R € quase integrdvel;

e vale a igualdade:

/X (/Yf(l',y) dm(y)> dm(z) = /XXY f(z,y)dm(z,y).

DEMONSTRAGAO. Dividimos a demonstragao em itens.

o O teorema wvale se f € simples, mensurdvel e ndo negativa.
Podemos escrever f = Z?Zl CiX 4i» com ¢; € [0,400] e A* um sub-

conjunto mensuravel de X x Y, parai=1,...,k. Note que, se z € X,
temos:
k
i=1

para todo y € Y. Pela Proposigao 2.8.3, existe para cada ¢ = 1,...,k
um conjunto de medida nula N; C R™ tal que A% é mensurdvel para
todo z € R™\ N;. Dai N = Ule N; tem medida nula e segue de (2.8.5)
que para z € R"™\ N, a funcao y — f(x,y) é mensuravel e sua integral
é dada por:

k
JRCEORY zczxm dm(y) = 3 em(AL).
=1
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Logo:
J ([ rean) an) = [ 35 cm(ad) dma) = 3 em(a)
=1 i=1

- / F(,y) dm(z, ).
XxY

e O teorema wvale se f é mensurdvel e ndo negativa.

Seja (fr)k>1 uma seqiiéncias de fungoes fr, : X x Y — [0, +0o0]
simples e mensuraveis com fr  f. Seja Ny C R™ um conjunto de
medida nula tal que a fungdo y — fr(z,y) é mensurdvel para todo
z € X \ Ni. Dai N = J;2; Nj tem medida nula e a funcao:

Y3y flz,y) = lim fi(z,y) € [0, +o0]

¢ mensurdvel para todo z € X \ N. Pelo Teorema da Convergéncia
Monotoénica, temos:

| ) = fin [ fila.) dmi).

para todo z € X \ N. Logo a funcdo = — [, f(x,y) dm(y) é mensurdvel
e, usando novamente o Teorema da Convergéncia Monotonica, obtemos:

[ ([ sty am) ame) = gim [ ([ it dme)) amz)
= lim fr(z,y) dm(z,y) —/ flaz,y) dm(z, y).

k—oo Jxxy XxY

e O teorema wvale se f € quase integrdvel.
Como f* e f~ sao funcoes mensurdveis nao negativas, temos:

eso) [ ([ rrepane)ane) = [ e dni.),

esn [ ([ r@an)dne = [ @) dn.y).

Como f é quase integravel, temos que f é integravel ou f~ é integravel;
para fixar as idéias, vamos supor que [ vxy / dm < +oo. Tendo em
mente o resultado do Exercicio 2.19, segue de (2.8.7) que:

/ J~ () dm(y) < +oo,
Y

para quase todo z € X. Segue que a funcao y — f(x,y) é quase
integravel para quase todo z € X; além do mais, de (2.8.6) e (2.8.7)
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vem:

/X (/;/f(x,y) dm(?ﬂ) dm(z) = /X (/Yer(l‘,y) dm(y)) dm(z)
- /x (/y S~ () dm(y) ) dm(a)

:/ f+(:c,y)dm(m,y)—/ [ (@, y) dm(z, y)
XxY

XxY

XxY

Seja o : {1,...,m+n} — {1,...,m + n} uma aplicagdo bijetora (i.e.,
uma permutac¢do de m + n elementos) e considere o isomorfismo linear & de
R™*" definido por:

(215> Zman) = (Zo(1)s - - - 5 Zo(mtn) )
para todo (21, .., Zmtn) € R™T". Segue do resultado do Exercicio 1.11 que
o preserva medida, i.e., m(/a\*l(A)) = m(A), para todo subconjunto men-
suravel A de R™*" (veja Definigao 2.1). Pelo resultado do Exercicio 2.16,
uma funcio f: R™™ — R é quase integravel se e somente se f o & é quase
integrdvel e, nesse caso, as integrais de f e f oo coincidem. Em vista dessas
observacgoes, temos o seguinte:

2.8.5. COROLARIO. Sejam X C R™, Y C R"™ conjuntos mensurdveis e
f: X xY —= R uma funcio quase integrdvel. Entao:
e para quase todo y € Y, a funcio X > x — f(x,y) € R € quase
integravel;
e a fungio y — [y f(z,y)dm(z) € R € quase integrdvel;
e vale a igualdade:

/Y(/Xf(x,y) dm($)> dm(y) = /XXY f(:l:,y) dm(w,y)

= [ (] ) ams)) dm(o).

DEMONSTRAGAO. Considere a permutacgao o de m + n elementos dada
por:

o(i) =

n+1i, sel << m,
t—m, sem+1<1<m+n,

de modo que:
O(Y1s e s Yny @1y e oy Tm) = (1, ooy Ty Y1y -+ - Yn),
para todos z € R™, y € R”. Temos que:
X xY)=Y x X CR" x R™ = R™™,

Em vista das observagoes que precedem o enunciado do corolario, temos que
foolyxx : Y x X — R é quase integravel e tem a mesma integral que f. A
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conclusao é obtida aplicando o Teorema 2.8.4 & funcao f o |y «x, trocando
os papéis de m e n. O

E possivel que uma funcao mensurével f XxY — E seja tal que as in-

tegrais iteradas [y ( [y f(z,y)dm(y)) dm(z) e [, ( [y f(z,y) dm(z)) dm(y)
sejam ambas bem-definidas, porém dlstmtas em vista do Corolario 2.8.5,

isso somente é possivel quando a fungao f nao é quase integravel.

2.8.6. EXEMPLO. Seja (a;j)i,j>1 uma seqiiéncia dupla de nimeros reais
tal que as séries:

o0 o0
(2.8.8) Y ay, i=12,..., d ay, =12,
j=1 i=1

(2.89) S (L) X (Xw).
i=1 j=1 j=1 i=1

sao todas absolutamente convergentes, mas:

z<zaw>¢z<i%).

i=1 j=1
Tome, por exemplo:
1, se i =j,
a;j =4 —1, sei+1=j,
0, caso contrario,

de modo que todas as séries em (2.8.8) e (2.8.9) tém apenas um numero
finito de termos nao nulos e:

Z(Zai]):(), Z(Zaij):l.
=1 j=1 j=1 =1
Considere a funcao f : [0, +oo[ x [0, +00][ — R definida por:

o0
f= Z @ij X[i—1,i[x[j—1,j]
ij=1

ou seja, a restricao de f ao retangulo [i — 1,i[ x [j — 1, j[ é igual a a;;, para
todos i,j > 1. Fixado z € [0, +00| entao:

T, y) = Zaij X[j—Lj[(y)a
j=1

para todo y € [0,+o0c[, onde i > 1 é tal que = € [i — 1,i[. Como a série
> =1 @i é absolutamente convergente, segue do resultado do Exercicio 2.27
que a funcao y — f(z,y) é integravel e:

+o00
/0 f(z,y) dm(y Zal],
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dai: N . .
/O Py dmiy) = 3 (3 a ) x4 @)
=1 j=1

para todo = € [0,4+o00[. Como a série > 7, (Z;’;l aij) é absolutamente
convergente, usando novamente o resultado do Exercicio 2.27, concluimos
que a fungéo x — f0+oo f(x,y)dm(y) é integravel e:
~+o00 ~+o0 i~ i~
(] samant)) dn) = - (3 a).
0 0 , .

i=1 gj=1

De modo andlogo, mostra-se que:

[ reman@) anw = 3 (S as)

j=1 i=1

e portanto:

/0+OO (/0+°° flz,y) dm(y)) dm(z) # /0+°° </O+°° Fz,y) dm(l‘)) dm(y).

Exercicios para o Capitulo 2

Fungoes Mensuraveis.

ExERcicIo 2.1. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis arbitrarios.
Mostre que toda funcao constante f : X — X’ é mensurdvel.

ExXERcicio 2.2. Sejam X um conjunto, A uma o-dlgebra de partes de
X eY C X um subconjunto. Mostre que Aly é uma o-dlgebra de partes de
Y.

ExErcicio 2.3. Sejam X um conjunto e Y C X um subconjunto. Se C
é um conjunto de geradores para uma o-dlgebra A de partes de X, mostre
que o conjunto:

Cly={ENnY:EcC}

é um conjunto de geradores para a o-algebra Aly de partes de Y; em
sfmbolos:
o[Clly = o[Cly].

EXERCICIO 2.4. Mostre que B(R)|r = B(R).

EXERcicIO 2.5. Mostre que os intervalos [—oo, c], ¢ € R, constituem um
conjunto de geradores para a o-algebra de Borel de R.

EXERCICIO 2.6. Seja (X,.A) um espago mensuravel e sejam f : X — R,
g : X — R fungoes mensuraveis. Mostre que o conjunto:

{a: €eX: f(x)= g(m)}

¢ mensuravel.
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EXERcicIO 2.7. Mostre que a funcao f : R?> — R definida por:

COS%, sey > 1,
flay) =930 L, se-1<y<l,

Xo(z +y), sey< -1,

¢é Borel mensuravel.
ExERciciO 2.8. Sejam X C R™ um subconjunto mensurdvel e (X', A")
um espaco mensurdvel. Dada uma funcao f: X — X', mostre que:

(a) se existe X7 C X tal que X \ X; tem medida nula e tal que f|x, ¢
mensuravel entao f é mensuravel,

(b) se f é mensurdvel e se g : X — X’ é igual a f quase sempre entao
g também é mensuravel;

(c) se (fx)k>1 é uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis fr : X — R e
se fr, — ¢ q.s. entdo ¢ : X — R também é mensuravel.

EXERcicI1o 2.9. Denote por 7 : R™T" — R a projecao nas m primeiras
coordenadas. Mostre que a funcao:

T (Rm—l—n’M(Rmﬁ-n)) N (Rm,M(Rm)),

é mensuravel (note que nao estamos seguindo a convengao 2.1.3).

ExEercicio 2.10. Seja f : X — R"™ uma funcao definida num subcon-
junto X de R™. Recorde que o grdfico de f é o conjunto:

(2.8.10) gr(f) ={(z, f(z)) 12 € X} CR™™

Mostre que:

e se X é Boreleano e f é Borel mensuravel entao gr(f) é Boreleano;
e se X é mensuravel e f é mensuravel entao gr(f) é mensuravel.

Definicao da Integral.

EXERCICIO 2.11. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f : X — R
uma funcao mensuravel. Mostre que:

(a) f é integravel se e somente se |f| é integravel,
(b) se f é quase integravel entao:

\/deu\g/xwu.

ExERcicIO 2.12. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (f;)x>1 uma
seqiiéncia de fun¢des mensurdveis fi : X — [0, 4+00]. Se f(z) =Y 724 fr(z),

mostre que:
fdp= / Jr dp.
fram=2,
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ExERrcicio 2.13. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dada uma fungao
mensuravel f : X — [0, +o00], mostre que a aplicagdo vy : A — [0, 400
definida por:

=/fdu, Ee A
F

é uma medida (a medida vy é chamada a integral indefinida de f e é denotada
por vy = [ fdu).
EXERCICIO 2.14. Sejam (X, A, x) um espago de medida e f : X — R
uma funcao quase integravel. Mostre que:
(a) se (Ag)k>1 € uma seqiiéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois
disjuntos e se A = |J;2, Ay entao:

/Afduzi/ fdp hm:/Akfdu;

(b) se (Ag)k>1 € uma seqiiéncia de conjuntos mensurdveis e A, ' A
entao:

(2.8.11) / fdu = hm fd,u7

(c) se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia de conJuntos mensurdveis, A, \, A e
se f|a, é integravel entdo vale a igualdade (2.8.11).

DEFINIGAO 2.1. Sejam (X, A, u) e (X', A, /') espacos de medida. Di-
zemos que uma funcao ¢ : X — X' preserva medida se ¢ é mensurdvel e se
(¢~ 1(A)) = 1/ (A), para todo A € A'.

ExEercicio 2.15. Sejam (X, A, ) um espaco de medida, (X', .A") um
espaco mensurdvel e ¢ : X — X’ uma aplicacao mensuravel. Mostre que:

(a) a aplicagao (¢sp) : A" — [0, +00] definida por:
(Dep)(A) = u(67(A)),

para todo A € A’, é uma medida em A’;
(b) se ¢/ é uma medida em A’ entdao ¢ : (X, A, u) — (X', A, 1) pre-
serva medida se e somente se ¢.u = 1.
Dizemos que ¢, é a imagem da medida u pela aplicacao mensuravel ¢.
ExERrcicio 2.16. Sejam (X, A, u) e (X', A, i//) espagos de medida e seja
¢ : X — X' uma func¢ao que preserva medida. Dada uma fungao mensurédvel
f: X' = R, mostre que f é quase integrivel se e somente se f o ¢ é quase
integravel e, nesse caso:

dy’ = o pdu.
X/fﬂ /Xf ¢dp

ExEercicio 2.17. Sejam (X, A, ) um espago de medida, A’ uma o-
dlgebra de partes de X contida em A e y a restrigio de p a A’. Dada uma
fungao mensuravel f : (X, A") — R, mostre que f é quase integrdvel com
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respeito a p se e somente se f é quase integrdvel com respeito a i’ e, nesse
caso [y fdu= [y fdy'.
DEFINIGAO 2.2. Seja X um conjunto. A aplicacao p : p(X) — [0, +o0]
definida por:
u(E) = nimero de elementos do conjunto £, E C X,

é chamada a medida de contagem.

ExERrcicio 2.18. Seja X o conjunto dos niimeros inteiros positivos e seja
i p(X) — [0,+00] a medida de contagem. Mostre que:

e dada uma funcao f: X — [0, +00] entao:

(2.8.12) /X Fdp=>" f(n);
n=1

e uma funcio f : X — R é integravel se e somente se a série
Y ny f(n) é absolutamente convergente e nesse caso vale a identi-
dade (2.8.12).

EXERCICIO 2.19. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — R
uma funcao quase integravel. Mostre que:
e se [ fdpu < +oo entao f(z) < 400 para quase todo = € X;
e se [y fdp > —o0 entdo f(x) > —oco para quase todo z € X;
e se f é integravel entao f(x) € R para quase todo z € X.
EXEPEJI’CIO 2.20. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — R,
g : X — R funcoes mensuraveis, com g quase integravel. Mostre que:

e se fng,u > —oo e f > g qg.s. entdao f é quase integravel e

fxfdﬂ> — 00,
ese [ygdy < 400 e f < g q.s. entdo f é quase integrdvel e
fod,u<+oo;

e se g é integravel e |f| < g q.s. entdo f é integrével.

ExEeRrcicio 2.21. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dada uma fungao
mensurdvel f : X — [0, 40c], mostre que [y fdu = 0 se e somente se f =0
quase sempre.

ExEeRrcicio 2.22. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dadas fungoes
integraveis f: X - R, g: X — R tais que f < g e:

/deu:/xgdu,

mostre que f = g quase sempre.

EXERCICIO 2.23. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — R
uma funcao integravel. Mostre que para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que
para todo conjunto mensuravel A € A com p(A) < ¢ temos:

‘/Afd,u‘<€.
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EXERcicio 2.24. Seja f : I — R uma funcio integravel definida num
intervalo I C R. Fixado ty € I, considere a funcao F': I — R definida por:

Ft) = [ fam,

to
para todo t € I. Mostre que:
(a) F é continua;
(b) dado € > 0, existe 6 > 0 tal que dados n > 1 e intervalos abertos
dois a dois disjuntos |z;,y;[ C I, i =1,...,n, entdo:

D yi—wi <6=Y_|F(y)— Fla:)| <&
=1 i=1

(c) se f é limitada entao F' é Lipschitziana com constante de Lipschitz

igual a super | f(t)];
(d) (teorema fundamental do cdlculo) se f é continua num ponto t € I

entdo F' é derivdvel no ponto t e F'(t) = f(t);
(e) se f é continua e G : I — R é uma primitiva qualquer de f (i.e.,
G’ = f) entao:

/ ' fam = G(b) — Gla),

para todos a,b € I.
EXERcic10 2.25. (integracdo por partes) Se f : [a,b] = R, g : [a,b] = R
sdo funcoes de classe C'!, mostre que:

b b
/f(w)g’(x)dm(x)—f(b)g(b)—f(a)g(a)—/ f(x)g(x) dm(z).

Teoremas de Convergéncia.

EXERcICIO 2.26. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e (fx)r>1 uma
seqiiéncia de fungoes integraveis (resp., quase integraveis) fr : X — R.
Suponha que (fx)r>1 converge uniformemente para uma fungao f : X — R,
i.e., para todo € > 0 existe kg > 1 tal que |fx(z) — f(z)| < e, para todo
x € X etodo k > ko. Se pu(X) < 400, mostre que f também é integravel
(resp., quase integréavel) e que:

/fdu: lim/fkdu.
X k—o0 X

ExXERcicIO 2.27. Sejam (X, A, ) um espago de medida e (f;)g>1 uma
seqiiéncia de funcoes integraveis fr : X — R tal que:

Z/ | fil dp < +o0.
k=1"%X

Mostre que:

e a série Y p°, fr(z) é absolutamente convergente para quase todo
z € X,
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e se f: X — R é uma funcdo mensurdvel tal que f = > 77, fr q.s.
entao f é integravel e:

AjwzgéﬁweR

ExERcicio 2.28. Sejam (X, A, u) um espago de medida e f: X — R
uma funcao integravel. Mostre que para todo € > 0 existe uma funcgao
simples integravel ¢ : X — R tal que:

/If—¢|du<€-
X

ExERcicIO 2.29. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida, (Ag)r>1 uma
seqiiéncia de subconjuntos mensuraveis de X e f : X — R uma fungao quase
integravel. Assuma que para todo x € X o conjunto:

{k >l:x¢ Ak}
¢é finito. Mostre que:

/ fdu = lim fdu.
X Ay

k—o00

ExErcicio 2.30. Seja f : R — R uma funcao integravel. Mostre que as
funcgoes:

a(t) = /R f(x) cos(tx) dm(z),  ga(t) = /R f()sen(tz) dm(z),
sao continuas e que:

lim ¢1(¢t) =0, lim go(t) =0.

t—*+o0 t—=o0

Exercicio 2.31. Considere a funcao ¢ : R — R definida por:

o(t) = /R e cos(tz) dm(z),

para todo t € R.

(a) Mostre que ¢ é derivavel e que:

#(0) =3 o(0)

para todo t € R.
2
(b) Mostre que ¢(t) = ce™ 1, para todo ¢ € R, onde:

(2.8.13) c:/]Re—ﬂﬁ2 dm(z).

No Exercicio 3.5 pediremos ao leitor para calcular explicitamente a in-
tegral em (2.8.13).
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ExErcicio 2.32. Considere a fungao ¢ : ]0, +oo[ — R definida por:

o) = [ T ta SNE gy

T

para todo t > 0.

(a) Mostre que ¢ é derivavel e que ¢'(t) = para todo t > 0.
(b) Mostre que lim;—s 1o ¢(t) = 0.

(c) Conclua que ¢(t) = 5 — arctant, para todo ¢ > 0.

(d)

d) Usando integracao por partes, verifique que:

N
1+¢2>

1 +o0 1 t
o(t) = / etz ST dm(z) + e cosl — / cosz e * tir dm(z),
0 1

x x2

para todo t > 0.
(e) Mostre que:

t—0

lim ¢ (t) = <R>/O+Oof: g

onde f : [0,400[ = R ¢é definida por f(z) = 2%, para z > 0 e
£0)=1.

Mais sobre Convergéncia de Seqiiéncias de Funcoes.

ExErcicio 2.33. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, (f,),>1 uma
seqiiéncia de funcoes mensurdveis f, : X — R e f : X — R uma fungao
mensuravel. Se (fp)n>1 converge em medida para f, mostre que toda sub-
seqliéncia de (fy)n>1 também converge em medida para f.

EXERcIcCIO 2.34. Sejam (X, A, u) um espago de medida e (fy,)n>1 uma
seqiiéncia pontualmente de Cauchy quase sempre. Mostre que existe uma
funcao f : X — R tal que f, — f pontualmente q.s.; se as fungdes f,
sao todas mensuraveis, mostre que podemos escolher a funcao f também
mensuravel.

ExERcicio 2.35. Mostre que toda seqiiéncia uniformemente de Cauchy
quase sempre é quase uniformemente de Cauchy e que toda seqiiéncia quase
uniformemente de Cauchy é pontualmente de Cauchy quase sempre.

EXERCICIO 2.36. Se X é um conjunto, (fy)n>1 ¢ uma seqiiéncia unifor-
memente de Cauchy de funcgoes f, : X — R e f: X — R é uma funcao
tal que f, — f pontualmente, mostre que f, — f. Se (X, A, ) é um
espago de medida, (fp)n>1 € uniformemente de Cauchy quase sempre (resp.,
quase uniformemente de Cauchy) e f,, — f pontualmente q.s., mostre que
fn — f q.s. (resp., que fn —— f).

ExERcicio 2.37. Mostre que:

e toda seqiiéncia uniformemente convergente (resp., quase sempre) é
uniformemente de Cauchy (resp., quase sempre);

e toda seqliéncia quase uniformemente convergente é quase unifor-
memente de Cauchy;
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e toda seqiiéncia de fungoes mensuraveis que é convergente em me-
dida é de Cauchy em medida.

ExEeRrcicio 2.38. Seja (X, A, 1) um espago de medida com p(X) < +oo
e seja (fn)n>1 uma seqiiéncia de fungdes mensurdveis f, : X — R. Mostre
que se (fn)n>1 ¢ pontualmente de Cauchy quase sempre entdo (fp)p>1 €
quase uniformemente de Cauchy.

EXERCcicIO 2.39. Mostre que se uma seqiiéncia de funcoes mensurdveis
¢é quase uniformemente de Cauchy entao ela é de Cauchy em medida.

ExErcicio 2.40. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, (f,),>1 uma
seqiiéncia de fungoes mensuraveis f, : X — R que é de Cauchy em medida
e (fn,)k>1 uma subseqiiéncia de (f)n>1 que converge em medida para uma
fungdo mensuravel f : X — R. Mostre que (fn)n>1 também converge em
medida para f.

ExXERrcicio 2.41. Sejam (X, A, ;1) um espaco de medida, (f,),>1 uma
seqiiéncia de fungoes mensuraveis f, : X > Re f: X - R, ¢9: X - R
funcdes mensurdveis. Se fn —— f e fn —— g, mostre que f(z) = g(z) para
quase todo = € X.

O Teorema de Fubini em R™.

EXERcicio 2.42. Seja f : X — R™ uma fungao definida num subconjun-
to X de R™. Mostre que se o grafico de f (recorde (2.8.10)) é mensuravel
entao m(gr(f)) = 0.

EXERcicIO 2.43. Sejam X C R™, Y C R" conjuntos mensuraveis e
f: X =R, g:Y — R funcdes integraveis. Mostre que a funcio:

X XY 3 (z,y) — f(z)g(y) € R

¢é integravel e que sua integral é dada por:

[ s@awanteg) = ([ ram)( [ gim).

EXERcicIo 2.44. Seja A, o simplexo padrdo n-dimensional definido por:
n
Ap = {(fﬁh---,"vn) € [0, +oo[™ : sz < 1}.
i=1

(a) Mostre que A,, é mensuravel para todo n > 1.
(b) Se a, = m(A,,), mostre que:

1
ap = Qp—1 / (1 —t)""tdm(t),
0

para todo n > 1.
(c) Determine m(A,,).



CAPITULO 3

O Teorema de Mudanca de Variaveis para
Integrais de Lebesgue

3.1. O Efeito de Aplicagoes Lipschitzianas sobre a Medida de
Lebesgue

3.1.1. NoTAGgAO. Dado z € R"™, escrevemos:
[#]loo = max {|z] :i=1,...,n},
e para z,y € R™, escrevemos:
doo(2,y) = ||# — ylloo = max {|z; —ys| : i =1,...,n}.

Claramente se B é um cubo n-dimensional com aresta a (veja Defi-
nicao 1.4.22) entao deo(x,y) < a, para todos x,y € B. Provamos agora a
seguinte reciproca para essa afirmacao:

3.1.2. LEMA. Sejam A C R™ e a > 0 tais que doo(x,y) < a, para todos
x,y € A. Entdo A estd contido em um cubo n-dimensional de aresta a; em
particular:

m*(4) < a”.

DEMONSTRAGAO. Se A é vazio, nao hd nada para se mostrar. Senao,
seja m; : R™ — R a projecdo sobre a i-ésima coordenada e considere o
conjunto A; = m;(A). Temos |t — s| < a, para todos t,s € A; e portanto
sup A; — inf A; < a; se a; = inf A;, segue que:

Ai C [ai, a; + a]

e portanto:
n n
ACHAZ-CH[ai,ai—Fa]. O
i=1 i=1

3.1.3. DEFINIGAO. Seja ¢ : X — R™ uma fungao definida num subcon-
junto X de R™. Dizemos que ¢ é Lipschitziana se existe uma constante
k > 0 tal que:

doo (¢(), 6(y)) < kdoo(,y),

para todos z,y € X. A constante k é dita uma constante de Lipschitz para
a fungao ¢.

Claramente toda funcao Lipschitziana é (uniformemente) continua.

97



3.1. APLICACOES LIPSCHITZIANAS 98

3.1.4. LEMA. Seja A um subconjunto de R™. Dado € > 0, existe um
conjunto enumerdvel R de cubos n-dimensionais tal que A C Jgep B e

> per |Bl <m*(A) +e.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U em R™ conten-
do A tal que m(U) < m*(A) + € e pelo Lema 1.4.23 existe um conjunto
enumeravel R de cubos n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos
tal que U = (Jger B. Dai:

Z |IB| =m(U) <m*(A) +e¢. O
BeR

3.1.5. PROPOSIGAO. Seja ¢ : X — R™ wma fung¢dao Lipschitziana com
constante de Lipschitz k > 0, onde X € um subconjunto de R™. Entao, para
todo subconjunto A de X, temos:

m*(¢(A)) < k"m*(A).

DEMONSTRAGAO. Dado e > 0 entao, pelo Lema 3.1.4 existe um conjunto
enumeravel R de cubos n-dimensionais tal que A C |Jgcr B e:

(3.1.1) > Bl <m*(A) +e.
BeR
Dai ¢(A) C Uger (BN X) e portanto:
(3.1.2) m*(¢(4)) < > m*(¢(BNX)).
BeR

Fixado um cubo B € R entao, se a denota a aresta de B, temos:

doo (6(2), $(y)) < k doo(,y) < ka,
para todos z,y € BN X. Segue do Lema 3.1.2 que:
(3.1.3) m*(¢(BN X)) < (ka)" = k"|B.
De (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) vem:
m*(¢(A)) < k"> |B| < K" (m*(A) +¢).
BeR

A conclusao segue fazendo £ — 0. O

3.1.6. COROLARIO. Se ¢ : X — R"™ € uma funcdo Lipschitziana definida

num subconjunto X de R™ entao ¢ leva subconjuntos de X de medida nula
em subconjuntos de medida nula de R™. (I

3.1.7. OBSERVAGAO. Recorde que toda aplicacdo linear T : R™ — R™
¢é Lipschitziana. Mais explicitamente, se a norma da aplicagao linear T é
definida por:
(3.1.4) 1T = sup [|T(2)]|oc,

llzlloo<1

entao:
1T(2) oo < [IT[[l|[loo,
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para todo z € R™, donde segue facilmente que ||T|| é uma constante de
Lipschitz para T'. A finitude do supremo em (3.1.4) segue, por exemplo, do
fato que a aplicacao z — || T(z)||o ¢ continua e a bola {z : [|z[s < 1} ¢
compacta.

3.1.8. COROLARIO. Uma aplicagdo linear de R™ em R"™ leva subcongjun-
tos de medida nula de R™ em subconjuntos de medida nula de R™.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 3.1.6 e da Observagao 3.1.7. O

3.1.9. CorROLARIO. Todo subespaco vetorial préprio de R™ tem medida
nula.

DEMONSTRAGAO. Se V é um subespaco vetorial préprio de R™ entao
existe uma aplicacao linear T' : R™ — R" tal que T (IR”_1 X {O}) =V; de
fato, podemos escolher uma aplicagao linear T que leva os n — 1 primeiros
vetores da base canonica de R"™ sobre uma base qualquer de V (note que
dim(V) <n—1). A conclusao segue do Corolario 1.4.7 e do Corolario 3.1.8.

O

3.1.10. DEFINIGAO. Uma funcao ¢ : X — R"™ definida num subcon-
junto X de R™ ¢é dita localmente Lipschitziana se todo x € X possui uma
vizinhanga V em R™ tal que a funcdo ¢|ynx é Lipschitziana.

3.1.11. PROPOSICAO. Se ¢ : X — R"™ € uma funcdo localmente Lips-
chitziana definida num subconjunto X de R™ entao ¢ leva subconjuntos de
X de medida nula em subconjuntos de medida nula de R™.

DEMONSTRAGAO. Para cada x € X seja U, um aberto em R"™ contendo
x tal que a restricao de ¢ a U, N X seja Lipschitziana. A cobertura aberta
X C Uyex Uz possui uma subcobertura enumerdvel X C (72, Uy,. Agora,
dado qualquer subconjunto A de X com m(A) = 0, segue do Corolério 3.1.6
que:
m(p(Uy, NA)) =0,

para todo i. A conclusao é obtida agora da igualdade:
o(4) = |J ¢(Us, N 4). R
i=1

3.1.12. PROPOSIGAO. Seja ¢ : X — R™ uma fungao localmente Lips-
chitziana definida num subconjunto X de R™. Entao, para todo subconjunto
mensurdvel A de R™ contido em X, temos que ¢(A) é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Como A é mensuravel, pelo Corolario 1.4.31, existe
um subconjunto W de R™ de tipo F,, com W C A e m(A\ W) = 0; temos
entdo que A = W U N, onde W é um F, e N = A\ W tem medida
nula. Como ¢ é localmente Lipschitziana entao ¢ é localmente continua e
portanto continua; dai ¢ leva compactos em compactos. Como W é uma
uniao enumeravel de fechados e todo fechado é uma uniao enumeravel de
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compactos, segue que W é uma uniao enumeravel de compactos; portanto
também ¢(W) é uma unido enumerével de compactos. Temos entao:

¢(A) = (W) U o(N),

onde ¢p(W) é um F;, e ¢(N) (é mensuravel e) tem medida nula, pela Propo-
sicao 3.1.11. O

3.1.13. COoROLARIO. Se T : R™ — R"™ é uma aplicagdo linear entio T
leva subconjuntos mensurdveis de R™ em subconjuntos mensurdveis de R"™.

DEMONSTRAGAO. Segue da Observacao 3.1.7 e da Proposicao 3.1.12.
O

3.2. O Efeito de Aplicagoes Lineares sobre a Medida de Lebesgue

O objetivo desta secao é provar o seguinte:

3.2.1. TEOREMA. Seja T : R™ — R™ uma aplicagao linear. Para todo
subconjunto mensurdvel A de R™ temos que T(A) é mensuravel e:

(3.2.1) m(T(A)) = |det T|m(A).

Em (3.2.1) denotamos por detT' o determinante de T, ou seja, o deter-
minante da matriz que representa 1" na base canonica de R"™. No que segue,
sempre tdentificaremos aplicagoes lineares de R™ em R™ com as respectivas
matrizes n X m que as representam com respeito as bases canénicas.

O restante da secao é dedicado a demonstragao do Teorema 3.2.1. No-
te que a mensurabilidade de T'(A) ja é garantida pelo Corolario 3.1.13.
Note também que se T nao é inversivel entao o Teorema 3.2.1 segue do
Corolario 3.1.9, ja que a imagem de 17" é um subespago proprio de R™ e
detT = 0. Se T é inversivel, a estratégia da prova do Teorema 3.2.1 é a
seguinte. Inicialmente, observamos que se 77 : R® — R* e T3 : R” — R”
s@o aplicagoes lineares tais que a igualdade (3.2.1) vale para T' = T} e para
T = T, para todo subconjunto mensuravel A de R", entao a igualdade
(3.2.1) também vale para T' = T1T5; de fato, dado A C R"™ mensurével,
temos:

m((Tng)(A)) = | det Tl‘ m(Tg(A)) = ‘ det T1’ | det T2| m(A)
= |det(T112)| m(A).
A seguir, selecionamos alguns tipos de aplicacoes lineares que chamaremos de
elementares; mostraremos entao que a igualdade (3.2.1) vale para aplicagoes

lineares elementares e que toda aplicacao linear inversivel pode ser escrita
como um produto de aplicagoes lineares elementares.

3.2.2. DEFINIGAO. Uma aplicagao linear E : R™ — R" é dita elementar
quando é de um dos seguintes tipos:

tipo 1. £ = L; j.., onde 7,5 = 1,...,n sao distintos, c € R e:

(3.2.2) Lijic(xt, . @iy ooy @y o) = (X150, T+ CTjy oo, Ty oo, Tp)5
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tipo 2. E=0,onde o :{1,...,n} — {1,...,n} é uma bijegao e:

(3.2.3) (1,5 %0) = (To(1) -+ -5 Ta(n));

tipo 3. E=D),onde A = (A1,...,\,) ER", \; #0parai=1,...,ne:
(3.2.4) Dy(x1,...,2n) = (MZ1, ..., Adpy).

Obviamente as expressoes (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.4) definem isomorfismos
lineares de R™; em (3.2.2) escrevemos a defini¢do de L; ;.. assumindo que
i < j, mas obviamente uma férmula andloga define L; ;.. se ¢ > j. O
efeito da multiplicacao a esquerda de uma matriz 7 por uma matriz que
representa uma aplicacao linear elementar E nos déd o que chamamos de
uma transformacao elementar de matrizes; mais explicitamente, se 1" é uma
matriz n X n cujas linhas sdo vetores ¢1,...,¢, € R" e se ¥ é uma aplicagao
linear elementar entao ET é a matriz cujas linhas sao:

e /1,...,¢; —I—ng,. . .,Ej,...,én, se ' = L; j.;
® Us1), s lo(n), sS€ B =05
L )\161, e ,)\nfn, se F = D)\.
As transformacOes elementares de matrizes associadas a multicacdo a es-
querda por uma aplicacao elementar de tipos 1, 2 e 3 serao respectivamente
chamadas de transformagoes elementares de tipos 1, 2 e 3.
O seguinte resultado é padrao em textos elementares de Algebra Linear.

3.2.3. LEMA. Se T : R® — R™ é uma aplicagao linear inversivel entdo
existe uma sequéncia finita de transformacoes elementares de matrizes que
leva T até a matriz identidade.

DEMONSTRACGAO. Fazemos uma descricao sucinta do algoritmo que é
conhecido como escalonamento de matrizes. Em primeiro lugar, como T
¢é inversivel entao algum elemento da primeira coluna de 7' é nao nulo; re-
alizando uma transformacao elementar de tipo 2, podemos assumir que o
elemento 771 é nao nulo e depois realizando uma transformacao elementar
de tipo 3 podemos assumir que 777 = 1. Agora, uma seqiiéncia de n — 1
transformacoes elementares de tipo 1 nos permite anular os elementos 7},
com j = 2,...,n. Nesse ponto, a primeira coluna de 7T' coincide com o pri-
meiro vetor da base candnica de R"; dai a submatriz de T obtida removendo
a primeira linha e a primeira coluna é inversivel e podemos portanto repe-
tir o algoritmo recursivamente na mesma. Obteremos entao uma matriz T’
triangular superior em que todos os elementos da diagonal sao iguais a 1.
Podemos agora realizar uma seqiiéncia de @ transformagoes elementa-
res de tipo 1 para anular os elementos de T' que estao acima da diagonal,
obtendo assim a matriz identidade. O

3.2.4. COROLARIO. Toda aplicacao linear inversivel T : R® — R™ € um
produto de aplicacdes lineares elementares.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 3.2.3 que existem aplicacoes lineares
elementares F1, ..., E; de modo que Fy --- E}T é igual a matriz identidade.
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Dai T' = E}; L. ‘BT LA conclusio segue da observacio simples de que a
inversa de uma aplicagao linear elementar é novamente uma aplicagao linear
elementar (de mesmo tipo). O

Em vista do Corolario 3.2.4 e das observagoes feitas anteriormente nesta
se¢do, temos que a demonstragao do Teorema 3.2.1 ficard concluida assim
que demonstrarmos o seguinte:

3.2.5. LEMA. Se T : R™ — R"™ € uma aplicacdo linear elementar entdo
a igualdade (3.2.1) vale para todo subconjunto mensurdvel A de R™.

DEMONSTRAGAO. Se T é de tipo 2 ou 3 entao a tese do lema segue
respectivamente dos resultados dos Exercicios 1.11 e 1.12 (note que as apli-
cagoes lineares elementares de tipo 2 tem determinante igual a £1). Resta
entao considerar o caso em que 1" é uma aplicacao linear elementar de tipo 1.
E facil verificar que se o : {1,...,n} — {1,...,n} é uma bijecao entao:

6 ' Lijjie @ = Lo(i)oiye:
para todos i, = 1,...,n distintos e todo ¢ € R. Podemos entao reduzir a
demonstragao do lema apenas ao caso em que 1" = Ly 1., ¢ € R. No que
segue, identificamos R™ com o produto R"~! x R e usamos a notacio da

Secao 2.8; a aplicacao T escreve-se na forma:
T(x,y) = (z.y+er1), z€R"! yeR.

Dado A C R™ entdo para todo x € R"™!, a fatia vertical T'(4), do conjunto
T(A) coincide com a translacdo A, + czy da fatia vertical A, de A. Se A é
mensuravel, temos que T(A) também é mensuravel (vide Corolério 3.1.13);
segue entao da Proposigao 2.8.3 que:

m(T(A)) = /}R m(T(A),) dm(x) = / m(Ay + czr) dm()

]Rnfl
_ / m(A,) dm(z) = m(A),
Rnfl

onde na terceira igualdade usamos o Lema 1.4.10. Como T é uma matriz
triangular com elementos da diagonal iguais a 1, temos que detT = 1 e
portanto a igualdade (3.2.1) fica demonstrada. O

3.3. O Teorema de Mudanca de Variaveis

Nesta secao ndés provaremos o Teorema de Mudanca de Variaveis para
integais de Lebesgue em R™. Para um entendimento completo do contetido
desta segao serao necessarios alguns conhecimentos bésicos de Calculo no
R", sobre os quais fazemos uma rapida revisao na Segao 3.4.

O enunciado do teorema é o seguinte:

3.3.1. TEOREMA (mudanca de varidveis). Seja ¢ : U — R"™ uma apli-
cagdo injetora de classe C' definida num subconjunto aberto U de R™; su-
ponha que a diferencial d¢(x) € um isomorfismo de R", para todo x € U.
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Dados um conjunto mensurdvel A C R™ contido em U e uma fungao men-
suravel f: ¢(A) — R entao:

e 0 conjunto ¢(A) é mensurdvel;

e a funcdo:

(3.3.1) Asy— f(o(y)) ‘ det dqﬁ(y)‘ cR

€ mensurdvel;
e a fungao f € quase integrdvel se e somente se a fun¢do (3.3.1) €
quase integrdavel e, nesse caso, vale a igualdade:

(33.2) /(b @ nG) = /A F(6()) | det dg(y)| dm(y).

Note que, pelo Teorema da Funcao Inversa (Teorema 3.4.7), as hip6teses
sobre ¢ no enunciado do Teorema 3.3.1 sao equivalentes a condicao de que
o(U) seja aberto em R™ e que ¢ : U — ¢(U) seja um difeomorfismo
C'. Note também que a mensurabilidade de ¢(A) é garantida pela Pro-
posicao 3.1.12, ja que ¢ : U — R™ é uma funcao localmente Lipschitziana
(veja Corolério 3.4.5).

Para demonstrar o Teorema 3.3.1, precisamos de alguns lemas prepa-
ratorios.

3.3.2. LEMA. Seja ¢ : U — R"™ uma funcdo de classe C' num aberto
U C R" e suponha que a diferencial dg(x) € um isomorfismo de R™, para
todo x € U. Entao, para todo subconjunto mensurdvel E de R"™ temos que
¢~ (E) é mensurdvel; em outras palavras, a fungdo:

¢+ (U MRBR")|y) — (R", M(R"))
€ mensuravel.
DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema da Funcao Inversa (Teorema 3.4.7), ca-
da x € U possui uma vizinhanga aberta U, contida em U tal que ¢(U,)
é aberto em R" e ¢|y, : Uy — #(U,) é um difeomorfismo C!. Dai a

funcao ¥, = (¢|y,)~' : ¢(Us) — U, é localmente Lipschitziana (veja Co-
rolario 3.4.5) e portanto, pela Proposi¢ao 3.1.12, o conjunto

(o (E N QZ)(Ux)) = (;Sil(E N ¢(Ua:)) NU; = QZ)?I(E) NUg

¢ mensurdvel, para todo € U. A cobertura aberta U = |J, oy Ur possui
uma subcobertura enumeravel U = | J;2, U, e portanto:
o
o~ (E)=J (67 (B)NUL,),
i=1
donde segue que ¢~ 1(E) é mensuravel. O

3.3.3. COROLARIO. Seja ¢ : U — R™ uma fungdo de classe C* num
aberto U C R"™ tal que a diferencial d¢(x) € um isomorfismo de R™, para
todo x € U. Dados um subconjunto A de U, um espaco mensurdvel (X, A)



3.3. O TEOREMA DE MUDANCA DE VARIAVEIS 104

e uma func¢ao mensurdvel f : p(A) — X entao a fungio fopla: A— X €
mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que f o ¢|4 é igual & composta das
fungoes mensuraveis:

dla: (A, M(R")[4) — (o(A), M(R™)]4a)),
fi(6(A), M(R™)|ga)) — (X, A). O

3.3.4. LEMA. Seja ¢ : U — R"™ uma funcdo de classe C' num aberto
U C R™ e suponha que a diferencial d¢(yg) € um isomorfismo de R™, para
um certo yo € U. Entao, para todo € > 0, existe uma vizinhanc¢a aberta V
de yo contida em U tal que para todo conjunto mensurdvel A C R™ contido
em V temos que ¢(A) € mensurdvel e vale a desigualdade:

(3.3.3) m(p(A)) < (1+¢) /A | det dg(y)| dm(y).

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, observe que a mensurabilidade de
#(A) segue da Proposicao 3.1.12, ji que ¢ é localmente Lipschitziana (veja
Corolario 3.4.5). Seja & > 0 tal que:

1+ <14e

Denote por T a diferencial de ¢ no ponto yo. Como T~ o de(yo) é igual &
aplicacdo identidade e como a funcio y + |7~ o dp(y)|| é continua, segue
que:

(3.3.4) |77 odo(y)|| <1+¢,

para todo y em uma vizinhanca suficientemente pequena de yy. Usando
também a continuidade da funcao y — } det dgb(y)}, vemos que:

(3.3.5) | det dg(yo)| < (1+¢') | det do(y)

para todo y em uma vizinhanca suficientemente pequena de yg. Seja V uma
bola aberta centrada em yo contida em U tal que (3.3.4) e (3.3.5) valem para
todo y € V. Seja A um subconjunto mensuravel de V' e provemos (3.3.3).
Usando o Teorema 3.2.1, obtemos:

)

(3.3.6) m(a(A)) =m(TT '¢(A)) = |det T|m(T '¢(A))
= | det dg(yo)| m(T~'¢(A)).
Para todo y € V, segue da regra da cadeia (veja Corolario 3.4.2) que:
[T o )| = 770 dow)]| < 1 +2'

e portanto, pela desigualdade do valor médio (veja Coroldrio 3.4.4), a funcao
T—! o ¢|y é Lipschitziana com constante de Lipschitz 1 + ¢’. Usando a
Proposicao 3.1.5, obtemos:

(3.3.7) m(T'¢(A4)) < (1+€)"m(A).
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De (3.3.5), obtemos:

(33.8) |detdé(yo)| m(A) = / | det d(y0)|x 4 () dm(y)
<1 —i—a’)/A|det d¢(y)|dm(y)

De (3.3.6), (3.3.7) e (3.3.8), vem:

m(B(A)) < (1 + )" | det dd(yo)| m(A) < (1 + & "+1/ | det de(y)| dm(y)

§(1+5/’detd¢ ’dm O

3.3.5. LEMA. Seja ¢ : U — R™ uma funcio de classe C' num aberto
U C R"™ e suponha que a diferencial d¢(y) € um isomorfismo de R™, para
todo y € U. Entao, dado um conjunto mensurdvel A C R™ contido em U,
temos que ¢(A) é mensurdvel e vale a desigualdade:

m(p(A4)) < / | det do(y)| dm(y)

DEMONSTRAGAO. Seja dado € > 0. Pelo Lema 3.3.4, todo ponto yg € U
possui uma vizinhanca aberta V;,, contida em U com a seguinte propriedade:
se A C R™ é um conjunto mensurdavel contido em V,, entao ¢(A) é men-
surdvel e vale a desigualdade (3.3.3). Da cobertura aberta U = |J, ¢y Vy
podemos extrair uma subcobertura enumerdvel U = (J;2, V},. Para cada

1 > 1, definimos:

W — Vyl\U11V sei>2,
’ Vi set =1,

de modo que U = (J;2; W;, cada W; é mensurdvel (ndo necessariamente
aberto), W; C V,, e os conjuntos W; sao dois a dois disjuntos. Agora, dado
um conjunto mensuravel arbitrario A C R™ contido em U, temos:

= Joanwy).

=1

Como A N W; é um subconjunto mensuréavel de V,, segue que ¢p(ANW;) é
mensuravel e vale a desigualdade:

m(d(ANW;)) < (1+¢) /Amw | det dg(y)| dm(y)
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Vemos entao que ¢(A) é mensuravel e além disso:

gim(gb(AﬂW (1+¢) Z/ | det dg(y)| dm(y)
=1

ANW;
=(1+ 8)/A | det d¢(y)| dm(y)

onde na ultima igualdade usamos o resultado do Exercicio 2.14. A conclusao
final é obtida agora fazendo £ — 0. O

3.3.6. COROLARIO. Seja ¢ : U — R™ uma funcdo de classe C* num
aberto U C R™ e suponha que a diferencial d¢(y) € um isomorfismo de R,
para todo y € U. Entdo, dado um conjunto mensurdvel A C R"™ contido
em U e uma fung¢ao mensurdvel f : ¢(A) — [0,+o00] temos que ¢p(A) é
mensurdvel, a funcao (3.3.1) € mensurdvel e vale a desigualdade:

(3.3.9) /¢> " f(z)dm(z) < / y)) | det de(y)| dm(y)

DEMONSTRAGAO. Note que a mensurabilidade da funcao (3.3.1) segue
do Corolario 3.3.3. Para provar a desigualdade (3.3.9), suponhamos inici-
almente que f : ¢(A) — [0,+00] é simples e mensurdvel. Entao podemos
escrever:

k
f = ZciXEﬂ
i=1
onde ¢; € [0,4+00] e E; é um subconjunto mensuravel de ¢(A), para todo

i=1,...,k Seja A; = ¢~1(E;) N A, de modo que A; é mensuravel (veja
Lema 3.3.2) e ¢(A4;) = E;. Segue do Lema 3.3.5 que:

m(B) = m(¢(4)) < [ |detdo(y)]dm(y)

parai=1,...,k e portanto:

o(A)

y)) | det de(y)| dm(y)

:/( ) | det dé(y)| dm(y)
A

Demonstramos entao a desigualdade (3.3.9) no caso em que f é simples
e mensurdvel. Seja agora f : ¢(A) — [0,+00] uma fungao mensuravel
arbitraria. Temos que existe uma seqiiéncia (fx)r>1 de funcoes simples e
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mensuraveis fi : ¢(A) — [0, +o0] tal que fr 7 f; dai:

/ fe(6(v)) | det d(y)| dm(y)
¢(A)

para todo k > 1. A desigualdade (3.3.9) é obtida agora fazendo k — oo e
usando o Teorema da Convergéncia Monotonica. O

Prova Do TEOREMA 3.3.1. Comecamos supondo que f é nao negativa.
A mensurabilidade de ¢(A) e da fungao (3.3.1) ja foram estabelecidas no
Corolario 3.3.6. J& temos também a desigualdade (3.3.9). A desigualdade
oposta segue da aplicacao do préprio Corolério 3.3.6 num contexto diferente.
Recorde que, pelo Teorema da Fungao Inversa (Teorema 3.4.7), ¢(U) é um
aberto de R" e ¢ : U — ¢(U) é um difeomorfismo C!; aplicamos entdo o
Corolério 3.3.6 ao difeomorfismo inverso 1) = ¢~! : ¢(U) — R", & funcdo
g: A —0,+00] definida por:

9(y) = f(o(y)) | det do(y)|, v € A,

e ao conjunto mensurdvel B = ¢(A) C ¢(U). Obtemos a desigualdade:

(3.3.10) /¢ () < /B 9 () | det dys(z)| dm(z)

Temos (veja (3.4.2)):
9(¥(2)) |det d(z)| = f(x) | det dp(y)| | det d(¢™ 1) (¢(y))| = f (=),

onde y = ¢~ (). Daf (3.3.10) nos da:

/ F(6(1) | det do(y)] dm(y) / F(x) dm(z)
A #(A)

provando (3.3.2). Finalmente, se f : #(A) — R é uma funcio mensurdvel
arbitraria entao:

(3.3.11) / fT(x) dm(z /f+ )) | det dg(y)| dm(y)
3.3.12 - detd d
(3.3.12) /Mf(x )= [ £ (0w) | detdoty)] dm(y

a conclusao segue subtraindo (3.3.12) de (3.3.11), tendo em mente que as
funcgoes:

A3y fT(o(y)) |detdo(y)], A3y f~(4(y))|detde(y)|

sao respectivamente a parte positiva e a parte negativa da fungao (3.3.1). O
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3.4. Apéndice a Secao 3.3: recordacao de Calculo no R"

Seja U C R™ um aberto e ¢ : U — R"™ uma funcao. Recorde que ¢ é dita
diferencidvel num ponto x € U se existe uma aplicagao linear 7' : R™ — R"
tal que (recorde Notagao 3.1.1):

et h) = ()~ T(h)
(341) e ills

essa aplicacao linear é unica quando existe e é dada por:

¢($ + t’U) B QS(I') def %(CC)
ov

T(v) = lim t
para todo v € R™. A aplicacdo linear T é chamada a diferencial de ¢
no ponto z e é denotada por d¢(z). A matriz que representa a diferencial
d¢(z) com respeito as bases candnicas é chamada a matriz Jacobiana de ¢
no ponto x. No que segue, usaremos a mesma notac¢ao para o diferencial
do(x) e para a matriz Jacobiana de ¢ no ponto x. Temos:

0 0
i CONERRIN o C)
o= ],
Opn Odn
Forl@) o Gem(a)
onde ¢ = (P1,...,0,) € gi’; () denota a derivada parcial no ponto x da

funcao coordenada ¢; com respeito a j-ésima varidvel. Se uma aplicacao ¢
é diferenciavel num ponto x entdo ¢ é continua nesse ponto.
Intuitivamente, (3.4.1) diz que T = d¢(z) é uma “boa aproximagao li-
near” para ¢ numa vizinhancga de x. Mais explicitamente, quando o ponto
x € R™ sofre um deslocamento (vetorial) Az entdo o ponto y = ¢(z) € R"
sofre um deslocamento (vetorial) Ay = ¢(x + Ax) — ¢(x) e a diferenciabili-
dade de ¢ no ponto x nos diz que Ay é aproximadamente uma fungao linear

de Az; mais precisamente, existe uma aplicacao linear d¢(x) def T, tal que
Ay difere de T'(Az) por uma quantidade que vai a zero mais rédpido que
|Az||oo, quando Az — 0.

Quando uma aplicacao ¢ : U — R"™ definida num aberto U de R™
¢é diferencidvel em todos os pontos de U dizemos simplesmente que ela é
diferencidvel em U; dizemos que ¢ é de classe C' em U se ¢ é diferencidvel
em U e se a funcdo U 3 = +— d¢(x) é continua. Sabe-se que uma funcdo ¢
¢ de classe C* num aberto U se e somente se as derivadas parciais gf; (z),

i =1,...,n, j = 1,...,m, existem e sao continuas em todos os pontos
zel.

Enunciamos agora alguns teoremas basicos de Célculo no R™ que usamos
na Segao 3.3.

3.4.1. TEOREMA (regra da cadeia). Sejam ¢ : U — R", ¢ : V — RP

fungoes tais que ¢(U) C V', onde U é um aberto de R™ e V' é um aberto de
R™. Se ¢ é diferencidvel num ponto x € U e 1) € diferencidvel no ponto ¢(x)
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entdo a funcao composta 1 o ¢ € diferencidvel no ponto x e sua diferencial
€ dada por:
d(¥ 0 ¢)(z) = dip(¢(2)) o do(x).

Segue diretamente da definicao de diferenciabilidade que toda aplicacao
linear T': R™ — R™ é diferencidvel em R e dT'(x) = T, para todo z € R™.
Dessa observagao e da regra da cadeia obtemos:

3.4.2. COROLARIO. Seja ¢ : U — R™ uma funcgdo definida num aberto
U C R™, diferencidvel num ponto x € U. Se T : R™ — RP € uma aplicacdo
linear entdo T o ¢ € diferencidvel no ponto x e sua diferencial € dada por:

d(T o ¢)(z) =T o de(x). O
Para o teorema a seguir, o leitor deve recordar a Notagao 3.1.1 e a
Observacao 3.1.7, onde definimos a norma de uma aplicacao linear.
3.4.3. TEOREMA (desigualdade do valor médio). Seja ¢ : U — R™ uma
funcdo definida num aberto U C R™ e sejam fixados dois pontos x,y € U.
Suponha que a funcdo ¢ € continua em todos os pontos do segmento de reta
fechado:
o) = {2+ 0y —2) 0 <0 < 1)

e € diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta aberto:
Jz,y[={z+0(y—2):0< 0 <1}.

Entao existe 6 € ]0,1[ tal que vale a desigualdade:

p(y) — d(@)]lo < [|de(z + 0(y — 2)) |[ly — |-

Recorde que um subconjunto X de R™ é dito convezro se para todos
x,y € X o segmento de reta [z,y] estd contido em X.

3.4.4. COROLARIO. Sejam ¢ : U — R"™ uma funcao definida num aberto
U C R™ e suponha que ¢ € diferencidvel em todos os pontos de um sub-
conjunto convexo X de U. Se existe k > 0 tal que |d¢(x)|| < k, para todo
x € X entao a funcao ¢|x € Lipschitziana com constante de Lipschitz k. [

3.4.5. COROLARIO. Uma funcdo ¢ : U — R™ de classe C' num aberto
U C R™ € localmente Lipschitziana.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 3.4.4, observando que a fungao
x +— ||d¢(x)|| é continua e portanto limitada numa bola suficientemente
pequena centrada num ponto dado z € U. O

3.4.6. DEFINIGAO. Se U, V C R" sdo abertos entao um difeomorfismo de
U para V é uma bijecao diferencidvel ¢ : U — V cuja inversa ¢! : V — U
também é diferencidvel. Dizemos que ¢ : U — V é um difeomorfismo C' se
¢ é bijetora e se ¢ e ¢! sdo ambas de classe C'.

Se ¢ : U — V é um difeomorfismo entao segue da regra da cadeia que
para todo z € U a diferencial d¢(z) : R® — R™ é um isomorfismo de R"
cujo inverso é dado por:

(3.4.2) (dp(x)) " = d(¢™ 1) (¢(x)).
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Temos a seguinte reciproca para essa afirmacao:

3.4.7. TEOREMA (da fungao inversa). Seja ¢ : U — R™ uma funcdo de
classe C' definida num aberto U C R™. Se x € U € tal que a diferencial
do(x) € um isomorfismo de R™ entao existe uma vizinhanga aberta Uy de
x contida em U tal que ¢(Up) € aberto em R"™ e ¢|y, : Up — ¢(Upy) € um
difeomorfismo C'. Além do mais, se dé(x) é um isomorfismo de R™ para
todo x € U entao:

e ¢ ¢ uma aplicacao aberta, i.e., ¢ leva subconjuntos abertos de U
em subconjuntos abertos de R"™;

o se Uy é um aberto qualquer contido em U tal que ¢|y, € injetora
entdo |y, : Up — #(Up) € um difeomorfismo CL.

Exercicios para o Capitulo 3

O Efeito de Aplicacgoes Lineares sobre a Medida de Lebesgue.

ExEercicio 3.1. Dados pontos pi,...,pn+1 € R", entdo o simplero de
vértices p1, ..., pns+1 € definido por:
n+1 n+1

(3.4.3) {Zaipi:aizo,izl,...,n—l—l,Zaizl}.
i=1 i=1

Mostre que o simplexo (3.4.3) é mensuravel e determine uma expressao para
a sua medida de Lebesgue.

O Teorema de Mudanca de Variaveis.
ExXERcicio 3.2. Dados (x9,%0) € R? e r > 0, mostre que o disco:

{(@.y) € R : (2 —20)* + (y — 30)* <77}

¢ mensuravel e determine sua medida de Lebesgue.

ExERcicio 3.3. Considere a aplicacdo ¢ : |0, +oo[ x R — R? definida
por:

¢(p,0) = (pcosb, psend),
para todos p € ]0,4o00[, 0 € R.

e Calcule detde(p, 0).
e Se A =1]0,1] x [0,47] e f : R? — R denota a funcdo constante e
igual a 1, calcule as integrais:

/ £ () dm(z, y), / | det d(p, 0)] dm(p, 0).
d(A) A

e Explique o que estéd acontecendo, em vista do Teorema 3.3.1.

ExERciciO 3.4. Seja A um subconjunto de R™ e p = (p1,...,ppt+1) um
ponto de R"*! com p,, 41 # 0. Identifiquemos R"*! com o produto R™ x R.
O cone de base A e vértice p é definido por:

C(A,p) = J1(2,0),p] = {(2,0) +t(p — (,0)) :x € A, te[0,1]}.

z€EA
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Considere a fungao ¢ : R™ x ]0,1[ — R"™*! definida por:

Cb(l‘, t) = ($, 0) + t(p - (QZ‘, O))v
para todos x € R", ¢t € ]0,1[. Mostre que:
e ¢ ¢ injetora, de classe C! e det dé(x,t) = (1 — t)"p,11, para todos
x e R" te]0,1];
e se A é mensuravel entao o cone C'(A,p) é mensuravel e sua medida
de Lebesgue é dada por:

m(C(ap) = "L

ExXERcicio 3.5. Mostre que:

400 2
0 Q

onde Q = [0,+00[ x [0,+00[; use essa identidade, juntamente com uma

., . . . _ 2
mudancga de varidveis apropriada, para calcular a integral f0+°° e~ dm(x).



CAPITULO 4

Alguns Toépicos de Analise Funcional

Neste capitulo supoe-se que o leitor tenha familiaridade com conceitos
bésicos da teoria dos espagos métricos.

4.1. Espacgos Normados e com Produto Interno
Seja E' um espaco vetorial sobre K, onde K denota o corpo dos ntimeros
reais ou o corpo dos numeros complexos.

4.1.1. DEFINIGAO. Uma semi-norma em E é uma aplicagao:
Esz+—|z]| € R

satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) ||lz|| > 0, para todo x € E;
(b) || Az|| = |All|z]|, para todo A € K e todo = € E;
(e) llz+yl < ||zl +lyll, para todos x,y € E (desigualdade triangular).

Uma norma em E é uma semi-norma que satisfaz a condicao adicional:
(d) ||z|| > 0, para todo € E com x # 0.

Um espago vetorial normado sobre IK (ou, mais abreviadamente, um espacgo
normado) é um par (E, || - ||), onde E é um espaco vetorial sobre K e || - || é
uma norma em F.

Note que fazendo A = 0 na condicao (b) obtemos:

10]] = 0.
Dado um espaco vetorial normado (E, || - ||), nés definimos:
(4.1.1) d(z,y) = [lz = yll,

para todos z,y € E. Temos que d : F x E — R é uma métrica em FE; de
fato, segue das condigdes (a) e (d) que, para todos z,y € E, d(z,y) > 0 e
que d(x,y) = 0 se e somente x = y. Usando a condigao (b), obtemos:

d(z,y) =z -yl = |(=1) - (y = 2)|| = |y — 2l = d(y, 2),
e usando a condicdo (c) obtemos:
d(z,2) = |lz—2| = [|(@=y)+y—2)|| < lz—yl+ly—2] = d(z,y) +d(y, 2),

para todos z,y,z € E. Dizemos que a métrica d definida em (4.1.1) é a
métrica associada & (ou determinada pela) norma || -||. Nds sempre assumi-
remos que um espago normado (E, ||-||) estd munido da métrica d associada

112
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a sua norma. Temos entdo que todo espago normado é também um espaco
métrico (para uma reciproca, veja o Exercicio 4.3).

4.1.2. DEFINIGAO. Um espago de Banach sobre IK é um espago normado
(E,| - |I) sobre K tal que a métrica associada & norma || - || é completa.

4.1.3. ExEmMPLO. Dado um conjunto arbitrario X, entdo o conjunto KX
de todas as fungoes f : X — IK possui uma estrutura natural de espaco
vetorial sobre IK definida por:

(f+9)@) = fz)+g(x), Af)(x)=Af(2),
para todos z € X, A € K, f,g € KX. O conjunto Bd(X,K) de todas
as funcoes limitadas f : X — K é um subespaco de KX e a aplicacio
|- llsup : Bd(X,K) — R definida por:

[ fllsup = sup ‘f(x)‘a
zeX

para toda f € Bd(X,K) é uma norma em Bd(X,K). A norma || - |sup €
chamada a norma do supremo e a métrica dg,p associada a || - ||sup € chamada
a métrica do supremo. Temos que uma seqiiéncia (fy)n>1 em Bd(X,K)
converge para uma fungao f € Bd(X,K) (resp., é de Cauchy) com respeito
a métrica dg,p se e somente se ( f,),>1 converge uniformemente para f (resp.,
¢ uniformemente de Cauchy). Se (f,)n>1 é uma seqiiéncia uniformemente
de Cauchy entao (fn)n>1 também é pontualmente de Cauchy e portanto
existe f : X — K tal que (f,)n>1 converge para f pontualmente; segue do
resultado do Exercicio 2.36 que (f,)n>1 converge para f uniformemente. Se
todas as funcgoes f, sdo limitadas, é facil ver que f também é limitada, e
portanto a métrica dg,p é completa e Bd(X, K) é um espago de Banach. Se
X é um espago métrico (ou, mais geralmente, um espago topoldgico) entao
o conjunto Cp, (X, K) de todas as funcoes continuas e limitadas f: X — K
¢ um subespago de Bd(X,IK); como o limite uniforme de fungdes continuas
é continua, segue que Cy(X, K) é fechado em Bd(X, K) e portanto também
completo com a métrica (induzida por) dsup. Segue que Cp(X, K) também é
um espaco de Banach munido da norma (induzida por) || - ||sup. Note que se
X é compacto entao toda fungéo continua f : X — K é limitada, de modo
que Cp (X, K) coincide com o espaco C(X, K) de todas as fungdes continuas
f: X =K

4.1.4. DEFINIGAO. Seja E um espago vetorial sobre K. Um produto
interno em E é uma aplicacao:

ExE> (z,y) — (z,y) e K

satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) Az +a',y) = Ma,y) + (@'y) e (@ \y +3) = Mz,y) + (2,9,

para todos z,y,2’,y € E e todo A € K, onde \ denota o complexo
conjugado de A;
(b) (z,y) = (y,x), para todos z,y € E;

(¢) (x,z) >0, para todo x € E com x # 0.
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Note que a condi¢ao (b) implica que (z,x) é real, para todo = € E, de
modo que faz sentido falar em (z,x) > 0, na condigao (c). Quando K =R
entdo A = ) para todo A € K, de modo que as condicdes (a) e (b) podem
ser substituidas respectivamente por:

(@) (Az+a,y) = Mz, y) + (@', y) e (z, Ay +y') = Mz, y) + (2,9), para
todos x,y,2',y’ € E e todo \ € K;
(b)) (z,y) = (y,x), para todos =,y € E.

Fazendo A = 1 na condicao (a) obtemos:
(@ +a' y) = (z,y) + (@' ), (z.y+y) = (2,9) + (2,9,
para todos z,y, 2,y € E; dai:
(0,9) =(0+0,y) =(0,y9) +(0,y), (2,0) =(2,0+0) = (z,0) + (z,0)
e portanto:
<‘/1:7 0> = 07 (07 y> = 07
para todos x,y € E. Fazendo 2’ = 0, ¢’ = 0 na condigao (a) obtemos entao:
(Az,y) = Mz,y), (@, \y) = Mz, y),

para todos z,y € E e todo A € K.

O primeiro resultado nao trivial sobre produtos internos que provaremos
é o seguinte:

4.1.5. LEMA (desigualdade de Cauchy—Schwarz). Seja E um espago ve-
torial sobre K e (-,-) um produto interno em E. Entdo:

1 1
(4.12) (2, y)| < (2,2)2(y, )2,
para todos x,y € E; a igualdade em (4.1.2) vale se e somente se x ey sdo

linearmente dependentes.

DEMONSTRAGAO. Se x e y sao linearmente dependentes entao ou y = Az
ou x = \y, para algum A € K; dai é facil ver que vale a igualdade em (4.1.2).
Suponhamos entao que = e y sdo linearmente independentes e provemos que
vale a desigualdade estrita em (4.1.2). Provemos primeiramente que:

1 1
(4.1.3) Rz, y)| < (z,2)%(y,y)*,
onde RA denota a parte real de um nimero complexo A. Considere a fungao
p: R — R definida por:

p(t) = (x + ty, z + ty),
para todo ¢t € R. Temos:
p(t) = (x,2) + t(z,y) + ty, x) + (y,y) = (x, ) + 2tR(z, y) + (4, ),

paratodot € R. Como x e y sao linearmente independentes, temos que x+ty
é nao nulo, para todo t € R e portanto p(t) > 0, para todo t € R. Mas p é
uma funcao polinomial do segundo grau e portanto seu discriminante:

A = 4(R(z,9))* - 4z, )y, y)
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deve ser negativo. Dai (4.1.3) segue diretamente. Seja agora A € K com
|A| = 1 tal que A\(z,y) é real’; trocando x por Az em (4.1.3) obtemos:

ROz, )| < Az, Ax)2 (y,9)7,

donde segue a desigualdade:

1 1
[z, 9)| < (z,2)2 (y,y)2. O
4.1.6. COROLARIO. Seja E um espago vetorial sobre K e (-, -) um produto
interno em E. Entdo a aplicagdo || - || : E — R definida por:
(4.1.4) el = (@,)z,

para todo x € E, € uma norma em E.

DEMONSTRAGAO. Note que, como (x,z) > 0 para todo = € E, a apli-
cacao || - || estd bem definida e ||z|| > 0, para todo x € E; além do mais,
||| > 0, para € E nao nulo. Dados A € K, x € E, temos:

e = a, Az)s = (A (e, 2))® = (IA2(z,2)) 2 = [Alllal].

Finalmente, a desigualdade triangular é obtida da desigualdade de Cauchy—
Schwarz, através dos calculos abaixo:

lz+yl* = (z+y,2+y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,9)
= |l=|* + [lyll* + 2R(z,y) < |z]* + [lyl* + 2|(z,y)]
2
< |zl + lyll* + 2ll=lllyll = () + lyl)°,
onde z,y € E. ([

A norma definida em (4.1.4) é chamada a norma associada ao (ou de-
terminada pelo) produto interno (-, -).

4.1.7. DEFINIGAO. Seja E um espaco vetorial sobre K e (-, -) um produto
interno em E. O par (E, (-,-)) é chamado um espago pré-Hilbertiano sobre
K. Se a métrica associada & norma associada ao produto interno (-,-) for
completa, dizemos que (E, (-,-)) é um espaco de Hilbert sobre K.

Nos sempre assumiremos que um espago pré-Hilbertiano (E, (-,-)) estd
munido da norma (4.1.4) associada ao seu produto interno. Vemos entao
que todo espaco pré-Hilbertiano é um espaco normado e todo espago de
Hilbert é um espago de Banach. Nem toda norma estd associada a um
produto interno, como segue facilmente do seguinte:

4.1.8. LEMA (identidade do paralelogramo). Se E é um espaco vetorial

sobre K, (-,-) € um produto interno em E e ||-|| € a norma associada a (-, -)
entao:
(4.1.5) lz +ylI* + 2 =yl = 2(lll* + [ly]1?),

IDado um nimero complexo z, evidentemente existe um nitmero complexo A de
médulo 1 tal que Az é real; basta tomar A = ﬁ, sez£0eX=1sez=0.
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para todos x,y € E.
DEMONSTRAGAO. Temos:

o +yl> = (z+y,x+y) = (z,2) + (z,9) + (y,2) + (1,9),

donde:

(4.1.6) lz +yl1? = llz]]* + llyll* + 2R(z, );

similarmente:

(4.1.7) lz = ylI? = llz]|* + llyl|* — 2R(z, ).

A conclusao é obtida somando (4.1.6) e (4.1.7). O

No Exercicio 4.10 pedimos ao leitor para mostrar que a norma do su-
premo nao satisfaz a identidade do paralelogramo (exceto pelo caso trivial,
em que o dominio tem um tnico ponto). Vemos entao que nem toda norma
estd associada a um produto interno. No Exercicio 4.14 apresentamos um
leitor um roteiro para demonstrar que toda norma que satisfaz a identidade
do paralelogramo esta associada a um tnico produto interno.

Se F' é um subconjunto fechado nao vazio de R" e K é um subconjunto
compacto nao vazio de R" entao existem pontos x € F, y € K tais que
d(z,y) = d(F, K), ou seja, a distancia minima entre F' e K é explicitamente
realizada®. Como é ilustrado no exemplo a seguir, se (M,d) é um espaco
métrico arbitrario, F' # () é fechado em M e K # () é um subconjunto
compacto de M, nao é verdade em geral que a distancia minima entre F' e
K é realizada, mesmo sob a hipdtese que o espaco métrico M seja completo
(é verdade, no entanto, que se K e F sao disjuntos entao d(K, F') > 0).

4.1.9. EXEMPLO. Seja C’([O, 1], IR) o espago de Banach das fungdes con-
tinuas f : [0,1] — R munido da norma do supremo (veja Exemplo 4.1.3)
e seja FE o subespaco de C ([O, 1],IR) constituido pelas fungoes continuas
f :0,1] — R tais que f(0) = f(1) = 0. Claramente E é um subespago
fechado de C([O, 1], IR) e portanto é também um espago de Banach. Seja H
o subconjunto de E definido por:

H={feE: [ fdn=1}.
Se uma seqiiéncia (fy,)n>1 em C ([07 1], R) converge uniformemente para f

entao (veja Exercicio 2.26):
1

1
lim fndm = / fdm,
0

n—o0 0

donde segue que H é fechado em E. Vamos mostrar que a distancia

dsup(07 H) = fuellfﬁ‘l Hf”sup

2Esse nilo é o caso se supusermos apenas que F' e K sao fechados. Por exemplo, se
F = {(17 %) T > 0} e K = R x {0} entao F e K sao fechados e disjuntos em R2, mas
d(K,F)=0.
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da funcao nula até H é igual a 1, mas que nao existe nenhuma funcao
f € H com dgsup(0, f) = || fllsup = 1. Em primeiro lugar, mostremos que nao
existe f € H com ||f|lsup < 1. De fato, suponha por absurdo que f € H e
| fllsup < 1. Dail—f >0e fol(l — f)dm = 0, donde f =1 quase sempre;
mas f(0) = f(1) = 0 e a continuidade de f implicam que f é menor que
1 numa vizinhanca de {0,1}, o que nos d4 uma contradi¢do. Vamos agora
mostrar que para todo € > 0 existe f € H com || f||sup < 1 +¢. Obviamente
podemos supor sem perda de generalidade que € < 1; seja n = ﬁ € ]O, %]
e considere a fungao f : [0,1] — R definida por:

1%3}, se 0 <z <,
flz)=q1+e¢, sen<z<1-—m,
%(1—:6), sel—n<z<1.

E facil ver que f € H e que ||f]lsup = 1 + €. Logo dsup(0, H) = 1, mas nao
existe f € H com || f||sup = 1.

4.1.10. PROPOSIGAO. Seja (E, (-,-)) um espago pré-Hilbertiano sobre KK
e seja C C E um subconjunto completo, nao vazio, tal que %(p +q) € C,

para todos p,q € C. Entdo para todo x € E existe um unico ponto p € C tal
que d(l‘,p) = d(l’, C)

DEMONSTRACAO. Sejam z € E, p,q € C. Aplicando a identidade do
paralelogramo (4.1.5) aos vetores x — p, * — ¢, obtemos:

122 —p—q|* + |lp — q|* = 2(||= — p||* + ||z — q|?),

e portanto:

2

(4.1.8) lp = all* = 2(llz = pI* + |z — al|* = 2[|2 — 30+ D))
Seja ¢ = d(x,C') > 0. Provemos primeiramente a unicidade de p. Se p,q € C
s@o tais que d(z,p) = d(x,q) = ¢ entao d(:l:, %(p + q)) > ¢, de modo que
(4.1.8) nos da:

lp — all* < 2(® + ¢ — 2¢) =0,
e dal p = ¢. Para provar a existéncia de p, seja (p,),>1 uma seqiiéncia em
C tal que d(z,p,) < ¢+ %, para todo n > 1. Usando (4.1.8) com p = py,
g = pm € observando que d(a:, %(pn + pm)) > ¢, obtemos:

Ipn = Pl < 2[(c+1)* + (c+ 2)* —2¢%) =2(Z + 2+ L + L),

donde segue que (pn)n>1 € uma seqiiéncia de Cauchy. Ja que C' é completo,
existe p € C' com p, — p e dal fazendo n — oo em d(z,p,) < c—i—% obtemos
d(xz,p) < ¢. Como obviamente d(z,p) > ¢, a conclusao segue. O

4.1.11. DEFINIGAO. Seja (E,(-,-)) um espaco pré-Hilbertiano sobre K.
Dois vetores z,y € E sao ditos ortogonais se (z,y) = 0. Seja S um subcon-
junto de E. O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é conjunto
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dos vetores x € E que sao ortogonais a todos os vetores de .5, isto é:
St = {:U € E: (z,y) =0, para todo y € S}.

E facil ver que o complemento ortogonal de um subconjunto S de E
coincide com o complemento ortogonal do subespaco vetorial de E gerado
por S, de modo que a nogdao de complemento ortogonal é particularmente
interessante apenas para subespacos vetoriais. E f4cil ver também que o
complemento ortogonal de um subconjunto arbitrario de F é sempre um
subespaco de E.

4.1.12. LEMA. Sejam (E,(-,-)) um espaco pré-Hilbertiano sobre K e S
um subespaco vetorial de E. Dados x € E, p € S, entdo d(x,p) = d(z,5)
se e somente se x —p € ST,

DEMONSTRAGAO. Sejam x € E, p € S e suponha que z —p € S*. Dado
q € S entao p — q € S e portanto os vetores x — p e p — ¢ sao ortogonais;
pelo Teorema de Pitagoras (veja Exercicio 4.15):

2
lz—ql>=|[(z—p)+ (0 —a)||” = llz = plI> + llp — qlI* > [lz — p||,

donde d(z,p) < d(x,q), para todo g € S. Isso mostra que d(z,p) = d(zx, S).
Reciprocamente, suponha que d(z,p) = d(z,S). Dado v € S, considere a
funcédo ¢ : R — R definida por:

o(t) = d(z,p + tv)* = ||(z — p) — tv])*,
para todo ¢t € R. Temos:
$(t) = llz — pl* — 2tR(z — p,v) + ¢*|Jv]|?,

para todo t € R. Como d(z,p) = d(z,S), a funcdo ¢ possui um minimo
global em ¢t = 0 e portanto:

#'(0) = —2R(x — p,v) = 0.
Concluimos que:
(4.1.9) R(x — p,v) =0,

para todo v € §. Se K = R, a demonstracao ja estd completa. Se K = C,
podemos trocar v por iv em (4.1.9), o que nos da:

%CB - D, 2U> = —§R(7,<£L' - D ’U)) = %<.’I] - D ’U) = 07
onde S\ denota a parte imaginaria de um nimero complexo A. Dai:
(x —p,v)y=0
e a demonstragao estd completa. ([l

4.1.13. DEFINIGAO. Sejam (F, (-, -)) um espaco pré-Hilbertiano sobre K
e S um subespago vetorial de E. Dado = € E entao um ponto p € S com
xr —p € St é dito uma projecio ortogonal de x em S.
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Temos que a projecao ortogonal de z em S é tnica quando existe; de
fato,se p,g € Sex —p,xr—q€ St enthiop—q=(r—q)— (x —p) € Ste
p—qé€S,demodo que (p—q,p—q)=0ep—q=0.

4.1.14. COROLARIO. Sejam (E,{-,-)) um espago pré-Hilbertiano sobre
K e S um subespaco vetorial de E. Suponha que S é completo (esse é o
caso, por exemplo, se (E,(-,-)) € um espago de Hilbert e S é fechado em E ).
Entao todo x € E admite uma (inica) proje¢ao ortogonal p € S.

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 4.1.10 que existe p € S com
d(x,p) = d(z,S). O Lema 4.1.12 nos diz entdo que x —p € S+, O

4.1.15. CoROLARIO. Sejam (E,(-,-)) um espago pré-Hilbertiano sobre
K e S um subespaco vetorial de E. Suponha que S é completo (esse é o
caso, por exemplo, se (E,(-,-)) € um espago de Hilbert e S é fechado em E).
Entio E =S & S*.

DEMONSTRAGAO. Se v € SN S+ entdo (v,v) = 0, de modo que v = 0.
O Corolario 4.1.14 implica que todo elemento de E é soma de um elemento
de S com um elemento de S*, ie., E =S+ S+. A conclusio segue. U

4.2. Aplicacoes Lineares Continuas

4.2.1. LEMA. Sejam (E, | -|z), (F,||-||z) espagos normados sobre K e
T : FE — F uma aplicagdo linear. As sequintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) T € continua;
(b) T € continua na origem;
(¢) T € limitada em alguma vizinhanga da origem, i.e., existem ¢ > 0
e uma vizinhanga V. da origem em E tal que |T(x)|| < ¢, para
todo x € V;
(d) T € limitada na bola unitiria de E, i.e., existe ¢ > 0 tal que
|T(x)| p < ¢, para todo v € E com ||z||;
(e) T ¢é limitada na esfera unitaria de E, i.e., existe ¢ > 0 tal que
|T(x)| < ¢, para todo v € E com |||, =1;
(f) existe ¢ > 0 tal que | T(x)||p < c||z| 5, para todo x € E;
(g) T é Lipschitziana.

DEMONSTRAGAO.

e (a)=(b).
Trivial.

e (b)=(c).
Dado, por exemplo, € = 1, existe § > 0 tal que:

7@ - 1O, = [T, <.

para todo x € E com ||z[|, < 6. Dai T ¢é limitada na bola aberta de
centro na origem de E e raio 6.
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] (C):>(d)

Por hipétese, existem 7 > 0 e ¢ > 0 tais que ||T(z)||» < ¢, para
todo x € E com ||z||, < r. Dai, se x € E ¢é tal que ||| < 1 entao
|rz||p < r e portanto | T(rz)||p < ¢ logo [|[T(x)|p < &, para todo
r € FE com |z||; <1

o (d)=(e).

Trivial.

e (e)=(f).
Seja ¢ > 0 tal que || T'(z)|| < ¢, para todo x € E com |[z|, = 1.
Afirmamos que ||T(z)|| < ¢||z||;, para todo z € E. De fato, se x = 0

essa desigualdade é trivial. Se x # 0, tomamos y = H;ﬁ , de modo que

E
lyllp=1e:

A conclusao segue.

o (H)=(g).
Seja ¢ > 0 tal que ||T'(z)|p < c||z||5, para todo z € E. Dados,
x,y € F, entao:

|7@) - T, = |7~ 9], <z~ vl

de modo que ¢ é uma constante de Lipschitz para T

e (g)=(a).
Trivial. [l

4.2.2. DEFINIGAO. Sejam (E, |- ||z), (F,| - || z) espacos normados sobre
K. Uma aplicagao linear T' : E — F é dita limitada se satisfaz uma das
(e portanto todas as) condigoes equivalentes que aparecem no enunciado do
Lema 4.2.1.

Normalmente, uma funcao f cujo contra-dominio é um espaco métrico
¢é dita limitada quando sua imagem é um conjunto limitado. No caso de
aplicacoes lineares, usamos a expressao “limitada” com um significado um
pouco diferente, i.e., dizemos que uma aplicacao linear entre espacos norma-
dos ¢ limitada quando sua restricao a bola unitaria do dominio é limitada no
sentido mais usual da palavra. Esse uso ligeiramente ambiguo da palavra “li-
mitada” é completamente usual e nao causa confusao, ja que uma aplicagao
linear ndo nula nunca pode ter imagem limitada (veja Exercicio 4.16).

Sejam (E, |- || z), (F, | - || z) espagos normados sobre K. Denotamos por
Lin(E, F) o conjunto de todas as aplicacoes lineares limitadas 7' : B — F.
Segue facilmente do resultado do Exercicio 4.2 que Lin(E, F) é um subespago
vetorial do espago de todas as aplicacoes lineares T : £ — F'.
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4.2.3. DEFINIGAO. Sejam (E, | - | ), (F,|| - || z) espagos normados sobre
K. Se T : E — F é uma aplicagao linear limitada entao a norma de T é
definida por:

(4.2.1) IT|| = sup {|T(x)| ;s x € E e ||, <1} € [0, +00].

Quando o espago F é nao nulo, entao a norma de uma aplicacao linear
T : E — F coincide com o supremo de ||T(z)||» quando x percorre a esfera
unitaria de E (veja Exercicio 4.17). Deixamos a cargo do leitor a verifi-
cagao de que (4.2.1) define uma norma no espaco vetorial Lin(E, F') (veja
Exercicio 4.18).

4.2.4. LEMA. Sejam (E, |- |/ z), (F\| - ||z) espagos normados sobre K.
Entao:

(4.2.2) IT@) p < 1Tzl g,

para todos T € Lin(E, F), x € E. Se (G, ||-||5) € um espago normado sobre
K eT € Lin(E, F), S € Lin(F,G) entao:

1S5 o Tl < ST

DEMONSTRAGAO. Seja x € E. Se x = 0, entao a desigualdade (4.2.2) é

trivial. Senao, seja y = ﬁ; temos [|y||; = 1 e portanto:
E

[T@),
W = HT(Q)HF <7,

donde a desigualdade (4.2.2) segue. Seja S € Lin(F,G); para todo x € E
com ||z]| 5 < 1, temos:

lson)@),, = IST@)],, < ISITE], < ISIIT].
donde ||So T < |ISITI- O

4.2.5. PROPOSIGAO. Sejam (E, ||-||z), (F,||-||z) espagos normados sobre
K. Se (F,||-|lg) € um espago de Banach entdo também Lin(E,F) é um
espaco de Banach.

DEMONSTRAGAO. Seja (T},)n>1 uma seqiiéncia de Cauchy em Lin(E, F').
Para todo = € E, temos:

HTn(x) - Tm(x)HF < |7 — TmHHxHEa
para todos n,m > 1; segue que (Tn(:z:))n>1 é uma seqiiéncia de Cauchy em
F. Como F é completo, podemos definir uma aplicacao T : E — F fazendo:

T(z) = lim T,(x),

n—o0
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para todo x € E. Se z,y € EF e A € K entdao segue do resultado do
Exercicio 4.2 que:

T(x+y) = lim T,(x+y) = lim (Tu(z) + Tu(y)) = T(z) + T(y),
T(A\z) = lim T,(Az) = lim (AT () = AT (z),

donde T é linear. Seja dado € > 0. Vamos mostrar que existe ng > 1
tal que T,, — T é limitada e ||T,, — T'|| < e, para todo n > ng; seguird dai
automaticamente que T é limitada, ja que T'= T, — (T,, — T), com T,, e
T,, — T ambas limitadas. Como (T},),>1 ¢ de Cauchy, existe ng > 1 tal que
| T, — Tl < €, para todos n,m > ng. Fixado x € E com ||z||; < 1 entdo:

| T0(2) = Tn(@)]] . <&
fazendo m — oo (com n e x fixados), obtemos:
| T () — T(CC)HF <e,

para todo n > ng e todo x € E com ||z||; < 1. Daf ||T,, = T'|| < ¢, para todo
n > ng. Isso mostra que lim, o 7, = T em Lin(E, F), o que completa a
demonstracao. ([

4.2.6. DEFINIGAO. Sejam FE, F' espagos vetoriais complexos. Uma apli-
cacao 1 : E — F ¢ dita linear-conjugada se:

Tx+y) =T +T(y) e TAx)= (),
para todos z,y € E e todo A € C.

Se E, F sao espacos vetoriais complexos e T : £ — F é uma aplicacao
linear-conjugada entdao 7' é R-linear, i.e., a aplicacdo T : E|gr — F|g €
linear, onde E|r, F|r denotam as realificagdes dos espagos complexos F e
F respectivamente (veja Definigao 4.1). Obtemos dai o seguinte:

4.2.7. LEMA. O resultado do Lema 4.2.1 também vale se supusermos que
K=CequeT:E— F ¢€uma aplicacdo linear-conjugada.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Lema 4.2.1 para a aplicacao linear
T : E|r — F|gr, observando que || - || e || - || também sao normas nos
espagos vetorais reais E|r e F|gr, respectivamente (veja Exercicio 4.7). O

Dizemos que uma aplicagao linear-conjugada T : E — F é limita-
da quando satisfaz uma das (e portanto todas as) condigoes equivalentes
que aparecem no enunciado do Lema 4.2.1. Definimos entdao a norma de
T como em (4.2.1). O Lema 4.2.4, a Proposigao 4.2.5 e o resultado dos
Exercicios 4.17 e 4.18 todos possuem versoes correspondentes para aplicagoes
lineares-conjugadas (e as correspondentes demonstragoes sao perfeitamente
analogas as demonstragoes das versoes originais). Observamos também que
uma aplicacao linear-conjugada pode ser transformada em uma aplicagao
linear se trocarmos o sinal da estrutura complexa de seu dominio ou de seu
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contra-dominio (veja Exercicios 4.19, 4.20, 4.21 e 4.22). Tal observagao per-
mite obter de forma imediata as verses para aplicagoes lineares-conjugadas
dos resultados que demonstramos sobre aplicacoes lineares.

4.2.8. DEFINIGAO. Seja (E, ||| z), (F,] - || ) espagos vetoriais sobre I
e seja T : E — F uma aplicacao linear (resp., linear conjugada). Dizemos
que T é uma imersao isométrica linear (resp., imersao isométrica linear-
conjugada) se:

(4.2.3) 7@, = ll=llg

para todo z € E. Se, além do mais, T' é sobrejetora, dizemos que T' é uma
isometria linear (resp., isometria linear-conjugada).

A condigao (4.2.3) implica diretamente que Ker(7') = {0}, i.e., que T é
injetora. Assim, toda isometria linear (resp., isometria linear conjugada) é
bijetora e é facil ver que sua inversa T~! : F — F também é uma isometria
linear (resp., isometria linear conjugada). Além do mais, é claro que toda
imersao isométrica linear (e toda imersao isométrica linear-conjugada) T é
limitada e que ||T'|| = 1, a menos que seu dominio seja o espago nulo.

4.3. Funcionais Lineares e o Espago Dual

Seja (E, || - ||) um espaco vetorial normado sobre K. Por um funcional
linear em E nés entendemos uma aplicacao linear o : E — K cujo contra-
dominio é o corpo de escalares IK. Um funcional linear o : £ — K ¢é dito
limitado quando a aplicagao linear a : £ — KK for limitada. O conjunto:

E* = {a: o é um funcional linear limitado em E} = Lin(E, K)

é chamado o espaco dual de E. Como caso particular da Definicao 4.2.3,
noés temos:

l|la]| = sup{\a(x)\ cx € FEelz| < 1}.

4.3.1. PROPOSIGAO. Se (E,||-||) € um espago vetorial normado sobre K
entdo seu dual E* € um espaco de Banach.

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 4.2.5, ja que o corpo de escalares
K é completo. O

Observamos que em &lgebra linear normalmente define-se o dual (tam-
bém chamado de dual algébrico) de um espago vetorial E como sendo o
espaco de todos os funcionais lineares em E. Por isso, o espaco dual que
noés definimos acima é muitas vezes chamado o dual topolégico de E. Nos
nao teremos nenhum uso para a nocao de dual algébrico e portanto usamos
“dual” como sinénimo de “dual topolégico”.

4.3.2. EXEMPLO. Seja (E, (-,-)) um espaco pré-Hilbertiano sobre K. Pa-
ra todo v € F, a aplicagao:

ay: Esz— (z,0) € K
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¢ um funcional linear em FE. Segue da desigualdade de Cauchy—Schwarz
(Lema 4.1.5) que:

|aw ()| < JJollll]l,
donde vemos que «,, é limitado e ||ay|| < ||v]|. Afirmamos que:

(4.3.1) [lew || = lll;

para todo v € E. De fato, se v = 0, essa igualdade é trivial; sendo, tomamos

w = > de modo que |lw|| =1 e:

(v, v)
low | = | (w)] = W = [Joll,

provando (4.3.1). E facil ver que:

Oyt = Qy + Quy,  Qpry = 5\041,,
para todos v,w € E, A € K, donde segue que a aplicacao:
(4.3.2) Esvr— a, € E”

é linear para I = R e linear-conjugada para I = C. A igualdade (4.3.1)
nos diz que a aplicacao (4.3.2) é uma imersao isométrica linear para K = R
e uma imersao isométrica linear-conjugada para K = C. A aplicagao (4.3.2)
é chamada a aplicacdo de Riesz do espago pré-Hilbertiano F.

Temos o seguinte:

4.3.3. TEOREMA (de representacao de Riesz). Seja (E,(-,-)) um espago
de Hilbert sobre IKX. Entdo a aplicagdo de Riesz (4.3.2) é uma isometria
linear para K = R e uma isometria linear-conjugada para IK = C.

A demonstracao do Teorema 4.3.3 usa o seguinte:
4.3.4. LEMA. Seja E um espaco vetorial sobre K e a : E — K um

z

funcional linear nao nulo. Dado x € E com a(x) # 0 entao Ker(a) U{z} €
um conjunto de geradores para E.

DEMONSTRAGAO. Seja y € E; queremos encontrar A € K e n € Ker(«)
com y = n + Az. Basta entao encontrar A € K com y — Az € Ker(a); mas:

a(y — Ar) = aly) — da(z),

donde basta tomar \ = % O

4.3.5. COROLARIO. Seja E um espaco vetorial sobre IX. Dados funci-
onais lineares a : E — K, f: E — K, se Ker(a) C Ker(8) entdo existe
A€ K com 5 = .

DEMONSTRAGAO. Se a = 0 entao Ker(a) = F = Ker(f3), donde 5 =0
e basta tomar A = 0. Se a # 0, seja x € E com «a(x) # 0 e tome \ = %
Temos que os funcionais lineares 8 e A« coincidem em Ker(a) U {x}; segue

entao do Lema 4.3.4 que 8 = \a. U
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4.3.3. Seja (E, (-, -)) um espago de Hil-
bert sobre K. J4 sabemos que a aplicacdo de Riesz (4.3.2) é uma imersao
isométrica (linear para IK = R e linear-conjugada para IK = C), de mo-
do que é suficiente demonstrar que ela é sobrejetora. Seja a € E* um
funcional linear limitado em FE. Devemos encontrar v € F com a = «.
Se a = 0, basta tomar v = 0. Suponha entdo que a # 0. Como « é
continuo, temos que Ker(a) = a~1(0) é um subespaco fechado de F, de mo-
do que E = Ker(a) ® (Ker(a))L, pelo Corolério 4.1.15. Como « # 0, temos

Ker(a) # E e portanto existe x € (Ker(a))L com x # 0. Vemos entao que o
funcional linear o, é nulo em Ker(a) e portanto, pelo Corolario 4.3.5, existe
A€ K com ap, = Aa. Como x # 0, temos que a; # 0 e portanto A # 0.
Concluimos entao que:

a=\"ta, = Qs

onde v = A"z € E. Isso completa a demonstracao. O

4.4. Espacgos LP

Seja (X, A, u) um espaco de medida. Dados uma fungdo mensurdvel
f: X = Cepe|l,+o00], nés definimos:

(@.4.1) 1= ([ 1P an)? € f0.+oc),

onde convencionamos que (+00)* = 400, para qualquer « > 0. Note que
|fIP: X — [0,400] é uma fungao mensuravel, j4 que a fungao:

R22=C 3z |2P € [0, +o0[
¢ continua e portanto Borel mensuravel (veja Lema 2.1.15 e Coroldrio 2.1.17).
Como a funcao |f|P é nao negativa, segue que a integral em (4.4.1) sem-

pre existe (sendo possivelmente igual a +00). Note que, pelo resultado do
Exercicio 2.21, temos:

(4.4.2) Ifllp =0 <= f=0aq.s.

4.4.1. NOTAGAO. Denotamos por L£P(X, A, u; K) o conjunto de todas as
funcoes mensuraveis f : X — K tais que ||f||, < 400, onde K = R ou
K=C.

Temos o seguinte:

4.4.2. LEMA. Dados um espago de medida (X, A, p) ep € [1,+00] entdo

LP(X, A, ;) € um subespago do espago vetorial (sobre IK) de todas as
funcoes f: X — K.

DEMONSTRAGAO. A fungao nula obviamente estd em LP(X, A, u;K).
Dados uma funcao mensuravel f : X — K e A € K entao a funcao Af é
mensuravel e:

= ([ nsran)” = ([ weisran)” = (e [ 1 an)”,
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donde:

(4.4.3) IAfllp = IALf o

Dai A\f € LP(X, A, p; K) sempre que f € LP(X, A, u;K). Para mostrar que
LP(X, A, u; K) é fechado por somas, usamos a desigualdade:

(4.4.4) (a+b)P < 2P(a? +bP),

vélida para quaisquer nimeros reais nao negativos a, b. Para provar (4.4.4),
seja ¢ = max{a,b}, de modo que ¢ = max{aP, b’} e a +b < c+ c = 2
temos:

(a+b)P < (2¢)P = 2PcP < 2P(aP 4 bP).
Agora, dadas f,g € LP(X, A, u; K), entdo:

If +gl” < 2°(|fP + 1gl”),

de modo que:

Jaregpanse( [ 1raus [ loran) <+,

X X X

e portanto f + g € LP(X, A, u; K). O
Nosso préximo objetivo é estabelecer que || - ||, é uma semi-norma no

espaco vetorial £P(X, A, u; K).

4.4.3. LEMA (desigualdade de Minkowski). Seja (X,.A, ) um espago
de medida e sejam f : X — C, g : X — C fungoes mensurdveis. Dado
p € [1,4+00], entao:

(4.4.5) 1f +allp < 1fllp + llgllp-
4.4.4. COROLARIO. Se (X, A, ) € um espaco de medida e p € [1,+00]
entdo || - ||, € uma semi-norma em LP(X, A, p; K).

DEMONSTRAGAO. Obviamente, |f||, é um ntmero real nao negativo,
para toda f € LP(X, A, 11;IK). Vimos em (4.4.3) que [|Af]|, = |A| || f]|p, para
todo A € K e toda f € LP(X, A, u; K). Finalmente, a desigualdade triangu-
lar para | - ||, é exatamente a desigualdade de Minkowski (Lema 4.4.3). O

A prova da desigualdade de Minkowski tem alguma similaridade com
a prova da desigualdade triangular para a norma (4.1.4) associada a um
produto interno. Na prova da desigualdade triangular para a norma (4.1.4),
utilizamos a desigualdade de Cauchy—Schwarz. Para provar a desigualdade
de Minkowski, vamos usar o seguinte:

4.4.5. LEMA (desigualdade de Holder). Seja (X, A, ) um espago de
medida e sejam f : X — C, g : X — C funcdes mensurdveis. Dados
p,q € ]1,4+00] tais que % + % =1 entao:

(4.4.6) /X Faldu < 11l g1l
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Supondo || f]l, < +00 e ||g]lq < +00 entdo a igualdade ocorre em (4.4.6) se
e somente se existe A > 0 tal que:

(4.4.7) 1|7 = A fIP ¢.s. ou |f|P = Ag|? ¢ s..

Vamos por um momento assumir a desigualdade de Holder e demonstrar
a desigualdade de Minkowski.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4.4.3. Se p = 1 entao:

nf+mw34u+gmMsA}ﬂ+mnmn1@umMymeu
— 171l + llgll-

Suponha agora que p > 1 e seja ¢ = 1% € ]1, +ocl, de modo que %—F% =1.
Temos:

@48) (I +91,)" = [ 1f+gPdn= [ 17+9P 1+ gl
s/ﬁf+mp%vvwg%m
X
:/ﬁﬂu+mw%m+/Wmu+m%%m
X X

Usando a desigualdade de Holder (Lema 4.4.5), obtemos:
1
Jaus+ a7 au < 151 15 + o, = W71 [ 15+ 9P
X b'e

2

= Hf”p(Hf —+ 9Hp> “
1
[ tal1r + = < Nl 15+ 7, = gl [ 17+ 9P)’
X X

yy
= llgllp ”f+9“p)q;
dai:

@4.9) [ 17f+ol~ du [ lgllf+oP i< (171+ lglh) (17 +1h)
X X
De (4.4.8) e (4.4.9) vem:
(17 + 81" < (11l + llglls) (1 + gl )

Q3

Q3

e

(4.4.10) 1F+ gl (L + gll)® < (1F1L + llglly) (1 + g1l)

Se 0 < ||f +gllp < +oo entao (4.4.5) segue diretamente de (4.4.10). Se
|f + gllp, = 0, a desigualdade (4.4.5) é trivial. Finalmente, se ||f + g||, é
igual a 400 entdo o Lema 4.4.2 implica que ||f|, = 400 ou |g||, = +o0,
donde a desigualdade (4.4.5) segue. O

P
q .

Passemos a prova da desigualdade de Holder. Precisamos do seguinte:
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4.4.6. LEMA (desigualdade entre as médias). Dados n > 1, numeros

reais positivos ay, ..., a, com a1 + -+ + ap = 1 e ndmeros reais nao
negativos xi, ..., Ty entao:

(4.4.11) Pt xon < axy + o 4 apy.

A igualdade vale em (4.4.11) se e somente se x1 = -+ = Ty,

DEMONSTRACAO. A prova deste lema usa algus fatos simples da teoria
de fungoes convexas, que serao demonstrados na Segao 4.5. A fungdo expo-
nencial exp : R 3 x +— e® € R possui derivada segunda positiva e portanto
é estritamente convexa (Corolario 4.5.14). Dados entao ntimeros reais posi-
tivos a1, ..., ap com a1 + --- + a, = 1 e nimeros reais yi, ..., Yn, t€MOS
(Proposigao 4.5.16):

exp(aayt + -+ + anyn) < arexp(yr) + -+ + an exp(yn),

onde a igualdade vale se e somente se y; = --- = y,. Se todos os x; sdo
positivos, a conclusao é obtida fazendo y; = In(x;), i = 1,...,n. O caso em
que algum z; é igual a zero é trivial, ja que o lado esquerdo de (4.4.11) é zero
e o lado direito de (4.4.11) é nao negativo, sendo igual a zero se e somente
sexy=---=x,=0. U

4.4.7. COROLARIO. Sejam p,q € |1,+o00[ com % —}—% =1¢eab>0.
Entao:
P
(4.4.12) ab< T+
p q

a igualdade vale em (4.4.12) se e somente se aP? = b1.

DEMONSTRACAO. Use o Lema 4.4.6 com n = 2, 1 = dP, 29 = b,
a1 = % e (g = % O

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4.4.5. Se ||f|l, =0oul|g|l =0entao f =0
q.s.ou g =0 q.s. (veja (4.4.2)) e [y [fg|dpu = 0, donde o resultado segue
trivialmente. Suponhamos que || f||, > 0 e [|g|l; > 0. Se || f|l, = 400 ou
llgllg = +o0 entdo || flp |lgllq = +o0, donde também o resultado é trivial.
Podemos supor entdao que as normas ||f|l, e ||g|l; sdo positivas e finitas.
Sendo || ||, e ||gll; ambas positivas, vemos que a existéncia de A > 0 tal que
(4.4.7) vale é equivalente & existéncia de A > 0 tal que [g|? = A|f]P q.s;
integrando essa igualdade dos dois lados, vem:

(Ilgllg)*

(I1£115)""

donde a condicao (4.4.7) é na verdade equivalente a:

(4.4.13) (”%:p)p = <|||gg|:q)q q.s..
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o £ 9|
7 ~ g
T2 O Tl
A desigualdade de Holder (4.4.6) é equivalente a:
(4.4.14) /X fadp <1.
A igualdade (4.4.3) nos dé:
Ifl,=1 lgll,=1.

Usando o Corolério 4.4.7, obtemos:

=4
+i;

fp
p q

(4.4.15) g <

integrando, vem:
1 1
+-=1,

s P3N au = YLyt = Ll -
@a16) [ Faaus [ (Z+D)au= (171 + (lal) =+

provando (4.4.14) (e também (4.4.6)). Temos que a igualdade em (4.4.6) é
equivalente & igualdade em (4.4.14) que, por sua vez, é equivalente a afir-
magao que a desigualdade que aparece em (4.4.16) é uma igualdade; usando
(4.4.15) e o resultado do Exercicio 2.22, vemos entdo que a igualdade em
(4.4.6) é equivalente a:

(4.4.17) g="+%L qs.
p q
Pelo Corolério 4.4.7, (4.4.17) é equivalente a:
fF=3"as.,

que, por sua vez, é equivalente a (4.4.13). Isso completa a demonstragao. [

Em vista de (4.4.2), temos que || - ||, ndo é em geral uma norma em
LP(X, A, pu;K). Para obtermos um espago normado, consideramos um quo-
ciente de LP(X, A, u; IK) (veja Exercicio 4.6). Considere o seguinte subespago
de LP(X, A, 1; K):

(4.4.18)
{felP(X, A K):|fll,=0} ={fell(X,AmK): f=0qs.}.

Denotamos por LP(X, A, u;K) o espago quociente de LP(X, A, u;IK) por
(4.4.18). Pelo resultado do Exercicio 4.6, temos que a semi-norma || - ||, em
LP(X, A, p; ) induz uma norma no espacgo quociente LP (X, A, u; K), de mo-
do que a norma de uma classe de equivaléncia ¢ igual a semi-norma de um re-
presentante qualquer da classe. Denotaremos essa norma em LP(X, A, u; K)
também por | - ||,. Dada uma funcao f em LP(X, A, p1;IK) entao a classe de
equivaléncia de f em LP(X, A, u;IK) é precisamente o conjunto de todas as
fungoes mensuraveis g : X — K que sao iguais a f quase sempre. Nés em
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geral adotaremos o abuso de notacao de denotar a classe de funcoes men-
suraveis iguais a f quase sempre também por f; assim, ndés diremos “seja
felP(X, A u;K)”, onde f denotard uma funcao f € LP(X, A, u; K) (que
é identificada com o elemento de LP(X, A, u; K) que é a classe de fungoes
mensuraveis iguais a f quase sempre.

4.4.8. PROPOSIGAO. Se (X, A, ) € um espago de medida e p € [1,+00]
entdo o espago normado LP(X, A, u; ) é completo e é portanto um espago
de Banach sobre K.

A demonstracao da Proposicao 4.4.8 usa os dois seguintes lemas.

4.4.9. LEMA. Sejam (X, A, u) um espago de medida e p € [1,4+00[. Seja
(fr)n>1 uma seqiéncia de Cauchy em LP(X, A, 11;K) que converge pontual-
mente quase sempre para uma funcao mensurdvel f : X — K. Entdo [ estd
em LP(X, A, 11;K) e (fn)n>1 converge para f em LP(X, A, u; K).

DEMONSTRAGAO. E suficiente mostrar que ||f, — f|l, — 0; de fato,
isso implica em particular que | f, — f|l, < +oo para n suficientemente
grande, donde segue que f, — f € LP(X, A, u; K) e portanto também f estd
em LP(X, A, ;). Seja dado € > 0. Como (f,)n>1 € uma seqiiéncia de
Cauchy em LP(X, A, p; K), existe ng > 1 tal que || fr, — fm|lp < €, para todos
n,m > ng, isto é:

/ |fn - fm|pdlLL < Epv
X

para todos n, m > ng. Fixando n > ng e usando o Lema de Fatou (Propo-
sigao 2.5.2) para a seqiiéncia (|fn — fm|p)m>1, obtemos:

/ liminf | f, — fm|[P dp < liminf/ |fro — fm|P dp < P,
X m—r0o0 m—r0o0 X
para todo n > ng. Mas f,, = f q.s. implica que:

liminf |f, — f|? = |fn — fIP a.s.

m—oQ
e portanto:

V= srau= [ timint |, — g de <2
X X m—0o0

para todo n > ng. Isso prova que || f, — fl|, < ¢, para todo n > ng e
completa a demonstragao. ([

4.4.10. LEMA. Sejam (X, A,pn) um espago de medida, p € [1,400] e
(fr)n>1 uma seqiéncia em LP(X, A, u;K). Se (fn)n>1 € de Cauchy em
LP(X, A, 1; K) (resp., converge em LP(X, A, u; K) para f) entao (fn)n>1 €
de Cauchy em medida (resp., converge para f em medida).
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DEMONSTRAGAO. A tese segue facilmente da seguinte observacao: da-
das funcoes mensuraveis f,g : X — K entao para todo € > 0 vale a desi-
gualdade:

(1 = gll)"

ep

u({ze X [f(@) - g(a)| = ¢}) <

Para provar a observacao, seja A = {a: eX: ‘f(:c) — g(a:)‘ > 5}; entao:

(If =gllp,)"= [ |f—glPdu> [ |f — g" du > ePu(A). O
X A

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO 4.4.8. Seja (fn)n>1 uma seqiiéncia
de Cauchy em LP(X, A, ;). Pelo Lema 4.4.10, a seqiiéncia (fy)n>1 tam-
bém é de Cauchy em medida e portanto, pelo Lema 2.7.14, existe uma
subseqiiéncia (fy, )k>1 de (fn)n>1 que converge pontualmente quase sempre
para uma funcao mensuravel f: X — K. O Lema 4.4.9 nos diz entao que f
estd em LP(X, A, 11;K) e que (fp,)r>1 converge para f em LP(X, A, u; K).
A conclusao segue da seguinte observacao elementar: se uma seqiiéncia de
Cauchy num espago métrico possui uma subseqiiéncia convergente entao a
prépria seqiiéncia de Cauchy também é convergente (para o mesmo limite).

O

4.5. Apéndice a Secao 4.4: fungoes convexas

4.5.1. DEFINIGAO. Seja I C R um intervalo. Uma funcao f: I — R é
dita convera quando para todos z,y € I e todo t € [0, 1] vale a desigualdade:

(4.5.1) F(A =t +1y) < (1D F(@) + ().
Dizemos que f é estritamente convera quando para todos z,y € I com x # y
e todo t € )0, 1] vale a desigualdade estrita:

(4.5.2) f(A=tz+ty) <1 —t)f(z) +tf(y).

Claramente a igualdade vale em (4.5.1) quando z = y out € {0, 1}; além
do mais, as desigualdades (4.5.1) e (4.5.2) nao se alteram quando trocamos z
por y et por 1—t. Vemos entao que f é convexa (resp., estritamente convexa)
se e somente se a desigualdade (4.5.1) (resp., a desigualdade estrita (4.5.2))
vale para todos x,y € I com x < y e para todo ¢ € ]0,1[. Evidentemente
toda funcao estritamente convexa é convexa.

Geometricamente, a desigualdade (4.5.1) diz que o trecho do grafico de f
entre os pontos (x, f(x)) e (y, f(y)) estd abaixo da correspondente reta se-
cante. Vamos explorar algumas consequiéncias da definicao de convexidade.
Dados x,y € I com x # y, vamos denotar por ¢(f;z,y) o coeficiente angular
da reta que passa pelos pontos (a:, f(a:)) e (y, f(y)); mais explicitamente:

«(fiz,y) = W =c(f1y,2).

Se z,y € R e z < y, temos uma bijecao estritamente crescente:

(4.5.3) 0,1 3tr—w=_1-t)lxr+ty=a+tly—2x) € [z,y],
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cuja inversa é dada por:
w—x
y—x
Sex,yel,x<yetel0,1], w € [z,y] estao relacionados por (4.5.3) entao:
—w
ﬂa—wx+w)sa—wﬂ@+¢ﬂwc:fw0sg_xﬂw+ ).

Note também que:

[T,y D wr—t= € [0,1].

w—
y—x

y—w w—z

P (O

(4.5.4) fly) = f(z) + c(f52,9)(w — 2)

= fly) +c(fs2,y)(w —y),

para todo w € R. Vemos entao que:

f(A=tz+ty) <A —t)f(z) +tf(y) <= c(f;z,w) < c(f;2,9)

(4.5.5)
= o(fiz,y) < c(fiw,y),
wsg [(A=0r+t) = 1=0f@+1/) < fizw) = fiz.9)

= (f;7,y) = c(f;w,9),

onde z,y € I, x <y, et €]0,1], w € ]|z,y| estao relacionados por (4.5.3).
Observamos também que se z,y,w € I, z < w < y entdo existe 6 € ]0, 1] tal
que:

(4.5.7) «(f;z,y) = (1= 0)c(fiz,w) + Oc(fiw,y);
de fato, basta tomar 6 = Z:w. Segue de (4.5.7) que ¢(f;z,y) pertence ao

x
intervalo fechado de extremidades ¢(f;z,w) e ¢(f;w,y); levando em conta

(4.5.5) e (4.5.6) vemos entao também que:

158 o(fiz,w) <c(fix,y) <= o(fi2,y) < o(fiw,y)
(4.5.8) = o(fiw) < o frw,y),
e:

(4.5.9) o(fiz,w) =c(fi2,y) = o(fi7,y) = (fw,y)

= c(fiz,w) = c(fiw,y).
Temos entao o seguinte:

4.5.2. LEMA. Seja f : I — R uma funcdo definida num intervalo I C R.
As sequintes condi¢des sao equivalentes:
f € conveza;
co(f;z,w) <c(f;x,y), para todos x,y,w € I com x < w < y;
o(fiz,y) < c(f;w,y), para todos z,y,w € I com xz < w < y;
o(f;z,w) < c¢(f;w,y), para todos z,y,w € I com x < w < y.

Similarmente, sao equivalentes as condicdes:

e f € estritamente convera;
o ¢(fix,w) < c(f;x,y), para todos x,y,w € I com x < w < y;
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o ¢(f;z,y) < c(fi;w,y), para todos x,y,w € I com z < w < y;
o ¢(fiz,w) < c(f;w,y), para todos z,y,w € I com x < w < y.

DEMONSTRAGAO. Segue de (4.5.5), (4.5.6), (4.5.8) e (4.5.9). O
Uma funcao convexa s6 deixa de ser estritamente convexa se for afim em

algum trecho de seu dominio. Esse é o contetido do seguinte:

4.5.3. COROLARIO. Seja f: I — R uma fungdo convexa num intervalo
I CR. Dados x,y € I com x <y entao sao equivalentes:
(a) eziste t €]0,1[ tal que f((1—t)z +ty) = (1 —t)f(2) +tf(y);
(b) f € afim no intervalo [z,y], i.e., existem a,b € R com f(w) = aw + b,
para todo w € [x,y];

(c) f((l —t)r + ty) =(1—t)f(x)+tf(y), para todo t € [0,1].
DEMONSTRACAO.

] (a):>(b).
Seja to €]0,1[ com f((1—to)z +toy) = (1 —to) f(x) +tof(y) e seja
wo € ]z, y[ relacionado com ¢ pela bijegao (4.5.3). Por (4.5.6), temos:
(4.5.10) «(fiz,wo) = c(fi2,9),  (fiwo,y) = c(f;2,y).
O Lema 4.5.2 nos diz que as fungdes:
IN]z,+oo[ 3w ¢(fiz,w), IN]-00,y[>wr— c(fiw,y),

sao crescentes e portanto (4.5.10) implica que ¢(f;z,w) = (f;z,y),
para todo w € [wo,y] e que ¢(f;w,y) = ¢(f;z,y), para todo w € [z, wo).
Dai:

fw) = c(f;2,9)(w —z) + f(2),
para todo w € [wo, y] e:

(4.5.4)

flw) =c(fiz,y)(w—y)+ fly)  ="c(f;2,9)(w—2z)+ f(z),
para todo w € [z, wp].
° (b)é(c)
Temos:
(I=t)f(z)+tfly) =1 —t)(azx +b) + tlay +b) = a((1 — t)z +ty) + b
= f((1—t)z +ty).

e (c)=(a).
Trivial. O

4.5.4. COROLARIO. Seja f: I — R uma funcdo conveza num intervalo
I C R. Entao f nao € estritamente convera se e somente se existem x,y € 1
ea,be R comx <y e f(w)=aw+b, para todo w € [z,y]. O
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Dada uma fungdo f : I — R definida num intervalo I C R e x € I
um ponto que nao é a extremidade direita de I, denotamos por d* f(z) a
derivada a direita de f no ponto x, definida por:
flx+h)— fz) =

+ — 1; — i .
d f(x)_hli)%l+ h _ylig:l_k C(f,l',y) EIR‘)

desde que esse limite exista em R. Similarmente, se € I ndo é a extremi-
dade esquerda de I, denotamos por d~ f(x) a derivada a esquerda de f no
ponto z, definida por:
h) — _
A= f(z) = lim L& F ]z I@) _ oy o(fizy) € R,

h—0~ Y=~

desde que esse limite exista em R.

4.5.5. LEMA. Seja f : I — R uma fungao convexa num intervalo I C R.
Se x € I ndo € a extremidade direita entao a derivada a direita dt f(z)
eriste em R e vale a desigualdade:

(4.5.11) dT f(z) < ¢(f;2,v) < +o0,

para todo v € I com v > x. Similarmente, se x € I nao € a extremidade
esquerda entao a derivada a esquerda d™ f(x) existe em R e vale a desigual-
dade:

(4.5.12) —oo < ¢(fiu,z) <d” f(z),

para todo uw € I com u < x. Quando x € I é um ponto interior entdo
existem e sdo finitas ambas as derivadas laterais d* f(z), d” f(x) e vale a
desigualdade:

(4.5.13) d” f(z) < d" f(z).

Se f € estritamente convezra entao as desigualdades em (4.5.11) e (4.5.12)
sao estritas.

DEMONSTRAGAO. Suponha que z € I nao é a extremidade direita. O
Lema 4.5.2 nos diz que a fungao:

(4.5.14) INjz,+o0[ 3 v+ ¢(f;x,0v)
é crescente; segue entdao que o limite lim,_,,+ ¢(f;z, v) existe em R e:
d* f(z) = lim c(f;z,0) = inf ¢(f;z,v),
vt el

o que prova (4.5.11). Similarmente, se x € I nao é a extremidade esquerda
entao o Lema 4.5.2 nos diz que a fungao:

(4.5.15) INn]—oo,z[ 3> ur— ¢(f;u,x)
é crescente, donde o limite lim,,_,,— ¢(f;u, ) existe em R e:

d” f(z) = lim c(f;u,z) =supc(f;u,z),
u—xr— u<zx
uel
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provando (4.5.12). Se x € I é um ponto interior entao o Lema 4.5.2 nos diz
que:
«(fiu,x) < o(fiz,0),
sempre que u,v € I, u < x < v; dai:
—oco < d” f(z) =supc(f;u,x) < inf ¢(f;2,0) =dT f(z) < +oo,
u<zx v>T

uel vel

provando (4.5.13). Finalmente, se f é estritamente convexa entdo o Le-
ma 4.5.2 nos diz que as fungoes (4.5.14) e (4.5.15) sdo estritamente crescen-
tes, o que prova as desigualdades estritas em (4.5.11) e (4.5.12). O

4.5.6. COROLARIO. Seja f : I — R uma funcao convexa num intervalo
I C R. Dados x,y € I com x <y entdo:

df(x) <d™f(y).
A desigualdade € estrita se f € estritamente convezxa.

DEMONSTRAGAO. Os Lemas 4.5.2 e 4.5.5 implicam que para todo w em
|z, y[, temos:

At f(z) < o(fy2,w) < o(fw,y) < d7f(y).

Se f é estritamente convexa entao:
A" f(z) < e(fiz,w) < c(frw,y) < d”f(y). O

4.5.7. COROLARIO. Se f: I — R € uma funcdo convexa num intervalo
I C R entdo f é continua em todos os pontos interiores de I.

DEMONSTRAGAO. Seja  um ponto no interior de I. A existéncia e
a finitude das derivadas laterais d* f(x) e d™ f(x) implica que os limites
laterais lim,_,,+ f(y) e lim,_,,- f(y) existem e sdo iguais a f(x); de fato:

lim, (fly) = fx) = Jim, (c(fsz,9)(y —2)) =d"f(z) - 0=0,
lim (fly) = f(x)) = i (c(fizy)(y —2)) =d f(z)-0=0.
Logo f é continua no ponto zx. O

4.5.8. LEMA. Seja f: I — R uma fung¢do convexa num intervalo I C R.
Se x € I é um ponto interior e a € R é tal que d™ f(z) < a < d* f(z) entao:

(4.5.16) fly) = f(z) +aly — z),

para todo y € I. A desigualdade em (4.5.16) € estrita se f € estritamente
convezra ey # x.

DEMONSTRAGAO. Se y = x, vale a igualdade em (4.5.16). Se y > z, a
desigualdade (4.5.16) é equivalente a ¢(f;x,y) > a; mas segue do Lema 4.5.5
que:

ofiz,y) >dt f(x) > a.
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Similarmente, se y < x, a desigualdade (4.5.16) é equivalente a ¢(f;y, x) < a;
mas segue do Lema 4.5.5 que:

«(f;y,2) <d f(z) <a

Se f é estritamente convexa entao ¢(f;z,y) > d¥f(z) > a paray > x e
o(f;y,z) <d f(z) <aparay < z. O

Dada uma fungéo f : I — R e um ponto x € I, entao uma reta:
L:Roy—ay+beR

tal que f(x) = L(x) e f(y) > L(y) para todo y € I é dita uma reta suporte
para f no ponto z. O Lema 4.5.8 nos diz entao que uma func¢do convexa
f I — R num intervalo I possui uma reta suporte em todo ponto x do
interior do intervalo I.

4.5.9. LEMA. Seja (fa)aea uma familia ndo vazia de funcgées convexas
fx I — R num intervalo I. Se para todo x € I o supremo supycp fa(z) €
finito entao a funcdo f = supyep fr € convera em I.

DEMONSTRAGAO. Sejam z,y € I e t € [0,1]. Para todo A € A, temos:
A=tz +ty) <A =t)fa(@) +thly) < (-1 f(@) +tf(y);
tomando o supremo em A, obtemos f((1—t)z+ty) < (1—t)f(z)+tf(y). O

4.5.10. COROLARIO. Seja f : I — R uma funcao definida num intervalo
I C R. Se f admite uma reta suporte em todo ponto de I entdo f € conveza.

DEMONSTRAGAO. Para cada x € I, seja L, : R — R uma reta suporte
para f. Obviamente:

sup L. (y) < f(y),
xel

para todo y € I. Além do mais:

sup Ly(y) = Ly(y) = f(v),

para todo y € I, donde sup,c; L, = f. Como cada L, é convexa (veja
Exercicio 4.23), segue do Lema 4.5.9 que f é convexa. ([

4.5.11. PROPOSIGAO. Seja f : I — R uma funcdo derivdvel num inter-
valo I C R. As sequintes condi¢oes sdo equivalentes:

(a) f € convexa;
(b) a derivada f' é crescente;

(¢) fly) > f(x)+ f'(x)(y — x), para todos x,y € I (o grdfico de f fica
acima de suas retas tangentes).

DEMONSTRAGAO.

e (a)=(b).
Segue do Corolario 4.5.6.



4.5. FUNCOES CONVEXAS 137

e (b)=(c).
Seja x € I fixado e considere a funcao g : I — R definida por:
9(y) = f(y) — (f(2) + f'(2)(y — 2)),
para todo y € I. Temos ¢'(y) = f'(y) — f'(x) <0,se y € I N]—o0,z] e
g (y) > 0,sey e In][z, +oof; segue que g é decrescente em I N]—o0, x|
e crescente em I N [z, 4+o00[. Como g(z) = 0, concluimos que g(y) > 0,
para todo y € I.

e (c)=(a).
Segue do Corolario 4.5.10. O

4.5.12. COROLARIO. Seja f : I — R uma funcdo duas vezes derivdvel
num intervalo I C R. FEntdo f é convexa se e somente se a sua derivada
sequnda f"” é nao negativa.

DEMONSTRACAO. Evidentemente f’ é crescente se e somente se f” é nao
negativa. ([

Temos a seguinte versao da Proposicao 4.5.11 para convexidade estrita.

4.5.13. PROPOSIGAO. Seja f: I — R uma funcdo derivavel num inter-
valo I C R. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(a) f € estritamente conveza;
(b) a derivada f' € estritamente crescente;
(¢) f(y) > f(z)+ f'(z)(y — x), para todos x,y € I com x # y.

DEMONSTRAGAO.

e (a)=(b).
Segue do Corolario 4.5.6.

e (b)=(c).

Argumentamos como na demonstracao da implicagao (b)=-(c) na
Proposicao 4.5.11, mas agora temos que ¢'(y) < O paray € I com y < x
e ¢'(y) > 0 paray € I com y > x; dai g é estritamente decrescente em
I N]—o0, ] e estritamente crescente em I N [z, 4+o00[. Concluimos entao
que g(y) > 0, para y € I com y # x.

° (C):>(a).
O Corolério 4.5.10 nos garante que f é convexa. Se f nao fosse
estritamente convexa, existiriam u,v € I, a,b € R com u < v e:

f(w) = aw +b,

para todo w € [u,v] (Corolario 4.5.4). Dali, para todos x,y € [u,v],
teriamos:

f@) + f(2)(y —2) = ax +b+aly — 2) = f(y),

contradizendo (c). O
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4.5.14. COROLARIO. Seja f : I — R uma funcdo duas vezes derivdvel
num intervalo I C R. Se sua derivada sequnda f" € positiva entao f é
estritamente conveza.

DEMONSTRACAO. Evidentemente f’ é estritamente crescente se f” é
positiva. 0

4.5.15. EXEMPLO. A reciproca do Corolario 4.5.14 nao é verdadeira. De
fato, a funcdo f : R 3 x — 2* € R é estritamente convexa, pois sua derivada
f'(x) = 423 é estritamente crescente. No entanto, temos f”(0) = 0.

4.5.16. PROPOSIGAO. Seja f : I — R uma funcao convexa num intervalo

I C R. Dados x1,...,x, € I e numeros reais nao negativos ay, ..., G, com
ar~+ -+ a, =1 entdo ayxy + -+ apx, €1 e
(4.5.17) flarxy + -+ anzn) < arf(xr) + -+ anf(2n);
se f € estritamente convera e ai,...,a, > 0 entdo a igualdade vale em
(4.5.17) se e somente se x1 = -+ = T,

DEMONSTRAGAO. Se a = min{z1,...,2,} e b =max{x,...,z,} entdo
a,bele:

a=(1+ - Fag)a< oz +--+ape, < (a1 + -+ ay)b=0>b,

donde ayx1+- - -+anx, € I. Para provar o restante da tese, usamos inducgao
em n. O resultado é 6bvio no caso que n = 1. Assumindo o resultado vélido
para um certo n > 1, sejam z1,...,Tp+1 € [ € a1,...,ap41 > 0 com
a1 + -+ apy1 = 1. Vamos mostrar que:

(4.518) flonxy + -+ + anTpn + pr1Tn11)
S Cklf(l'l) +-+ anf(xn> + an-‘rlf(xn—i-l)'

Se any1 = 1, vale a igualdade em (4.5.18). Suponha que ap+1 < 1. Seja

Y . / / ! [
o b= Lo Claramente o,...,a;, > 0e o] +---+ o, =1,

donde a hipétese de indugao nos da:

flonzy + -+ + ahan) < o f(@1) + - + o f(zn).

I
o =

Temos:

(4.5.19) flonxy + -+ an®p + pr1Tpt1)
= f((l — apy1) (i + -+ o) + an+1xn+1)
< (1 —app)flaqzr + - + afzn) + ang1 f(Tn41)
< (1= anp) (@ f(@) + -+ anf(@n)) + angrf(@ns1)
= a1 f(z1) + -+ anf(zn) + ant1 f(@n41),

onde na primeira desigualdade usamos o z1+- - -+, z, € I e a convexidade
de f. Isso prova (4.5.18). Suponha agora que ai,...,a,4+1 > 0, f é estrita-
mente convexa e vale a igualdade em (4.5.18). Dai todas as desigualdades
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em (4.5.19) sao igualdades e portanto:
(4.5.20) QT+ ATy = T,
e:
f(allxl +ooet O‘;zxn) = O/lf(xl) +ot Oé%f(l‘n)

Como of,...,al, > 0, a hipétese de indugao nos d§ z; = --- = z,,. Final-
mente, (4.5.20) implica que x1 = -+ = Ty = Tp1. O

Exercicios para o Capitulo 4

Espacgos Normados e com Produto Interno.

ExERrcicio 4.1. Sejam F um espago vetorial sobre K e || - || uma semi-
norma em F. Mostre que:

[l = llyll| < llz = ll,

para todos x,y € E. Conclua que se (E, || - ||) é um espaco normado entao
anorma | - || : £ — R é uma aplicac@o Lipschitziana (e portanto uniforme-
mente continua), se £ é munido da métrica associada a || - ||.

ExErcicio 4.2. Seja (E,|| - ||) um espago normado sobre K. Se E é
munido da métrica associada a || - ||, mostre que as aplicagoes:

ExE> (zyvr—z+ycE, KxE>\z)— \rekE,

sao continuas.
EXERcic10 4.3. Seja (E, || -||) um espago normado sobre K. Mostre que
a métrica d associada & norma || - || satisfaz as seguintes condigoes:

(a) d(x + z,y + z) = d(x,y), para todos z,y,z € E (invariancia por

translagoes);

(b) d(Az, Ay) = |\ d(z,y), para todo A € K e todos z,y € E.
Reciprocamente, se d é uma métrica num espaco vetorial E sobre K que
satisfaz as condigoes (a) e (b) acima, mostre que existe uma tnica norma
| - || em E tal que d é a métrica associada a || - ||.

EXERCicIO 4.4. Seja F um espaco vetorial real. Para que uma métrica
d em E seja a métrica associada a uma norma em F, mostre que é suficiente
que d satisfaga a condigao (a) que estd no enunciado do Exercicio 4.3 e a
condigao:

(b)) d(Ax, \y) = Ad(x,y), para todo A > 0 e todos x,y € E (homoge-

neidade positiva).
EXERCICIO 4.5. Sejam E um espaco vetorial e S C E um subespaco
vetorial de E. Mostre que:

e a relacdo bindria ~ em E definida por:
r~y<—=zxz—yecsS, zyck,

é uma relacao de equivaléncia em FE;
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e para todo = € FE, a classe de equivaléncia de x correspondente a ~
é dada por:

x—i—S:{x—i—v:veS};

e cxiste uma Unica estrutura de espaco vetorial no conjunto quociente
E/S = {:L‘ +S:x€ E} tal que a aplicagdo quociente:

q:E>z+—2x+S€eE/S

é linear.

O espago vetorial E/S é chamado o espago vetorial quociente de E pelo
subespago S.

EXERCICIO 4.6. Seja F um espago vetorial sobre K e || - || uma semi-
norma em F. Mostre que:

e o conjunto N = {z € E : ||z| = 0} é um subespaco de E;
e existe uma tnica norma || - ||’ no espago quociente E/N tal que
|z + N|" = ||z|, para todo = € E.

DEFINICAO 4.1. Se E é um espaco vetorial complexo entdo o espaco
vetorial real E|r obtido de E pela restrigdo da multiplicagdo por escalares
Cx E>(\zx)— Axr € FalRx FE échamado a realificagio de E.

EXERcicIO 4.7. Se E é um espago vetorial complexo e || || é uma norma
em E, mostre que || - || também é uma norma na realificagdo E|g de E. Dé
exemplo de uma norma em E|g que nao é uma norma em E.

EXERCiCIO 4.8. Se E é um espago vetorial complexo e (-, -) é um produto
interno em FE, mostre que:

(z,y)r = R(z,y), =,y€FE,

define um produto interno (-, -)gr em E|g. Mostre também que:

3

(a) (-,-) e (-,-)r determinam a mesma norma (conclua que (E, (-,)) é
um espaco de Hilbert complexo se e somente se (E|g, (-, )r) ¢ um
espaco de Hilbert real);

(b) <Z£13’,Zy>]R = <xay>]R € <’L£L‘,y>R = —<$,iy>R, para todos T,y € Ea

(c) (z,y) = (z,y)r — i(iz, y)r, para todos z,y € E.

EXERcICIO 4.9. Seja F um espago vetorial complexo e (-, -)o um produto
interno em E|R. Mostre que as duas seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) (iz,1y)o = (z,y)o, para todos x,y € E;
(i) (iz,y)o = —(zx,1y)o, para todos =,y € E.

Assumindo que uma das (e portanto ambas as) condigbes acima sao satis-
feitas, mostre que:
<x7y> = <$,y>0—’i<i$,y>07 ﬂUa?JEEa

define um produto interno (-, -) em E tal que (x,y)o = R(zx,y), para todos
r,y € B
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ExXERcicio 4.10. Seja X um conjunto com mais de um ponto. Mos-
tre que a norma do supremo (Exemplo 4.1.3) definida no espago vetorial
Bd(X,K) das funcoes limitadas f : X — K nao satisfaz a identidade do
paralelogramo (veja (4.1.5)). Conclua que essa norma nao estd associada a
nenhum produto interno.

ExEeRcicio 4.11 (férmula de polarizacao). Seja E um espago vetorial
sobre K e (-,-) um produto interno em E. Se K = R, mostre que:

1
(4.5.21) (@y) = 5 (lz +yl* = ll=l* = llyll*),

(4.5.22) (x,y) = i(Hach:uH2 =z —yl?),

para todos z,y € E. Para KK = C, mostre que:

1
Rz, y) =5 (Ile +ylI” = =17 = lul),

1
R, y) = 7 (Il +yl* = ll= — o),

para todos z,y € E. Use a férmula que estd no item (c¢) do Exercicio 4.8
para concluir que, também no caso K = C, podemos escrever uma férmula
para (z,y) usando apenas a norma || - ||.

ExErcicio 4.12. Seja (E, (-,-)) um espago pré-Hilbertiano sobre K. Se
E é munido da métrica associada a norma associada a (-,-), mostre que o
produto interno (-,-) : E x E — K é uma aplica¢do continua.

EXERcIcIO 4.13. Este exercicio contém um resultado preparatério que
serd usado na resolucao do Exercicio 4.14. Sejam FE, E’ espacos vetoriais
sobre Q e seja T : E — E’ um homomorfismo de grupos aditivos, i.e.,
T(x+vy) =T(x)+ T(y), para todos x,y € E. Mostre que T é linear, i.e.,
mostre que T'(A\x) = \T'(z), para todos z € E, A € Q.

ExERcicio 4.14. Seja E um espaco vetorial sobre K e || - || uma norma
em E que satisfaz a identidade do paralelogramo (4.1.5). O objetivo deste
exercicio é mostrar que || - || estd associada a um tnico produto interno no
espaco vetorial E.

(a) Mostre que:
lz+yl? + llz + 217 + lly + 21° = o +y + 2l + l2l® + lyl* + 1|21,

para todos z,y,z € F.

(b) Defina (-,-) : E x E — R através da férmula (4.5.21) e use o
resultado do item (a) para concluir que (z + y, z) = (x, z) + (y, 2),
para todos z,y,z € F.

(c) Use o resultado do item (b) e o resultado do Exercicio 4.13 para
concluir que (Az,y) = A(z,y), para todos x,y € F e todo A € Q.

(d) Use o resultado do item (d) e o resultado dos Exercicios 4.1 e 4.2
para concluir que (Az,y) = A(z,y), para todos z,y € E e todo
AeR.
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(e) Se K = R, mostre que (4.5.21) define um produto interno (-, -) em

E e que || - || é a norma associada a (-, -).
(f) Se K = C, use o resultado do Exercicio 4.9 para concluir que existe
um tnico produto interno em E ao qual a norma ||-|| estd associada.

EXERCICIO 4.15 (teorema de Pitdgoras). Seja E um espago vetorial so-
bre K e (-,-) um produto interno em E. Se z,y € F s@o ortogonais, mostre
que:

lz +yl1? = [l 1> + llylI*.

Aplicagoes Lineares Continuas.
ExXERcicio 4.16. Mostre que:

e um espago vetorial normado nao nulo nunca é um espago métrico
limitado;

e uma aplicacao linear nao nula entre espagos normados nunca possui
imagem limitada.

ExERrcicio 4.17. Sejam (E,| - || z), (F,] - ||z) espagos normados sobre
K, com F nao nulo. Se T': F — F é uma aplicacao linear limitada, mostre
que:

IT|| = sup {|T(2)]|p : 2 € E e |lz] p = 1}.

ExERcicIO 4.18. Mostre que (4.2.1) define uma norma no espago vetorial
Lin(E, F).

EXERcic1o 4.19. Seja E um espago vetorial complexo. Denotemos por
FE o conjunto E munido da mesma soma de E e da operacio de multiplicacao
por escalares complexos definida por:

Cx E>(\x)— M\x € E.

Mostre que:

e F também é um espago vetorial complexo;
e uma aplicagao || - || : E — R ¢é uma norma em E se e somente se
ela é uma norma em F.

Dizemos que E é o espaco vetorial conjugado a E.

EXERCic1O 4.20. Sejam E um espaco vetorial complexo e E seu espaco
vetorial conjugado. Mostre que:

e 0 espaco vetorial conjugado de E ¢é E;
e se S é um subespaco vetorial de £ entao o espago vetorial conjugado
a S é um subespaco vetorial de E.

EXERCICIO 4.21. Sejam E um espaco vetorial complexo e E seu espaco
vetorial conjugado. Se (-,-) é um produto interno em E, mostre que:

(4.5.23) ExX E> (z,y) — (z,y) € C

é um produto interno em E. Mostre que (-,-) e (4.5.23) definem a mesma
norma em E.
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EXERCicIO 4.22. Sejam E, I espacos vetoriais complexos ¢ E, I seus
espacos vetoriais conjugados. Mostre que as seguintes afirmacoes sao equi-
valentes sobre uma aplicagao T : £ — F"

e T': E — F é linear;
e T : FE — F é linear.
Mostre também que sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
e T : F — I é linear-conjugada;
e T :FE — F ¢ linear;
e T : FE — F ¢ linear.

Fungoes Convexas.
EXERcic1O 4.23. Se f: R — R é uma funcao afim, i.e., existem a,b € R
com f(x) = ax + b para todo = € R, mostre que f é convexa.



CAPITULO 5

Construcao de Medidas

5.1. Medidas em Classes de Conjuntos

Recorde da Definigao 1.4.42 que um espago de medida consiste de um
conjunto X, de uma o-algebra A de partes de X e de uma medida p de-
finida nessa o-dlgebra. Uma o-dlgebra de partes de X é uma colecao de
subconjuntos de X que inclui o préprio conjunto X e que é fechada por to-
das as operacoes conjuntistas, desde que realizadas apenas uma quantidade
enumeravel de vezes (veja Definigao 1.4.32 e Observagao 1.4.33). Espacos de
medida sdo ambientes confortaveis para o desenvolvimento de uma teoria de
integragao (veja Capitulo 2) justamente porque a classe dos conjuntos men-
suraveis (i.e., a o-algebra) é fechada pelas vérias operagoes conjuntistas que
precisamos fazer durante o desenvolvimento da teoria. Em contra-partida,
o-algebras sao muitas vezes classes de conjuntos um tanto complexas e nao
¢é sempre facil construir exemplos nao triviais de medidas definidas em o-
algebras (considere, por exemplo, o trabalho que tivemos na Secdo 1.4 para
construir a medida de Lebesgue). Nosso objetivo agora é o de mostrar como
construir uma medida numa o-dlgebra a partir de uma medida definida a
priori apenas em uma classe de conjuntos mais simples. Comegamos entao
definindo a nocao de medida em uma classe de conjuntos arbitraria.

5.1.1. DEFINIGAO. Seja C uma classe' de conjuntos tal que o conjunto
vazio () pertence a C. Uma medida finitamente aditiva em C é uma funcao
p: C = [0,400] tal que (@) = 0 e tal que, se (Ag)t_; é uma seqiiéncia
finita de elementos dois a dois disjuntos de C tal que U2:1 Ay também estd
em C, entao:

t

(5.1.1) u( U Ax) = D7 uAy).
k=1

k=1

Uma medida em C é uma fungao p : C — [0, +00] tal que p(0) = 0 e tal que,
se (Ag)r>1 € uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de C tal que

INeste texto, as palavras “classe” e “conjunto” tém exatamente o mesmo significado.
Observamos que em textos de teoria dos conjuntos e légica, quando teorias axiométicas
como NBG e KM (vide [1]) s@o expostas, as palavras “classe” e “conjunto” tém significados
diferentes (a saber: uma classe X é um conjunto quando existe uma classe Y tal que
Xey).

144
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Urey A também estd em C, entao:

(5.1.2) M( G Ak) = iﬂ(Ak)-
k=1 k=1

Claramente toda medida é também uma medida finitamente aditiva;
basta tomar Ay = () para todo k > ¢ em (5.1.2).

Observe que uma medida finitamente aditiva pode em geral nao ser uma
medida. A expressao “finitamente aditiva” nao deve ser encarada como um
adjetivo que estd sendo acrescido a palavra “medida”; deve-se pensar na
expressao “medida finitamente aditiva” como sendo um substantivo. Para
evitar mal-entendidos, usaremos muitas vezes a expressao medida o-aditiva
como sendo um sinénimo de “medida”, quando queremos enfatizar que nao
estamos falando apenas de uma medida finitamente aditiva.

5.1.2. OBSERVAGAO. Alguns comentdrios de natureza conjuntista: para
t = 0, a igualdade (5.1.1) é equivalente a p(0)) = 0, de modo que a con-
digdo u(0) = 0 na definigdo de medida finitamente aditiva é redundante se
admitirmos ¢ = 0 em (5.1.1). A condicao (5.1.2), no entanto, nao implica
(@) = 0 pois essa condigao é consistente com p(A) = +o0, para todo A € C
(veja Exercicio 5.1).

Note que se C é uma classe de conjuntos arbitraria entao sempre existe
um conjunto X tal que C C p(X), isto é, tal que todo elemento de C é um
subconjunto de X. De fato, basta tomar X = [J ¢ A.

5.1.3. OBSERVAGAO. A expressao “classe de conjuntos” usada na Defi-
ni¢do 5.1.1 é redundante se entendemos que a teoria dos conjuntos usada
no texto estd fundamentada por uma teoria axiomatica como ZFC, ja que
em ZFC todo objeto é um conjunto e portanto todo conjunto C é também
um conjunto de conjuntos. Na préatica, no entanto, alguns objetos (como
nimeros naturais ou nimeros reais) nao sao costumeiramente pensados co-
mo conjuntos e por questoes didaticas consideramos que seja mais claro na
Definicao 5.1.1 (e em outras situagoes similares) enfatizar que C é uma classe
de conjuntos.

Muito pouco pode-se provar sobre medidas em classes de conjuntos arbi-
trarias C (com () € C), pois é bem possivel que, a menos de situagoes triviais,
nao existam sequéncias de elementos dois a dois disjuntos de C cuja uniao
estd em C. Em particular, a tese dos Lemas 1.4.46 e 1.4.48 nao sao em geral
satisfeitas para medidas p em classes de conjuntos arbitrarias, como ilustra
o seguinte exemplo.

5.1.4. EXEMPLO. SejaIN = {0,1,2,...} o conjunto dos niimeros naturais
e considere a classe de conjuntos C definida por:

C={0,N}u{{0,1,...,n} :n e N}

Dados A, B € C, se ANB = () entao necessariamente A = () ou B = (). Segue
que qualquer fungao p : C — [0, 400 com p(0) = 0 é uma medida em C. E
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facil exibir entdao medidas em C para as quais as teses dos Lemas 1.4.46 e
1.4.48 nao sao satisfeitas.

5.1.5. OBSERVACAO. Seja C uma classe de conjuntos com () € C e seja
p: C — [0,+00] uma fungao tal que u()) = 0. Para verificar que p é uma
medida finitamente aditiva em C, nao € suficiente verificar que:

(5.1.3) W(AU B) = u(A) + u(B),

para todos A,B € C com ANB =0 e AUB € C (veja Exercicio 5.2).
No entanto, se a classe C é fechada por unides finitas (i.e., se AUB € C,
para todos A, B € C) entao evidentemente p : C — [0, +00] é uma medida
finitamente aditiva se e somente se () = 0 e (5.1.3) é satisfeita, para todos
A, BeCcom ANB=0e AUuBeC.

Se a classe de conjuntos C onde a medida p esta definida é fechada por
diferencas entao as patologias observadas no Exemplo 5.1.4 nao ocorrem.
Esse é o contetido do seguinte:

5.1.6. LEMA. Seja C uma classe de conjuntos tal que ) € C e tal que
Ag \ Ay € C, para todos Ay, Ay € C tais que Ay C Ay (diz-se nesse caso que
a classe de conjuntos C ¢é fechada por diferenga prépria). Temos que:

(a) se p:C — [0,+00] € uma medida finitamente aditiva entao dados
Ay, Az € C com Ay C Ay, temos (A1) < pu(Az);

(b) se pn: C — [0,+00] € uma medida finitamente aditiva entio dados
A1, A2 € C com A1 C Ay e pu(A1) < +o0, temos:

p(A2 \ A1) = p(Az) — p(Ar);

(c) se p: C — [0,400] € uma medida o-aditiva e se (Ay)p>1 € uma
seqiiéncia de elementos de C tal que Ay, /' A e A € C entio:

(5.1.4) w(A) = lim p(Ar);

(d) se p: C — [0,+00] € uma medida o-aditiva e se (Ag)r>1 € uma
seqiiéncia de elementos de C tal que A, (A, A€ C e u(A1) < 400
entao a igualdade (5.1.4) vale.

Suponha adicionalmente que Ay \ Ay € C, para todos A1, Ay € C. Entdo
valem também:

(e) se p:C — [0,+00] € uma medida finitamente aditiva entio dados
A AL, .., A €C com AC U};:l Ay, temos:

u(A) < p(Ap);
k=1

(f) se p: C — [0,+00] é uma medida o-aditiva entdo dados A € C e
uma seqiéncia (Ax)r>1 em C com A C Upe | Ak, temos:
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DEMONSTRAGAO. A demonstragao dos itens (a), (b), (c) e (d) é idéntica
a demonstracao dos Lemas 1.4.46 e 1.4.48. Passemos a demonstracao do
item (e). Para cada k =1,...,t, seja A}, = A N A, de modo que:

t
A= A4,
k=1
Observamos que A € C, para todo k; de fato:
p= AR\ (Ag \ A).

Agora sejam By = A} e B = A, \ (AJUALU...UA,_ ), parak =2,...,t;
note que:

Be= (- (A \AD\Ay) - )\ Ay, k=28,

de modo que By € C, para todo k. Pelo resultado do Exercicio 1.19, os
conjuntos By, sao dois a dois disjuntos? e:

t t
A=]J4, =B
k=1 k=1

Dai, usando o fato que p ¢é finitamente aditiva e o resultado do item (a),
obtemos:

u(A) = w(B) < u(Ay),
k=1

k=1
jé que By C A}, C Ay, paratodo k =1,...,t. Isso completa a demonstracao
do item (e). A demonstracao do item (f) é totalmente anédloga, basta trocar
t por co no argumento acima. U

Temos pouco interesse em estudar medidas em classes de conjuntos to-
talmente arbitrarias. Vamos entao introduzir algumas classes de conjuntos
sobre as quais serd interessante definir medidas. Recorde da Defini¢ao 1.4.32
(veja também Observacao 1.4.33) que uma algebra de partes de um conjun-
to X é uma colecao de partes de X que inclui o préprio X e que é fechada
por uniao finita e complementacao. Embora durante o estudo da teoria de
integracao seja interessante assumir que o espaco X subjacente a um espaco
de medida (X, A, 1) seja um conjunto mensuréavel, quando desenvolvemos a
teoria de construcao de medidas é préatico trabalhar também com medidas
definidas em classes de conjuntos C C p(X) que ndo incluem o espago X
entre seus elementos. Temos entao a seguinte:

5.1.7. DEFINIGAO. Seja R uma classe de conjuntos. Dizemos que R é
um anel se R é nao vazio e se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) A\ B € R, para todos A, B € R;
(b) AUB € R, para todos A, B € R.

2Na verdade, o Exercicio 1.19 considera uma seqiiéncia infinita de conjuntos, mas
basta fazer A}, = (), para todo k > t.
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Dizemos que R é um o-anel se R é nao vazio, satisfaz a condi¢ao (a) acima
e também a condigao:

(1) Ure, Ak € R, para toda seqiiéncia (Ay)r>1 de elementos de R.

Note que todo o-anel é também um anel. De fato, se R é um o-anel e se
A, B € R, podemos tomar A; = A e Ay, = B para todo k£ > 2 na condigao
(b”); dal AUB = Jp2; Ak € R.

5.1.8. OBSERVAGAO. Se R é um anel (em particular, se R é um o-anel)
entao o conjunto vazio () é um elemento de R. De fato, como R é nao vazio,
existe um elemento A € R; dai ) = A\ A € R.

Se X é um conjunto e R C p(X) é uma colecao de partes de X entao é
facil ver que R é uma algebra (resp., uma o-algebra) de partes de X se e so-
mente se R é um anel (resp., um o-anel) tal que X € R (veja Exercicio 5.3).

Temos o seguinte andlogo do Lema 1.4.37 para anéis e g-anéis.

5.1.9. LEMA. Se R € um anel e se A,B € R entdo ANB € R. Além
do mais, se R € um o-anel e se (Ap)k>1 € uma seqiéncia de elementos de

R entao ey Ar € R.

DEMONSTRAGAO. Seja R um anel e sejam A, B € R. Entao os conjuntos
AUB, A\ B, B\ A estao todos em R e portanto:

ANB=(AUB)\[(A\B)U(B\A)] €eR.

Suponha agora que R é um o-anel e seja (Aj)r>1 uma seqiiéncia de elementos
de R. Entao:

M A= 4 (U 4p),
k=1 k=1
e portanto (=, Ax € R. O

Infelizmente, a classe dos intervalos da reta real ndo é um anel, pois nao
é fechada por unioes finitas. Para incluir essa importante classe de conjuntos
na nossa teoria, precisamos da seguinte:

5.1.10. DEFINIGAO. Seja S uma classe de conjuntos. Dizemos que S é
um semi-anel se S é nao vazio e se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) AN B € S, para todos A, B € S,
(b) se A, B € S entao existem k > 1 e conjuntos C1,...,Cy € S, dois
a dois disjuntos, de modo que A\ B = Ule C;.

Segue diretamente do Lema 5.1.9 que todo anel é um semi-anel (note
que se A\ B € S entao podemos tomar k = 1 e C; = A\ B na condicao
(b)).

5.1.11. OBSERVAGAO. Se § é um semi-anel entao ) € S. De fato, como
S é nao vazio, existe um elemento A € §; daf existem k > 1 e conjuntos
Cy,...,Cr € S dois a dois disjuntos de modo que ) = A\ A = Ule C;.
Portanto C; = (), para todo i = 1,..., k.
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Um semi-anel de subconjuntos de um conjunto X que possui o préprio
X como elemento é as vezes chamado uma semi-dlgebra de partes de X (veja
Exercicio 5.4). Nés nao teremos nenhum uso para essa terminologia.

5.1.12. EXEMPLO. O conjuntos de todos os intervalo da reta real (in-
cluindo af o vazio e os conjuntos unitarios) é um semi-anel. De fato, a inter-
secao de dois intervalos é sempre um intervalo e a diferenca de dois intervalos
¢ ou um intervalo ou uma uniao de dois intervalos disjuntos. Verifica-se fa-
cilmente também que a colecao:

(5.1.5) S={lJa,b]:a,beR, a<b} C p(R)

é um semi-anel (note que Ja,b] = () para a = b).

5.1.13. NOTAGQAO. Dadas classes de conjuntos C; e Co nds escrevemos:
C1XCQZ {A1 XAQZAl eCl, AQECQ}.

5.1.14. LEMA. Se &1, Sy sdo semi-anéis entao S1 X Sy também € um
semi-anel.

DEMONSTRACAO. Obviamente S; X Sy é néo vazio, jad que S1 e Sy sdo
nao vazios. Dados Ay, By € 81 e Ay, By € S entao:

(Al X Ag) N (Bl X BQ) = (Al N Bl) X (A2 N Bg);

como A1NB; € 81, A2N By € Sy, segue que (A; X A2)N(B1 x By) € 51X Sa.
Temos também:

(Al X Ag) \ (Bl X BQ) = U1 U U2 UU3,
onde:

U, = (Al\Bl) X (A2mB2)7 UQI(AlﬂBl) X (AQ\BQ),
Ug = (A1 \ Bl) X (AQ \ BQ).
Os conjuntos U;, ¢ = 1,2,3 sao dois a dois disjuntos; para completar a de-

monstragao, basta ver que cada U; é uma uniao finita disjunta de elementos
de &1 X S3. Como 1, 7 sao semi-anéis, podemos escrever:

k 1
AN\B=JC, A\B=] Dy,
i=1 j=1
com C4,...,C, € 8 dois a dois disjuntos e Dy,...,D; € Sy dois a dois
disjuntos. Dai:

k

l
U1:U(CZ'X(AQQBQ)), Uy = U ((AlﬂBl) XDj),
(5.1.6) = e
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onde C; x (AQQBQ) € 81X 8, (AlﬁBl) ><Dj €S xS e XDj € 81 %x 8,

para todos i = 1,...,k, j = 1,...,l. Claramente as unides em (5.1.6) s@o
disjuntas e a demonstragao esta completa. O

5.1.15. COROLARIO. Se 81, ..., S, sdo semi-anéis entao a classe de
conjuntos:

Six xS ={A1 xAyx - x A 1 A €S1,..., 4, €S}

é um semi-anel.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Lema 5.1.14 usando indugao.
O

Uma medida (ou uma medida finitamente aditiva) p : C — [0, +00] numa
classe de conjuntos C é dita finita quando u(A) < +oo, para todo A € C.
Vamos agora determinar as medidas finitamente aditivas finitas no semi-anel
(5.1.5).

Dizemos que uma funcdo F : I — R definida num subconjunto I de R
é crescente (resp., decrescente) quando F(x) < F(y) (resp., F(x) > F(y))
para todos z,y € I com = < y. Dizemos que F : I — R ¢é estritamen-
te crescente (resp., estritamente decrescente) quando F'(x) < F(y) (resp.,
F(z) > F(y)), para todos z,y € I com x < y.

5.1.16. PROPOSIGAO. Seja S C p(R) o semi-anel definido em (5.1.5).
Se F': R — R € uma fungao crescente entio a func¢ao pp : S — [0, +00|
definida por:

(5.L.7) ur(Ja,b]) = F(b) - Fa),

para todos a,b € R com a < b € uma medida finitamente aditiva finita em S.
Além do mais, toda medida finitamente aditiva finita p : S — [0, +oo[ em
S ¢éigual a pur, para alguma funcdo crescente F: R — R; se F': R — R,
G : R — R sdo fungdes crescentes entdo up = ug se e somente se a fungao
F — G € constante.

DEMONSTRAGAO. Todo elemento nao vazio de S se escreve de modo
tnico na forma Ja,b], com a,b € R. O conjunto vazio é igual a |a,a] para
todo a € R; como F(a) — F(a) = 0, para todo a € R, segue que a funcao
pr estd de fato bem definida pela igualdade (5.1.7). Além do mais, o fato
de F ser crescente implica que pp toma valores em [0, +oo[ e evidentemente
up(@) = 0. Sejam a,b € R, a;,b; € R, i =1,...,k com a < b, a; < b,
i=1,...k

k
Ja,b] = U]ai,bz‘]

i=1
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e suponha que os intervalos |a;, b;], i = 1,..., k, sejam dois a dois disjuntos.
Vamos mostrar que:

k

(5.1.8) F(b) — F(a) =Y _ (F(bi) - F(as)).

i=1
Se Ja, bl = () entdo Ja;, b;] = 0 para todoi =1,...,k e os dois lados de (5.1.8)
sao nulos. Suponha entdo que a < b. Podemos desconsiderar os indices 7 tais
que Ja;, b;] = 0, pois isso nao altera o lado direito de (5.1.8); suponha entao
que a; < b;, paratodoi=1,..., k. Fazendo, se necessario, uma permutagao
nos indices i, podemos supor que a1 < ag < -+ < ag. O Lema 5.1.17 que
provaremos logo a seguir nos diz entao que:

a=a1<bj=a<by=--=a; <b=---=a,<b,=0b,

donde a igualdade (5.1.8) segue. Isso completa a demonstragao do fato que
pr € uma medida finitamente aditiva finita em S. Note que se F': R — R,
G : R — R sao funcoes crescentes entao pup = pg se e somente se:

F(b) - F(a) = :U'F(]a7b]) = IUJG(]a7b]) = G(b) - G(a)7
para todos a,b € R com a < b; logo ur = ug se e somente se:
F(b) - G(b) = F(a) — G(a),

para todos a,b € R com a < b. Isso prova que purp = ug se e somente se
F — G é uma funcao constante. Finalmente, seja pu : & — [0, +o0] uma
medida finitamente aditiva finita em S e vamos mostrar que existe uma
fungao crescente F': R — R tal que = pp. Defina F: R — R fazendo:

) = N(]O,w]), se x > 0,
Fe) {—u(}w,o]), se z < 0.

Vamos mostrar que:
(5.1.9) 1(Ja,b]) = F(b) — F(a),

para todos a,b € R com a < b; seguirda entao automaticamente que F' é
crescente, ja que ,u(]a, b]) > 0, para todos a,b € R. Em primeiro lugar, se
0 < a < b entao |0,b] é igual a uniao disjunta de |0, a] com ]a, b]; logo:

F(b) = p(10,0]) = p(10,a] ) + p(Ja,b]) = F(a) + p(la,b]),

donde (5.1.9) é satisfeita. Similarmente, se a < b < 0, mostra-se (5.1.9)
observando que |a, 0] é igual a uniao disjunta de ]a, b] com ]b, 0]. Para com-
pletar a demonstracao de (5.1.9), consideramos o caso em que a < 0 < b;
dai ]a, b] é igual a uniao disjunta de ]a, 0] com ]0, b], donde:

w(la.b]) = p(1a.0]) +u(J0.6]) = F(b) ~ F(a).

Isso completa a demonstragao de (5.1.9). Concluimos entdao que F' é uma
funcao crescente e que p = pp. O



5.1. MEDIDAS EM CLASSES DE CONJUNTOS 152

5.1.17. LEMA. Sejam a;,b; € R, i =1,...,k, a,b € R tais que a < b,
a; < by, aigaiﬂ,z’:l,...,/{:,

-

]avb] = ]aivbi]

=1

e tais que os intervalos la;,b;], i = 1,...,k, sejam dois a dois disjuntos.
Entadoa=a1,b=0b; eb; =a;41 parai=1,...,k—1.

DEMONSTRACAO. Dividimos a demonstracdo em passos.
Passo 1. b; < ajq1, parai=1,...,k— 1.

Seja i = 1,...,k — 1 fixado e suponha por absurdo que a;11 < b;.
Seja ¢ o minimo entre b; e b; 1. Dai:

a; < aip1 <c< by, a;<c<b,
donde ¢ € ]aj, b;] N ]ait1,bit1] # 0, contradizendo nossas hipéteses.
Passo 2. b; = a;41, parai=1,...,k — 1.

Sejai=1,...,k — 1 fixado. Temos b; € ]ai,bi], bi+1 € ](li+1,bi+1],
donde b;, b; 41 € ]a, b]; também:

a<b; <ajy1 <byr <0,

donde aj+1 € ]a,b]. Sabemos entdo que existe j = 1,...,k tal que
aiy1 € laj, bj]. Se fosse 1 < j <i— 1, terfamos:

bj <ajp1 <a; < by < aiyr,
donde a;y1 € ]aj,bj]; por outro lado, se fosse i +1 < j < k, terfamos
ai+1 < aj, donde novamente a; 1 ¢ |aj,b;]. Vemos entdo que a tnica
possibilidade é j = i, isto é, a;+1 € la;, b;]. Logo a;+1 < b; e portanto,
pelo passo 1, a;11 = b;.

Passo 3. by, = b.
Temos by, € |ag,bg], donde by € Ja,b] e by < b. Por outro lado,
b € ]a,b] implica b € Ja;, b;], para algum ¢ = 1,...,k. Se i = k entao

b < by e portanto by, = b. Senao, b < b; = a;4+1 < ag < bi, contradizendo
br <b.

Passo 4. a1 = a.

Para todo i =1,...,k, temos a; < a;, donde a1 & ]a;, b;] e portanto
a1 & ]a,b]; logo a1 < aoua; >b. Como a; < ap < by = b, vemos que
a1 < a. Suponha por absurdo que a; < a. Seja ¢ o minimo entre b; e a;
temos a; < ¢ < by, donde ¢ € |ay,b1] C Ja,b] e ¢ > a, o que nos dé uma
contradicao. O

Recorde da Definigao 1.4.35 que se C é uma colegao arbitraria de partes
de um conjunto X entao a o-algebra de partes de X gerada por C é a menor
o-algebra de partes de X que contém C. De forma totalmente andloga,
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podemos definir as nocoes de algebra, anel e o-anel gerados por uma dada
classe de conjuntos.

5.1.18. DEFINIGAO. Se X é um conjunto arbitrario e se C C p(X) é uma
colecao arbitraria de partes de X entao a dlgebra de partes de X gerada por
C é a menor &algebra A de partes de X que contém C, i.e., A é uma &dlgebra
de partes de X tal que:

(1) C C A;
(2) se A’ é uma algebra de partes de X tal que C C A’ entao A C A'.
Dizemos também que C é um conjunto de geradores para a dlgebra A.

No Exercicio 5.6 pedimos ao leitor para justificar o fato de que a dlgebra
gerada por uma colegao C C p(X) esta de fato bem definida, ou seja, existe
uma unica dlgebra A satisfazendo as propriedades (1) e (2) acima.

5.1.19. DEFINIGAO. Se C é uma classe de conjuntos arbitraria entao o
anel gerado por C (resp., o o-anel gerado por C) é o menor anel (resp., o-anel)
R que contém C, i.e., R é um anel (resp., o-anel) tal que:

(1) CCR;

(2) se R’ é um anel (resp., o-anel) tal que C C R’ entdo R C R’.
Dizemos também que C é um conjunto de geradores para o anel (resp., o-
anel) R.

No Exercicio 5.7 pedimos ao leitor para justificar o fato de que o anel
(resp., o-anel) gerado por uma classe de conjuntos C estd de fato bem defi-
nido, ou seja, existe um tnico anel (resp., o-anel) R satisfazendo as propri-
edades (1) e (2) acima.

E interessante observar que nao é possivel definir uma nocao de semi-anel
gerado por uma classe de conjuntos (veja Exercicio 5.10).

Dada uma medida g num semi-anel S, nés gostariamos de estendé-la
para o anel (e até para o og-anel) gerado por §. Extensoes de medidas para
o-anéis serao estudadas na Se¢ao 5.3. No momento, nés mostraremos apenas
como estender uma medida de um semi-anel para o anel gerado pelo mesmo.
Para isso, precisaremos entender melhor a estrutura do anel gerado por um
dado semi-anel.

O proximo lema nos dd uma caracterizagao diferente para o conceito de
anel.

5.1.20. LEMA. Seja R uma classe de conjuntos ndo vazia. Entdo R €
um anel se e somente se as sequintes condi¢des sdo satisfeitas:

(a) A\ B € R, para todos A, B € R tais que B C A;
(b) AUB € R, para todos A,B€ R com ANB = );
(¢) ANB € R, para todos A,B € R.

DEMONSTRAGAO. Se R é um anel entao as condigoes (a) e (b) s@o sa-
tisfeitas por defini¢ao e a condigao (c) é satisfeita pelo Lema 5.1.9. Recipro-
camente, suponha que R é uma classe de conjuntos nao vazia satisfazendo
as condigoes (a), (b) e (¢) acima. Dados A, B € R, devemos mostrar que
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A\ B e AU B estao em R. Pela condigao (c¢), temos que AN B € R; como:
A\ B=A\(ANB),

e AN B C A, segue da condigao (a) que A\ B estd em R. Também, como:
AUB=(A\ B)UB,

e os conjuntos A\ B € R e B € R sao disjuntos, segue da condigao (b) que
AUB€eR. O

5.1.21. LEMA. Seja & um semi-anel. O anel R gerado por S € igual ao
conjunto das unides finitas disjuntas de elementos de S, ou seja:

t
R = { U A A, ..., Ay € S dois a dois disjuntos, t > 1}.
k=1

DEMONSTRAGAO. Sabemos que o anel gerado por S contém R, j4 que
o anel gerado por & é uma classe de conjuntos fechada por unides finitas
que contém S. Para mostrar que R contém o anel gerado por S, é suficiente
mostrar que R é um anel, ja que obviamente R contém S. Para mostrar que
R é um anel, usamos o Lema 5.1.20. E evidente que R satisfaz a condicao
(b) do enunciado do Lema 5.1.20. Para ver que S é fechado por intersegoes
finitas (i.e., satisfaz a condigado (c) do enunciado do Lema 5.1.20), sejam
A, B € R e escreva:

t r
A=|JA, B=|]JB,
k=1 =1

com Aip,...,A; € S dois a dois disjuntos e By,...,B, € S dois a dois
disjuntos. Temos:

ANB= LtJ O(AkﬁBl),

k=11=1
onde AyNB; € S paratodos k=1,...,t,1=1,...,r e os conjuntos A, N B,
sao dois a dois disjuntos. Finalmente, mostraremos que A\ B € R, para
todos A, B € R. Suponha primeiramente que B € §; dai:

¢
(5.1.10) A\ B = | J(4x\ B),
k=1

onde A = U};:l A e Ay,..., A € S sd0 dois a dois disjuntos. Como Ay e B
estdo em S, temos que Ay \ B é uma unido finita disjunta de elementos de
S, isto é, Ay \ B € R, para todo k = 1,...,¢t. Como a unidao em (5.1.10) é
disjunta, segue que A\ B € R, ja que R satisfaz a condigao (b) do enunciado
do Lema 5.1.20. Finalmente, dados A, B € R arbitréarios, temos:

T

A\ B =4\ By,

=1
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onde B =\J,_,; B; e Bi,...,B; € § sdo dois a dois disjuntos. Como A € R
e By €S, temos que A\ B; € R, para todo [ = 1,...,r, pelo que acabamos
de demonstrar; concluimos entdao que A\ B € R, ji que R é fechado por
intersecgoes finitas. O

5.1.22. COROLARIO. Se S é um semi-anel entdo toda unido finita de
elementos de S é também igual a uma unido finita disjunta de (possivel-
mente outros) elementos de S; em particular, o anel gerado por S coincide
também com o conjunto das unides finitas (ndo necessariamente disjuntas)
de elementos de S.

DEMONSTRAGAO. Toda uniao finita de elementos de S pertence ao anel
R gerado por S; mas, pelo Lema 5.1.21, todo elemento de R é igual a uma
unido finita disjunta de elementos de S. (]

Estamos agora em condigoes de prova o seguinte:

5.1.23. TEOREMA (pequeno teorema da extensao). Seja pu: S — [0, +o0]
uma medida finitamente aditiva num semi-anel S e seja R o anel gerado por
S. Entao:

(a) existe uma unica medida finitamente aditiva fi : R — [0, +00] em
R tal que fils = p;

(b) v € uma medida o-aditiva em S se e somente se i € uma medida
o-aditiva em R.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 5.1.21, todo A € R se escreve na forma
A= UZZI A, com Aq,..., Ay € S dois a dois disjuntos. Se ji é uma medida
finitamente aditiva em R que estende p entao obrigatoriamente:

(5.1.11) i(A) = u(Ar),
k=1

o que prova a unicidade de ji. Para provar a existéncia de ji, usamos a
igualdade (5.1.11) para definir fi, onde A = UZ:1 Ape Ay,..., A € S séo
dois a dois disjuntos. Precisamos, no entanto, mostrar primeiramente que fi
estd bem definida, j4 que é possivel que:

t r
A=JAa =4,
k=1 =1

com Aj,...,A; € S dois a dois disjuntos e A,..., A € S dois a dois
disjuntos. Nesse caso, devemos verificar que:

(5.1.12) S u(Ay) = 3 u(Ap).
k=1 =1

Note que, para todo kK =1,...,t, temos:

A=A, NA= U(Ak NA),
=1
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onde Ay NAj € S, paral =1,...,7 e os conjuntos Ay N A] sao dois a dois
disjuntos. Como também A € S, o fato de p ser uma medida finitamente
aditiva em S implica que:

(5.1.13) p(AR) =Y p(Ag N A)).
=1

De maneira andloga, vemos que:

t
(5.1.14) Z” (A)N Ap),
=1
para todo ! =1,...,r. De (5.1.13) e (5.1.14) vem:
t t T r t T
D on(Ar) =Y (AR A =D (AN A) = > (A,
k=1 k=11=1 =1 k=1 =1

o que prova (5.1.12). Logo [ estd bem definida. Devemos verificar agora
que [ é uma medida finitamente aditiva em R. E 6bvio que fls = p e
em particular i(f) = 0. Como R é fechado por unides finitas, é suficiente
demonstrar que:

(AU B) = [i(A) + u(B),

para todos A,B € R com AN B = () (veja Observagao 5.1.5). Dados
A,B € R com AN B = (), escrevemos:

t T
A= UAk, B= UBl,
k=1 =1

com Ai,...,A; € S dois a dois disjuntos e By,...,B, € S dois a dois dis-
juntos. Dai AU B é uniao disjunta de A4,..., A, By,..., B, €S e portanto:

f(AU B) ZﬂAk —|—Z/JBZ + iu(B).

Isso completa a demonstra(;ao de que fi é uma medida finitamente aditiva.
Note que se i ¢ uma medida o-aditiva entao obviamente u também é uma
medida o-aditiva, ja que u é apenas uma restricao de fi. Suponha entao
que i é uma medida o-aditiva e vamos mostrar que [ também é. Seja
(Ak)k>1 uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de R e suponha
que A = J;2; Ar € R; devemos mostrar que:

(5.1.15) (A) =) fi(Ap).
k=1

Suponha inicialmente que A € S. Cada A € R pode ser escrito na forma:

Tk

A= A,

u=1



5.1. MEDIDAS EM CLASSES DE CONJUNTOS 157

com Agi,...,Ap, € S dois a dois disjuntos. Dai A € S ¢ igual a unido
disjunta dos conjuntos Ag,, £ > 1, u = 1,...,7%, sendo que todos os Ag,
estao em S; como p é uma medida o-aditiva em S, segue que:

A(A) = p(4) = 33 i(Ar)-

k=1u=1

Mas, pela defini¢ao de fi, temos (Ax) = Y 1% u(Aku), € portanto a igual-
dade (5.1.15) fica demonstrada no caso em que A € S. Vamos agora ao caso
geral; como A € R, é possivel escrever A na forma:

T
A=]JB,
=1
com Bj,...,B, € § dois a dois disjuntos. Temos entao:

T oo
Ak:AkﬂA:U(AkﬂBl), B =B NA= U(BlﬁAk);
=1 k=1
para todo k > 1 e todo !l =1,...,r. Usando respectivemente o fato que fi é
uma medida finitamente aditiva e a parte da o-aditividade de i que ja foi
demonstrada, obtemos:

i(Ar) =Y (AN By), (B = (BN Ag).

=1 k=1
Entao
T T o0 oo T o
AA) =" aB) =D D aBNA) =D AN B) =Y fi(Ar),
=1 I=1 k=1 k=1 I=1 k=1
o que prova (5.1.15) e completa a demonstragao. ([l

5.1.24. COROLARIO. As afirmagoes que aparecem nos itens (a), (¢), (d),
(e) e (f) do enunciado do Lema 5.1.6 sao verdadeiras sob a hipétese de que
a classe de conjuntos C seja um semi-anel; a afirmacdo que aparece no item
(b) também é verdadeira, sob a hipdtese de que Az \ A1 esteja em C.

DEMONSTRAGAO. Seja R o anel gerado pelo semi-anel C e seja i a
medida finitamente aditiva em R que estende p : C — [0,400]. Como o
anel R é fechado por diferencas, o Lema 5.1.6 pode ser aplicado a medida
finitamente aditiva fi. A conclusao segue. O

5.1.25. EXEMPLO. Seja F' : R — R uma funcao crescente e considere
a medida finitamente aditiva finita pp : S — [0, +00[ correspondente a F'
definida no enunciado da Proposicao 5.1.16. Vamos determinar uma con-
dicdo necessaria sobre F' para que pp seja uma medida o-aditiva. Note em
primeiro lugar que, como a funcao F' ¢é crescente, entao para todo a € R o
limite & direita:
Fla) ¥ lim Fz)eR

z—at
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existe e é maior ou igual a F'(a). Suponha que pp seja uma medida o-aditiva
e seja a € R fixado. Nés temos:

Ja,a+ L] N\, 0;
pelo Corolario 5.1.24, isso nos da:

0= pr(®) = lim pr(Ja,a+2]) = lim [F(at+3)=Fla)] = F(a")~F(a).

Logo F(a) = F(a™) e portanto F' é continua & direita. Na verdade, nés
veremos adiante na Proposi¢ao 5.1.32 que pp é uma medida o-aditiva se e
somente se a funcao crescente F' é continua a direita.

5.1.1. O critério da classe compacta. Nos vimos no Teorema 5.1.23
que toda medida finitamente aditiva g num semi-anel S estende-se de modo
Unico a uma medida finitamente aditiva i no anel gerado por S; a extensao
i1 é uma medida o-aditiva se e somente se u o for. Enquanto é muitas vezes
possivel mostrar por técnicas elementares que uma func¢ao p: S — [0, +00]
é uma medida finitamente aditiva (veja, por exemplo, a demonstracao da
Proposicao 5.1.16), a situacao nao é tao simples quando se quer provar a o-
aditividade® de p. Nesta subsecdo nés provaremos um critério pratico para
verificacao da o-aditividade de uma medida finitamente aditiva num semi-
anel. Como corolario, nés determinaremos exatamente quais sao as fungoes
crescentes F': R — R para as quais a medida finitamente aditiva yur é uma
medida o-aditiva.

Precisamos da seguinte:

5.1.26. DEFINIGAO. Uma classe de conjuntos C é dita compacta quando

para toda seqiiéncia (Ck)r>1 em C com (o, Cx = 0 existe t > 1 tal que
t

5.1.27. EXEMPLO. Se C é uma classe arbitraria de subconjuntos com-

pactos de R™ entao C é uma classe compacta. De fato, seja (Ck)r>1 uma
seqiiéncia em C com (o C = (0. Temos:

o0
R" = | ],

k=1
e em particular os conjuntos (C})r>1 constituem uma cobertura aberta do
compacto C'. Logo existem t1,...,%, > 1 tais que:

Ch C Cfl U...UCtCT.
Tomando ¢t = max{t,...,t} entdo:
cin...nC; CClﬂCtl ﬂ...ﬂCtT = 0.
3Uma analise ingénua da situacao poderia levar a crer que, sob hipéteses adequadas

para a fungdo F', poder-se-ia provar a o-aditividade de ur na Proposicao 5.1.16 utilizando

alguma versdo do Lema 5.1.17 para seqliéncias infinitas de intervalos |a;, b;]. A situagao
nao é tao simples, como mostra o Exercicio 5.15.
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5.1.28. PROPOSIGAO (critério da classe compacta). Seja pu: S — [0, +00]
uma medida finitamente aditiva num semi-anel S. Suponha que existe uma
classe compacta C tal que para todo A € S e para todo € > 0 existem B € S,
C e€C tais que BC C C A e:

(5.1.16) n(A) < u(B) +e.

Entao p € uma medida o-aditiva.

Note que as hipéteses da Proposicao 5.1.28 implicam em particular que
a medida finitamente aditiva p é finita; de fato, a desigualdade (5.1.16)
implica que u(A) < +oo.

Antes de demonstrar a Proposigao 5.1.28, precisamos de alguns resulta-
dos preparatoérios. O proximo lema nos da um critério para a o-aditividade
de medidas finitamente aditivas em anéis.

5.1.29. LEMA. Seja p: R — [0, +00] uma medida finitamente aditiva
num anel R. Suponha que para toda seqiéncia (Ay)i>1 em R tal que Ay, \, ()
temos limy_, oo (Ag) = 0. Entao p € uma medida o-aditiva em R.

DEMONSTRAGAO. Seja (Bj)r>1 uma seqiiéncia de elementos dois a dois
disjuntos de R tal que a unido B = (J;—; By estd em R; vamos mostrar que
pw(B) = > 32 u(Bg). Para cada k > 1, seja Ay, = ;2,1 Bi; temos:
(5.1.17) B=ByU...UB,UAyg,
onde a unidao em (5.1.17) é disjunta. Note que cada Ay estd em R, ja que
A =B\ (B1U...UBy). Como i é uma medida finitamente aditiva em R,

obtemos:
k

(5.1.18) w(B) = p(Ar) + > i(Bi).

i=1
Claramente Ay N\, 0 e portanto limg_,o, u(Ax) = 0; a conclusao é obtida
fazendo k — oo em (5.1.18). O

5.1.30. COROLARIO. A Proposicio 5.1.28 € verdadeira sob a hipdtese
adicional de que S seja um anel.

DEMONSTRAGAO. J& que S é um anel, podemos usar o Lema 5.1.29
para estabelecer o fato de que p é uma medida o-aditiva. Seja (Ag)r>1 uma
seqiiéncia em S tal que Ay N\ 0. Vamos mostrar que:

(5.1.19) lim p(Ag) = 0.
k—o0
Seja dado € > 0 e para cada k > 1 sejam By € S, C), € C tais que:

£
By C Cp C A,  u(Ax) < pu(Bg) + ok

Temos:

rw C% C (W‘Ak:: @
k=1 k=1
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e portanto existe ¢t > 1 tal que ﬂz,l Cr = 0; dai ﬂz,l By, = () e portanto:

t t
AtZUAt\Bk UAk\Bk
k=1 =

Usando o item (e) do Lema 5.1.6, obtemos:
t

(A1) <> pu(Ak\ Be) =Y (u(Ar) — (B Z% Z%:
k=1

k=1 k=1 k=1
Logo u(Ag) < u(A¢) < €, para todo k > ¢, o que prova (5.1.19) e completa
a demonstracao. O

Para demonstrar a Proposi¢ao 5.1.28 nés consideraremos a medida fini-
tamente aditiva /i que estende p para o anel R gerado por § e nés usaremos
uma classe compacta C de modo que [ e C satisfagam as hipéteses da Pro-
posicao 5.1.28.

5.1.31. LEMA. Seja C uma classe compacta e seja C a classe formada
por todas as unides finitas de elementos de C, isto é:

:{Ockzch...,ctec, t21}.

Entao C também é uma classe compacta.

DEMONSTRAGAO. Seja (ék;)k;ZI uma seqiiéncia de elementos de C tal
que (72, Cx = 0; devemos mostrar que existe t > 1 tal que (;_; Cx = 0.
Suponha por absurdo que ﬂ}i:l Cr # 0, para todo t > 1. Para cada k > 1
€sCrevemos:

Cr = | Chi,
i€}
onde I é um conjunto finito nao vazio e Cy; € C, para todo i € Ij. Para
cada t > 1, existe xy € ﬂ',;zl C} e portanto para cada k = 1,...,t, temos
zy € Cy; dal existe um indice if, € I tal que z; € Cki’,;- Em particular:

t
(5.1.20) i € () Cray # 0.
k=1

Nés vamos construir uma seqiiéncia (ji)r>1 € [[eq Ix tal que:

o

() Crje # ;

k=1
uma vez que essa seqiiéncia esteja construida, teremos:

(5.1.21) M Crje € () Cr # 0.

k=1 k=1
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o que nos dara uma contradicdo e completara a demonstracao. Nosso plano
é construir indutivamente uma seqiiéncia (jx)g>1 € [[pey Ix tal que para
todo k > 1, existam uma infinidade de indices ¢ > k tais que:

(5.1.22) (1, k) = (34, ... ik).

Em primeiro lugar, como (i});>1 é uma seqiiéncia de elementos do conjunto
finito I, deve existir j; € I; tal que j; = zﬁ para uma infinidade de indices
t > 1. Suponha que tenhamos construido (j1,...,Jjk) € I1 X - x I de modo
que a igualdade (5.1.22) é valida para uma infinidade de indices ¢t > k. Se T’
é o conjunto infinito constituido pelos indices t > k + 1 tais que a igualdade
(5.1.22) ¢ satisfeita entao (if,,)ier ¢ uma familia infinita de elementos do
conjunto finito I, 1 e portanto existe jri11 € Ixy1 tal que jri1 = z'};H, para
uma infinidade de indices t € T; dai:

(j17 ce 7jk7jk+1) = (7’37 cee 7i27i2+1)7

para uma infinidade de indices ¢ > k+1. Nés obtivemos entao uma seqiiéncia
(Jr)k>1 € [1hey Ix tal que para todo k > 1 a igualdade (5.1.22) ¢ satisfeita
para uma infinidade de indices ¢ > k; em particular, para todo k£ > 1 existe
t > k tal que a igualdade (5.1.22) é satisfeita e dai, usando (5.1.20), obtemos:

k k t
ﬂ err = ﬂ Cm’; o ﬂ Cm’; 7 0.
r=1 r=1

r=1

Como C é uma classe compacta e ﬂle Crj, # 0 para todo k > 1, segue que
N2, Crj. # 0. Obtivemos entao (5.1.21), o que nos dé uma contradigao e
completa a demonstracao. O

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO 5.1.28. Seja R o anel gerado por S
e fi : R — [0,400] a unica medida finitamente aditiva em R que estende p
(veja Teorema 5.1.23); nds vamos mostrar que ji é uma medida o-aditiva em
R e isso completard a demonstracao. Seja C a classe compacta definida no
enunciado do Lema 5.1.31; vamos mostrar que para todo A € R e para todo
e>0existem BeR,C €Ctaisque BC C C Ae fi(A) < i(B)+e. Seguird
entao do Corolario 5.1.30 que fi € uma medida o-aditiva. Pelo Lema 5.1.21,
podemos escrever A = UZ:1 Ap, com Aq,...,A; € S dois a dois disjuntos e
t > 1. Paracada k=1,...,1, existem By € S e Cy € C com By, C Cy C Ay
e (Ay) < u(Bg) + 5. Tomando B = J;_ By e Re C =J;_,Cr €C
entao BC C C Ae:

A(A) =Y u(Ar) < (u(Br) +5) = A(B) + e
k=1 k=1

ja que os conjuntos Bi,...,B; € S sao dois a dois disjuntos. Isso completa
a demonstragao. O
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Como aplicacao da Proposicao 5.1.28, nés vamos determinar para quais
fungoes crescentes F' : R — R a medida finitamente aditiva correspondente
ur € o-aditiva.

5.1.32. PROPOSIGAO. Seja F' : R — R wuma funcao crescente e seja
pr = S — [0,+00[ a medida finitamente aditiva finita correspondente a F
definida no enunciado da Proposicdo 5.1.16. Entdo pur € uma medida o-
aditiva se e somente se a funcao F € continua a direita.

DEMONSTRAGAO. Nés ja vimos no Exemplo 5.1.25 que se up é uma
medida c-aditiva entdo a funcao F' é continua a direita. Reciprocamen-
te, suponha que F' é continua a direita e vamos demonstrar que a medida
finitamente aditiva ur é uma medida o-aditiva. Seja:

C:{@}U{[a,b} ca,b € R, aSb};

pelo Exemplo 5.1.27, C é uma classe compacta. Vamos verificar as hipéteses
da Proposicao 5.1.28. Sejam dados A € See > 0. Se A = (), tomamos
B=C=0. Se A # () entaio A = ]a,b] com a,b € R, a < b e, como
F é continua a direita no ponto a, existe § > 0 tal que a < a+d < be
F(a+0) < F(a) +e. Tomamos entdao B =|a+4,b] € S, C =[a+,b] €C,
de modo que BC C C Ae:

ur(A) =F() —F(a) < F(b) — F(a+6)+e=pur(B) +e. O

5.2. Classes Monotonicas e Classes o-aditivas

Seja C uma classe de conjuntos e A o g-anel gerado por C. Digamos que
nos saibamos que todo elemento de C satisfaz uma certa propriedade P e
que nos gostariamos de verificar que todo elemento de A também satisfaz P.
Em geral pode ser invidvel apresentar uma descrigao concreta dos elementos
de A a partir dos elementos de C (compare a complexidade do o-anel dos
Boreleanos da reta com a simplicidade da classe dos intervalos da reta, que
é um conjunto de geradores para os Boreleanos). Uma possibilidade seria
mostrar que a classe de todos os conjuntos que satisfazem a propriedade P é
um o-anel; isso implicaria imediatamente que tal classe deve conter A. No
entanto, existem situacoes concretas em que é dificil verificar que a classe dos
conjuntos que satisfazem a propriedade P é fechada por unides enumeraveis
e diferencas, mas é simples verificar que tal classe é fechada por operacoes
como unioes (finitas ou enumerdveis) disjuntas ou diferengas préprias. O
objetivo desta secao é o de provar resultados do seguinte tipo: se a classe de
conjuntos C satisfaz certas hipdteses e se a classe de conjuntos que satisfaz a
propriedade PP é fechada por certas operagoes entao todo elemento do o-anel
A gerado por C satisfaz a propriedade P.

Comecamos com a seguinte:

5.2.1. DEFINIGAO. Seja & uma classe de conjuntos. Dizemos que £ é
uma classe monotonica se ) € € e se € satisfaz as seguintes condigoes:

o se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia em £ e A, " A entao A € &;
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o se (Ag)r>1 ¢ uma seqiiéncia em £ e A\, A entdo A € €.

Dizemos que £ é uma classe o-aditiva se £ é nao vazia e satisfaz as seguintes
condigoes:

ese A BcfeANB=0entao AUBcE;
ese ABefeBC Aentao A\ B € ¢;
o se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia em £ e A, " A entdo A € £.

Claramente, se £ é uma classe o-aditiva entao () € &; de fato, tome
qualquer A € € e observe que ) = A\ A € £.

5.2.2. EXEMPLO. Sejam p : A — [0,4o00[, v : A — [0, +00[ medidas
finitas num o-anel A. Usando o Lema 5.1.6, vé-se facilmente que a classe
de conjuntos:

(5.2.1) {A eA:u(A) = V(A)}
é ao mesmo tempo uma classe o-aditiva e uma classe monotonica.

Em analogia a Definicao 5.1.19, enunciamos a seguinte:

5.2.3. DEFINIGAO. Se C é uma classe de conjuntos arbitrdria entao a
classe monotonica gerada por C (resp., a classe o-aditiva gerada por C) é a
menor classe monotonica (resp., classe o-aditiva) £ que contém C, i.e., € é
uma classe monotoénica (resp., classe o-aditiva) tal que:

(1) C Cé&;
(2) se &’ é uma classe monotodnica (resp., classe o-aditiva) tal que C C &’
entao £ C &'\

Dizemos também que C é um conjunto de geradores para a classe monotonica
(resp., classe o-aditiva) £.

No Exercicio 5.17 pedimos ao leitor para justificar o fato de que a classe
monotoénica (resp., a classe o-aditiva) gerada por uma classe de conjuntos
C esta de fato bem definida, ou seja, existe uma tnica classe monotonica
(resp., classe o-aditiva) & satisfazendo as propriedades (1) e (2) acima.

Temos o seguinte:

5.2.4. LEMA (lema da classe monotonica). Se R é um anel entdo a
classe monotonica gerada por R coincide com o o-anel gerado por R. Em
particular, toda classe monotonica que contém um anel R contém também
o g-anel gerado por R.

DEMONSTRAGAO. Seja A o o-anel gerado por R e seja £ a classe mo-
notonica gerada por R. Segue do Lema 5.1.9 que todo o-anel é uma classe
monotonica e portanto A contém £. Para mostrar que £ contém A, bas-
ta verificar que £ é um o-anel. Dividimos o restante da demonstragdao em
VArios passos.

Passo 1. Se A,B € £ entao AUB € €£.
Seja B € £ fixado e considere a classe de conjuntos:

(5.2.2) {AcA:AuBe&}.



5.2. CLASSES MONOTONICAS E CLASSES o-ADITIVAS 164

Afirmamos que (5.2.2) é uma classe monotonica. De fato, o conjunto
vazio estd em (5.2.2) pois B € £. Se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia em
(5.2.2) e A, S Aentao A € Ae Ay UB € &, para todo k > 1. Como
(ArUB) / (AUB) e £ é uma classe monotonica, segue que AUB € &;
portanto A estd em (5.2.2). Se (Ag)r>1 ¢ uma seqiiéncia em (5.2.2) com
Ap \( A entao verifica-se de modo anélogo que A estd em (5.2.2), usando
o fato que (Ax U B) N\, (AU B). Logo (5.2.2) é uma classe monotonica.
Se o conjunto B estiver no anel R entao AUB € R C £ paratodo A € R
e portanto (5.2.2) contém R; concluimos entao que (5.2.2) contém &, o
que prova que AU B € &, para todo A € £ e todo B € R. Seja agora
B € & arbitrario. Pelo que acabamos de mostrar, (5.2.2) contém R;
logo (5.2.2) também contém &. Isso prova que AU B € &, para todos
A,Be€.

Passo 2. Se (Ax)k>1 € wma seqiéncia em & entao |Jpo, Ay € E.
Para cada t > 1, seja B, = Uz:l Ap; temos By S UJpo Ap e Br € &
para todo ¢t > 1, pelo passo 1. Como £ é uma classe monotonica, segue
que Upo, A € €.

Passo 3. Se A€ £ e BER entio A\ B € €.
Seja B € R fixado e considere a classe de conjuntos:

(5.2.3) {AcA:A\Be€&}.

Afirmamos que (5.2.3) é uma classe monotonica. De fato, o conjunto
vazio estd em (5.2.3), pois () € €. Se (Aj)k>1 € uma seqiiéncia em (5.2.3)
tal que Ay 7 A (resp., tal que Ax \, A) entao A € Ae A\ B € &, para
todo k > 1; conclui-se entao que A estda em (5.2.3) observando-se que
(Ax\B) " (A\B) (resp., que (Ax\B) N\, (A\B)). Isso prova que (5.2.3)
¢ uma classe monotonica. Claramente, se A € R entdo A\ Be R C &
e portanto (5.2.3) contém R; concluimos entao que (5.2.3) contém &, o
que prova que A\ B € &, para todo A € £ e todo B € R.

Passo 4. Se A,B € € entao A\ B € £.
Seja A € £ fixado e considere a classe de conjuntos:

(5.2.4) {Be A: A\ Be&}.

De forma andloga ao que foi feito no passo 3, prova-se que (5.2.4) é uma
classe monotonica usando o fato que By B (resp., By \, B) implica
em (A\ Bg) N\ (A\ B) (resp., (A\ Bx) /* (A\ B)). Finalmente, o
que provamos no passo 3 implica que (5.2.4) contém R e dai segue que
(5.2.4) contém E. Logo A\ B € &, para todos A, B € £. O

5.2.5. LEMA (lema da classe o-aditiva). Seja C uma classe de conjuntos
fechada por intersecoes finitas, i.e., AN B € C, para todos A, B € C. Entado
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a classe o-aditiva gerada por C coincide com o o-anel gerado por C. Em par-
ticular, toda classe o-aditiva que contém uma classe fechada por intersecdes
finitas C contém também o o-anel gerado por C.

DEMONSTRAGAO. Seja A o o-anel gerado por C e seja £ a classe o-
aditiva gerada por C. Evidentemente todo o-anel é uma classe o-aditiva e
portanto A contém £. Para mostrar que £ contém A, basta verificar que &
é um o-anel. Assuma por um momento que ja tenhamos mostrado que £ é
fechado por intersegoes finitas. Segue entao do Lema 5.1.20 que £ é um anel.
Além do mais, se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia em & entdo By = |J,_, Ay € €
paratodot > 1e By /' Upe, Ak, donde | Jp~ | Ax € €. Concluimos entao que
£ é um o-anel. Para completar a demonstracao, verificaremos que ANB € &,
para todos A, B € £. Seja B € A fixado e considere a classe de conjuntos:

(5.2.5) {AeA:AnBe&}.

Afirmamos que (5.2.5) é uma classe o-aditiva. Em primeiro lugar, o conjunto
vazio estd em (5.2.5), pois 0N B = () € £. Dados A; e Ay em (5.2.5) com
AjNAy=0entao AiNB,AsNB e e (ANB)N(A3NB) =0; como & é
uma classe o-aditiva, segue que (AN B)U(A2NB)=(A1UAy)NBefe
portanto A; U Ag estd em (5.2.5). Suponha agora que A; e Ay s@o elementos
de (5.2.5) com A; C Az. Temos A1NB,AsNB € £ e AiNB C A2N B; segue
entao que (A2NB)\(A1NB) € £. Como (A2NB)\(A1NB) = (A2\A1)NB,
concluimos que Ay \ A; estd em (5.2.5). Para concluir a demonstracao de
que (5.2.5) é uma classe o-aditiva, seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia em (5.2.5)
com Ay /' A. Dai AyNB € &, paratodo k > 1e (A, N B) /(AN B);
segue entao que AN B € & e portanto A estd em (5.2.5). Demonstramos
entao que (5.2.5) é uma classe o-aditiva. Se o conjunto B pertence a C entao
ANBeC Cé&, para todo A € C e portanto (5.2.5) contém C; concluimos
entdao que (5.2.5) contém &, isto é, AN B € &, para todo A € £ e todo
B € C. Seja agora B € £ arbitrario. Pelo que acabamos de mostrar, (5.2.5)
contém C e portanto contém &; concluimos entdo que AN B € &, para todos
A, Beé. O

Vejamos agora algumas aplicacoes interessantes dos Lemas 5.2.4 e 5.2.5.

5.2.6. LEMA. Sejam p: A — [0,400[, v : A — [0,400[ medidas finitas
num o-anel A. Seja C C A uma classe fechada por intersecées finitas tal
que A € o o-anel gerado por C. Se u(A) = v(A) para todo A € C entao
0w=vr.

DEMONSTRAGAO. Como vimos no Exemplo 5.2.2, a classe (5.2.1) for-
mada pelos conjuntos onde u e v coincidem é uma classe o-aditiva. Como
(5.2.1) contém C e C é fechada por intersecoes finitas, segue do Lema 5.2.5
que (5.2.1) contém A. Logo u = v. O

O Lema 5.2.6 pode ser pensado como um lema de unicidade de extensao
de medidas; de fato, um enunciado alternativo para o Lema 5.2.6 é o seguin-
te: uma medida finita ;. numa classe de conjuntos C fechada por intersegoes
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finitas extende-se no maximo de uma maneira a uma medida finita no o-
anel gerado por C. Logo adiante apresentaremos uma generalizagao desse
resultado.

Outro resultado interessante é o seguinte lema de aproximacao.

5.2.7. LEMA. Seja p: A — [0, 400[ uma medida finita num o-anel A e
seja R C A um anel tal que A € o o-anel gerado por R. Entdao para todo
A€ Aetodoe >0 existe BE TR tal que u(AA B) < e. Em particular, pelo
resultado do Ezercicio 5.12, temos |u(A) — u(B)| < e.

DEMONSTRAGAO. Considere a classe de conjuntos:
(5.2.6) {A € A:paratodoe > 0, existe B € R tal que u(A A B) < e}.

Evidentemente (5.2.6) contém o anel R. Se mostrarmos que (5.2.6) é uma
classe monotonica, a tese seguird do Lema 5.2.4. Seja (Ay)x>1 uma seqiiéncia
em (5.2.6) tal que Ax " A (resp., tal que Ay N\, A) e seja dado € > 0. Temos
que Ay A A = A\ Ay, (resp., que Ay A A = Ap\ A) e portanto (Ap A A) N\ 0.
Como a medida p é finita, obtemos limy_, o p(Ax A A) = 0 e portanto existe
k> 1 tal que pu(Ar A A) < 5. Como Ay estd em (5.2.6), existe B € R tal
que (A A B) < §. Mas (veja Exercicio 5.11):
AANBC (AN AL) U (A A B)
e portanto, pelo item (e) do Lema 5.1.6:
e €
WAAB) < u(AA Ag) + p(Ay A B) < §+§ =e.

Isso prova que A estd em (5.2.6) e completa a demonstracao. O

A hipétese de finitude das medidas nos Lemas 5.2.6 e 5.2.7 é muito
restritiva. Vamos agora relaxar essa hipotese.

5.2.8. DEFINICAO. Seja C uma classe de conjuntos com () € C e seja
p: C — [0,+00] uma medida em C. Dizemos que um conjunto A (néo
necessariamente em C) é o-finito com respeito a u se existe uma seqiiéncia
(Ap)g>1 em C tal que A C Upe; Ak e p(Ax) < +oo, para todo k > 1.
Dizemos que a medida p é o-finita se todo conjunto A em C é o-finito com
respeito a p.

Evidentemente, se A € C e u(A) < 400 entao A é o-finito com respeito
a u; em particular, toda medida finita é o-finita. Note que se A é o-finito
com respeito a u e B C A entdo B também é o-finito com respeito a p. Em
particular, se X é um conjunto tal que C C p(X) e X € C entao u é o-finita
se e somente se X é o-finito com respeito a u, isto é, se somente se existe
uma seqiiéncia (Ag)r>1 em C tal que X = (7o, Ar e u(Ag) < +oo, para
todo k > 1.

5.2.9. OBSERVAGAO. Seja C uma classe de conjuntos com ) € C e seja
u: C — [0,4+00] uma medida em C; denote por A o o-anel gerado por C. Se
a medida p é o-finita entao todo elemento A de A é o-finito com respeito a
u. De fato, pelo resultado do Exercicio 5.20, todo A € A pode ser coberto
por uma uniao enumeravel de elementos de C; mas cada elemento de C pode
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ser coberto por uma uniao enumeravel de elementos de C de medida finita.
Logo A pode ser coberto por uma unido enumerdvel de elementos de C de
medida finita. Vemos entao que se i : A — [0, 4+00] é uma medida em A4
que estende p entao a o-finitude de p implica na o-finitude de f (a reciproca
nao é verdadeira, como veremos no Exemplo 5.2.14).

5.2.10. NOTAGAO. Seja C uma classe de conjuntos e X um conjunto
arbitrario. Denotamos por C|x a classe de conjuntos:

C‘XZ{AQX:AEC}.

Note que se a classe de conjuntos C é fechada por intersecoes finitas e se
X € C entao:
C]X:{AEC:ACX}:CHKJ(X).
Em particular, nesse caso, se ) € C e p: C — [0,+00] é uma medida em C
entao a restrigao de p a C|x também é uma medida.

5.2.11. LEMA. Se A € um o-anel e X € um conjunto arbitrdrio entao
Al|x € um o-anel. Além do mais, se A € o o-anel gerado por uma classe de
conjuntos C entao A|x € o o-anel gerado por C|x.

DEMONSTRAGAO. A prova de que A|x é um o-anel é deixada a cargo
do leitor (veja Exercicio 5.18). Seja B o o-anel gerado por C|x. Como A|x
é um o-anel que contém C|y, temos que B C A|x. Para mostrar que A|x
esta contido em B, considere a colecao de conjuntos:

(5.2.7) {Ae A:ANX e B}.

Verifica-se diretamente que (5.2.7) é um o-anel. Como (5.2.7) contém C
e A é o o-anel gerado por C, concluimos que (5.2.7) contém A, ou seja,
AN X € B, para todo A € A. Isso mostra que A|lx C B e completa a
demonstracao. O

Estamos agora em condicoes de generalizar os Lemas 5.2.6 e 5.2.7.

5.2.12. LEMA. Sejam pn: A — [0, 400], v : A — [0, +00] medidas num o-
anel A. Seja C C A uma classe fechada por intersecées finitas tal que* ) € C;
suponha que A € o o-anel gerado por C. Se plc = v|c e A € A € o-finito com
respeito a ple entao u(A) = v(A). Em particular, pela Observagio 5.2.9, se
a medida ple € o-finita e se ple = v|e entao p = v.

DEMONSTRAGAO. Seja X € C com u(X) < +oo. Afirmamos que u e
v coincidem em A|yx. De fato, C|x é uma classe fechada por interse¢oes
finitas que gera o o-anel A|x (veja Lema 5.2.11); como p e v coincidem em
Clx CC, segue do Lema 5.2.6 aplicado as medida finitas | 4, e v|4), que
w e v coincidem em A|x. Seja agora A € A e suponha que A é o-finito com
respeito a p|c; mostremos que p(A) = v(A). Seja (Xi)r>1 uma seqiiéncia

A hipétese ) € C s6 foi colocada para que possamos dizer que plc é uma medida
(recorde Definigao 5.1.1). Note, no entanto, que essa hipdtese ndo é nada restritiva ja que
1(0) = v(0) = 0 e que a classe C é fechada por intersegoes finitas se e somente se C U {(}
o0 é; podemos entdo sempre substituir C por C U {0} se necessério.
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em C com A C Upo; Xk e u(Xy) < +oo, para todo k > 1. Para cada k > 1
seja Y = X \ Ui:ol X;, onde Xg = 0. Pelo resultado do Exercicio 1.19, os
conjuntos (Y;)g>1 sao dois a dois disjuntos e Upe; X = Upey Y. Temos
A =i, (YrN A) e portanto:

A):iu(YkﬂA), v( :ikaﬂA
= k=1

Mas para todo k > 1 temos Y, NA € ANp(Xy) = A|x, e segue da primeira
parte da demonstracao que u(Yy N A) = v(Yy N A), para todo k > 1. Logo

w(A) =v(A). O

5.2.13. COROLARIO. Seja C uma classe de conjuntos fechada por inter-
segoes finitas tal que ) € C. Se p: C — [0, 400] € uma medida o-finita entdo
I possui mo mdximo uma extensdo a uma medida no o-anel gerado por C;
uma tal extensao (caso exista) € automaticamente o-finita.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 5.2.12 e da Observacao 5.2.9. (]

Resultados sobre existéncia de extensoes de medidas para o-anéis serao
estudados mais adiante na Secao 5.3.

5.2.14. EXEMPLO. Nas hipoteses do Lema 5.2.12 é realmente necessario
supor que A seja o-finito com respeito a p|c; assumir apenas a o-finitude
com respeito a p e a v nao é suficiente. De fato, considere as medidas
w:p(R) — [0,+00] e v: p(R) — [0, 4+00] definidas por:

uA)=1ANQl, v(A4)=[An(Q\{0})],

para todo A C R, onde |E| € NU {400} denota o nimero de elementos de
um conjunto F. Seja S o semi-anel constituido pelos intervalos da forma
la,b], a,b € R (veja (5.1.5)). Temos p(A) = v(A) = +o0, para todo A € S,
A # (. Se A é o g-anel gerado por S (pelo resultado do Exercicio 5.9, A
coincide com a o-édlgebra de Borel de R) entao as medidas u|4 e v|4 s@o
ambas o-finitas. De fato, para todo « € R, o conjunto unitdrio {z} esta em

A e
= R\QU [J{=};
zeQ
além do mais, u(R\ Q) = v(R\ Q) = 0, pu({z}) =1 e v({z}) < 1, para
todo = € Q. No entanto, temos p|4 # |4, j& que u({0}) =1 e v({0}) =0.

Generalizamos agora o Lema 5.2.7.

5.2.15. LEMA. Seja pn: A — [0,400] uma medida num o-anel A e seja
R C A um anel tal que A € o o-anel gerado por R. Suponha que A € A
é o-finito com respeito a u|lr (pela Observagio 5.2.9, esse é o caso, por
exemplo, se a medida p|r € o-finita). Se u(A) < +oo entao para todo € > 0
existe B € R tal que p(A A B) < e. Em particular, pelo resultado do
Ezercicio 5.12, temos |u(A) — p(B)| <e.
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DEMONSTRAGAO. Seja A € A um conjunto o-finito com respeito a u|g
tal que p(A) < 4o00; seja dado € > 0. Seja (Xj)r>1 uma seqiiéncia em R
com A C Up2; Xk e p(Xy) < 400, para todo k > 1. Para cada k > 1 seja
Y. = U, Xi, de modo que Y;, € R, u(Yz) < +oo e (A\ Yi) \, 0. Como
u(A) < +oo, temos limy_,o (A \ Y) = 0 e portanto existe k& > 1 tal que
p(A\Y,) < 5. Seja A" = ANY}; dail AA A" = A\'Y), e portanto:

WAL A) < 2,
e A € AN p(Yy) = Aly,. Vamos agora aplicar o Lema 5.2.7 & medida
finita /“Alyk3 para isso, note que, pelo Exercicio 5.18, Rly, é um anel e,
pelo Lema 5.2.11, Aly, é o o-anel gerado por R|y,. Vemos entdo que existe
B € Rly, C R tal que u(A’ A B) < §. Daf (veja Exercicio 5.11):

ANBC(ANAYU (A AB)
e portanto:
WALB) S (AL A) + (A AB) < S+ =e,
o que completa a demonstracao. O

5.2.16. EXEMPLO. Sejam u, S e A definidos como no Exemplo 5.2.14;
seja R o anel gerado por S, de modo que A é o g-anel gerado por R. Pelo
Lema 5.1.21, todo elemento de R é uma uniao finita disjunta de elementos
de S e portanto u(A) = +oo, para todo A € R com A # (). Temos que a
medida u|4 é o-finita (mas p|g nao é). Dado A € A com pu(A) < +oo (por
exemplo, se A é um subconjunto finito de Q) entao pu(A A B) = +o0o, para
todo B € R com B # () (veja Exercicio 5.12). Logo a tese do Lema 5.2.15
nao é verdadeira para a medida u|4 e para o anel R, embora p|4 seja o-
finita.

5.2.17. EXEMPLO. Seja A = p(IN) e R o conjunto das partes finitas de
IN; daif R é um anel e A é o o-anel gerado por R. Seja u : A — [0,400]
a medida de contagem (veja a Definigdo 2.2). Note que p|r é uma medida
finita (e portanto o-finita). Dado A € A com p(A) = 400 entao para todo
B € R temos u(A A B) = +oo. Vemos que a hipdtese pu(A4) < +oo é
essencial no Lema 5.2.15.

5.3. Medidas Exteriores e o Teorema da Extensao

A estratégia que nés usamos na Se¢ao 1.4 para construir a medida de
Lebesgue em R’ foi a seguinte: nds definimos inicialmente a medida ex-
terior de Lebesgue m* : p(R"™) — [0, 400] (que ndo é sequer uma medida
finitamente aditiva) e depois uma o-algebra M(R") de partes de R" restri-
ta a qual a medida exterior m* é uma medida. Essa estratégia trata-se na
verdade de um caso particular de um procedimento geral. Nesta secao nos
definiremos o conceito geral de medida exterior e mostraremos que a toda



5.3. MEDIDAS EXTERIORES E O TEOREMA DA EXTENSAO 170

medida exterior pode-se associar naturalmente um o-anel restrita ao qual a
medida exterior é uma medida.

Comecamos definindo as classes de conjuntos que servirao como dominio
para as medidas exteriores.

5.3.1. DEFINIGAO. Uma classe de conjuntos H é dita um o-anel here-
ditdrio se H é nao vazia e satisfaz as seguintes condigdes:

(a) se Ac H e B C Aentao B € H;
(b) se (Ag)k>1 ¢ uma seqiiéncia de elementos de H entao |y, Ax € H.
Evidentemente todo o-anel hereditario é um o-anel.
5.3.2. EXEMPLO. Dado um conjunto arbitrario X entao a colecao p(X)
de todas as partes de X é um o-anel hereditario. A cole¢cdo de todos os
subconjuntos enumeraveis de X também é um o-anel hereditario. Note que

se H é um o-anel hereditério contido em p(X) entdo H = p(X) se e somente
se X € H.

5.3.3. DEFINIGAO. Seja H um o-anel hereditario. Uma medida exterior
em H é uma funcao p* : H — [0, +o00] satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) p*(0) = 0;

(b) (monotonicidade) se A,B € H e AC B entao u*(A) < p*(B);

(c) (o-subaditividade) se (Ag)r>1 ¢ uma seqiiéncia de elementos de H
entao:

(5.3.1) (U Ar) < 30w (Ap),
k=1 k=1

Claramente, se p* : H — [0, 4+o00] é uma medida exterior, entao dados
Ay, ..., At € H temos:

u*( LtJ Ak) < Et:u*(Ak);
k=1 k=1

de fato, basta tomar Ay = () para todo k >t em (5.3.1).

5.3.4. EXEMPLO. Segue dos Lemas 1.4.4 e 1.4.5 que a medida exterior
de Lebesgue m* é uma medida exterior no o-anel hereditério p(RR").

Usando a Proposicao 1.4.53 como inspiracao ndés damos a seguinte:

5.3.5. DEFINIGAO. Sejam #H um o-anel hereditdrio e u* : H — [0, +o0]
uma medida exterior. Um conjunto E € H é dito p*-mensurdvel se para
todo A € H vale a igualdade:

(5.3.2) WH(A) = (AN E) + ' (A\ E).

(
Como A= (ANE)U(A\ () temos p*(A) < p*(ANE)+ u*(A\ E),
(

3.2) é na verdade equivalente a:

para todos A, F € H e portanto (5.
ANE)+pu*(A\E).

p(A) = p*
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5.3.6. OBSERVAGAO. Se m* : p(R"™) — [0,+4o0c| denota a medida ex-
terior de Lebesgue entao segue da Proposicao 1.4.53 que os conjuntos m*-
mensuraveis sao precisamente os subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R™.

5.3.7. TEOREMA. Sejam H um o-anel hereditdrio e p* : H — [0, +0o0]
uma medida exterior. Entdo:

(a) a cole¢cio M C H de todos os conjuntos p*-mensurdveis é um o-
anel;

(b) dados A € H e uma seqiiéncia (E)g>1 de elementos dois a dois
disjuntos de MM entao:

(5.3.3) T (A nJ Ek) =Y WH(AN By);
k=1 k=1

(¢c) a restricao de pu* a M € uma medida o-aditiva;
(d) se E € H € tal que p*(E) =0 entao E € M.

DEMONSTRAGAO. Seja X um conjunto arbitrario tal que A C X, para
todo A € H (tome, por exemplo, X = (J cyy A). Convencionando que
complementares sao sempre tomados com respeito a X, podemos reescrever
a condicao (5.3.2) na forma mais conveniente:

p(A) = p (AN E) 4+ p* (AN E°).
A demonstracao do teorema serd dividida em vérios passos.

Passo 1. Se Ey, Ey € M entao B4 U Ey € M.
Seja dado A € H. Usando o fato que F; e F» sdo p*-mensuraveis,
obtemos:

(5.34) p*(A) = @ (AN Ey) + p*(AN EY) = p*(AN By)
+u (AN EfNEy) + p* (AN Ef N ES)
=p (ANEy) + p (ANEf N Ey) + " (AN (Ey U E»)°);
mas AN (E1UEy) = (AN E;) U (AN EfN Es) e portanto:
(5.3.5) (AN (B U Ey)) < p*(ANEL) + p* (AN ES N Ey).
De (5.3.4) e (5.3.5) vem:
P (A) = (AN Ey) + p (AN Ef N Ey) + p* (AN (Ey U Ey)°)
> @ (AN (EyU By)) 4 p* (AN (B1 U Ey)°),
o que prova que F1 U Ey € M.
Passo 2. Se E1,F, € M, A€ H e E1N Ey = entdo:
(5.3.6) (AN (E1UEy)) = p* (AN Ey) + p* (AN Ey).
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Como AN (Fy UEy) € He By €M, temos:
(AN (E1U Ey)) = p* (AN (E1U Ex) N Ey) + p* (AN (B U E») N EY)
=u (AN E)) + p (AN Ey),
onde na tultima igualdade usamos que £y N Ey = (.
Passo 3. Se E\,FEy € M e E1 N Ey = 0 entdo:
p(ErU Eg) = p*(E1) + w1 (E2).
Basta tomar A = F; U E3 em (5.3.6).

Passo 4. Se E1,Ey € M e E1 C Ey entao By \ Ep € M.
Seja dado A € H. Evidentemente:

(5.3.7) i (AN (B \ ) = i (AN By 0 E);
como E; C Ey, temos (E3 \ Ep)¢ = E; U ES e portanto:
(5.3.8) p (AN (E2\ E1)°) = p* (AN E1) U (AN EY))
<P (ANE)+p (ANES) =pu (AN EyNEy) 4+ p* (AN ES).
Somando (5.3.7) e (5.3.8) obtemos:
1 (AN(E2\ Er)) +p* (AN (B2 \ E1)°) < p*(ANE;NEY) + p*(ANEoNEy)
+u (ANE3) = p* (AN Ep) + p* (AN E3) = p* (A),
o que prova que Fs \ Ey € 9.

Passo 5. Se Ey, Es € M entao Ez \ B € M.
Pelo passo 1, temos F; U Ey € IM; como E; C E; U Es, segue do
passo 4 que (El U EQ) \ Ei € 9. Mas (E1 U EQ) \ E1 = FEy \ FE;.

Passo 6. Se (Ex)r>1 € uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos
de M entao Upe | Ex, € M.
Usando inducao e os passos 1 e 2 obtemos que U2:1 EyeMe:
t t
©* (A nUJ Ek) =Y W (ANEy),
k=1 k=1
para todo A € H e todo t > 1; daf:

1A = M*(Am O Ek) +u*(Am (]QlEk))

k=1

_ (Zu*(AﬂEk)> +u*(Am ( U Ek>c).

t t
k=

1 k=1
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Como AN (Uj_y Ex)* 2 AN (U2 Ex)¢, obtemos:

(5.3.9) [ (A) > (iﬁ(AmEk)) ot <Aﬂ ( fj Ek>>

k=1 k=1

fazendo t — oo em (5.3.9) vem:

(5.3.10) MMQ(?MW“@M+¢@M(GEJ>

k=1 k=1
2w (anUm) e (an (U B)) 200,
k=1 k=1

onde nas duas ultimas desigualdades usamos a o-subaditividade de u*.
Isso prova que (Jp—; Ex € M.

Passo 7. Se (Ex)k>1 € uma seqiéncia em M entao | Jp—, Ex € M.

Para cada k > 1, seja Fj, = Ej \ Ui:ol E;, onde Ey = (). Segue dos
passos 1 e 5 que Fj, € M, para todo k > 1. Além do mais, pelo resul-
tado do Exercicio 1.19, os conjuntos (F})x>1 sao dois a dois disjuntos e
Urey Ex = Ure Fi- Segue entao do passo 6 que (Jpo; Ej € M.

Passo 8. O item (a) da tese do teorema vale.
Segue dos passos 5 e 7, ja que obviamente () € 9.

Passo 9. O item (b) da tese do teorema vale.
Segue de (5.3.10) que:

(5.3.11) WH(A) = (iu*(AﬁEk)) +u*(Aﬁ ( GEk))
k=1

k=1

para qualquer A € H e para qualquer seqiiéncia (Ej);>1 de elementos
dois a dois disjuntos de 9. A conclusédo é obtida substituindo A por
AN (U Ex) em (5.3.11).

Passo 10. O item (c) da tese do teorema vale.
Basta fazer A = J,—, E} em (5.3.3).

Passo 11. O item (d) da tese do teorema vale.
Sejam E € H com p*(F) =0e A € H. Segue da monotonicidade
de p* que:

(AN E) + i (AN E) < i (B) + u*(A) = p*(A).
Logo E é p*-mensuravel. 0

5.3.8. OBSERVAGAO. Seja p* : p(X) — [0,400] uma medida exterior,
onde X é um conjunto arbitrario. E imediato que o préprio conjunto X é
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w*-mensuravel. Segue entao do Teorema 5.3.7 que a colecao de conjuntos
p*-mensuraveis é uma o-algebra de partes de X (veja o Exercicio 5.3).

5.3.9. EXEMPLO. E bem possivel que o o-anel de conjuntos ©¥-mensu-
raveis associado a uma medida exterior u* seja completamente trivial. De
fato, seja X um conjunto arbitrario e seja H C p(X) o o-anel hereditério
constituido pelos subconjuntos enumerdveis de X. Defina p* : H — [0, +00]
fazendo:

. ) IA[+1, se A#0,
M(A)_{ 0, se A=10,

onde |[A| € N U {+00} denota o niimero de elementos de A. E facil ver
que p* é uma medida exterior em H. Seja E € H com E # () e E # X;
podemos entao escolher um ponto x € E e um ponto y € X \ E. Tomando
A= {x,y} € H entao:

W(ANE) + 1" (A\ B) = 242 £ 3 = u*(A),

donde vemos que F nao é p*-mensuravel. Concluimos entdao que, se X é
enumeravel (de modo que H = (X)) entdo a o-algebra de conjuntos p*-
mensurdveis ¢ igual a {0, X}; se X é ndo enumerdvel entdo o o-anel de
conjuntos p*-mensuraveis ¢ {0}.

5.3.10. DEFINIGAO. Se C é uma classe de conjuntos arbitraria entao o
o-anel hereditdario gerado por C é o menor o-anel hereditario H que contém
C, i.e., H é um o-anel hereditario tal que:

(1) C C H;
(2) se H' é um c-anel hereditario tal que C C H' entdo H C H'.

Dizemos também que C é um conjunto de geradores para o o-anel hereditario

H.

A existéncia e unicidade do o-anel hereditario gerado por uma classe de
conjuntos C pode ser demonstrada usando exatamente o mesmo roteiro que
foi descrito nos Exercicios 1.22, 5.6, 5.7 e 5.17. No entanto, nés mostraremos
a existéncia do o-anel hereditdrio gerado por C exibindo explicitamente esse
o-anel hereditario (a unicidade do o-anel hereditario gerado por C é eviden-
te). Se C = () entao o o-anel hereditdrio gerado por C é H = {0}; senao,
temos o seguinte:

5.3.11. LEMA. Seja C uma classe de conjuntos ndo vazia. O o-anel
hereditdrio gerado por C € igual a:

(5.3.12) H = {A . existe uma seqiiéncia (Ag)p>1 em C com A C U Ak}.
k=1

DEMONSTRAGAO. Pelo resultado do Exercicio 5.20, H é um o-anel que
contém C. Obviamente, se A € H e B C A entao B € H, de modo que
H é um o-anel hereditério que contém C. Para verificar a condicao (2) que
aparece na Definigao 5.3.10, observe que se H' é um o-anel hereditdrio que
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contém C entdo Jpo; Ax € H', para toda seqiiéncia (Ay)r>1 de elementos
de C; logo todo subconjunto de (J,—; A estd em H', donde H C H'. O

5.3.12. EXEMPLO. Seja C uma classe de conjuntos tal que ) € C e seja
dada uma aplicacao p : C — [0, +00] (ndo necessariamente uma medida)
tal que u(0) = 0. Seja H (veja (5.3.12)) o o-anel hereditario gerado por
C. Vamos definir uma medida exterior p* em H associada a p. Para cada
A e H, seja:

{i“Ak tAC UAk, A €C, paratodok>1}
k=1 k=1

e defina:
p*(A) =inf C,(A).

Evidentemente, p*(A) € [0, +o0], para todo A € H (note que C,(A) # 0, ja
que A € H). Observe também que para todo A € C, temos:

(5.3.13) 1 (A) < p(A);

de fato, basta tomar A1 = A e Ay, = () para todo k > 2 para ver que u(A) esta
em C,(A). Vamos mostrar que p* é uma medida exterior em . De (5.3.13)
segue que p*(0) =0. Se A,B € H e A C B entao C,(B) C Cu(A), donde
u*(A) < p*(B), provando a monotonicidade de p*. Finalmente, provemos
a o-subaditividade de p*. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia em H. Dado € > 0
entao para todo k > 1 existe uma seqiiéncia (Ag;);>1 em C tal que:

g

Av Ak e Y p(Aw) < pt(Ar) + ok

i=1 i=1

Dai UZil A, C UZil Uf; Api e 220:1 2;21 w(Agi) € C (Uk 1Ak) por-

tanto:

<UAk)_Zi#(Am‘)S§< (Ag) + ) (ZM Ak)

Como € > 0 é arbitrario, a o-subaditividade de p* segue.

5.3.13. DEFINIGAO. Seja C uma classe de conjuntos tal que ) € C e seja
dada uma aplicacao p : C — [0, +00] (ndo necessariamente uma medida) tal
que (@) = 0. Se H denota o o-anel hereditario gerado por C entdao a medida
exterior p* : H — [0, +00] definida como no Exemplo 5.3.12 é chamada a
medida exterior determinada por .

5.3.14. EXEMPLO. Se C C p(RR") é a classe dos blocos retangulares n-
dimensionais e se p : C — [0, +00] é a aplicacdo que associa a cada bloco
retangular n-dimensional seu volume entao o o-anel hereditario gerado por
C é p(R"™) e a medida exterior u* determinada por u coincide com a medida
exterior de Lebesgue em R™.
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Observamos que, mesmo se i : C — [0, 400] é uma medida, é possivel
que tenhamos uma desigualdade estrita em (5.3.13) (veja Exercicio 5.22).
No entanto, temos o seguinte:

5.3.15. LEMA. Seja S um semi-anel e p: S — [0, +00| uma medida em
S. Denote por H o o-anel hereditdrio gerado por S e por p* : H — [0, 400]
a medida exterior determinada por . Entdo:

(a) p*(A) = u(A), para todo A € S;
(b) todo elemento de S € p*-mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja R o anel gerado por S e seja fi : R — [0, +00]
a Unica medida em R que estende p (veja Teorema 5.1.23). Nés vamos
mostrar que p*(A) = i(A), para todo A € R; isso implicard em particular
que o item (a) vale. Seja A € R e sejam Ay, ..., A; € S dois a dois disjuntos
de modo que A = |J;_, A (veja Lema 5.1.21). Tomando Ay = §) para k > t
concluimos que:

<> u(Ar) = p(Ay) = i(A
k=1

k=1

Por outro lado, se (By)r>1 ¢ uma seqiiéncia em S tal que A C Jp2, Bx
entao segue do item (f) do Lema 5.1.6 aplicado & medida i que:

f(A) < Y (B ZM Br),

k=1
donde 1(A) < p*(A). Provamos entao que p*(A) = [(A). Seja agora
E € S e provemos que E é p*-mensurdavel. Dado A € H arbitrariamente,
devemos verificar que p*(A) > p*(ANE)+ p*(A\ E). Para isso, é suficiente
mostrar que para toda seqiiéncia (Ag)r>1 em S com A C Jpo; Ai vale a
desigualdade:

(5.3.14) > w(Ag) = p*(ANE) + p*(A\ E).
k=1
Temos Ay NE, A\ E € Re Ay = (A NE)U (A \ E), para todo k > 1 e
portanto:
u(Ar) = A(Ax) = Ak 0 E) + i(Ax \ B) = i (Ax 1 E) + (A \ B);
dai:

(5.3.15) > u(Ar) = ZN (AN E) +Z“ (A \ E).

k=1 k=1
Como ANE C U (AgNE)e A \ E C Ui (A \ E), segue da monotoni-
cidade e da o-subaditividade de u* que:

o0

(5.3.16)  u*(ANE)<S p*(A,NE), u*(A\E)< i (A \ E).
k=1

el
Il
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De (5.3.15) e (5.3.16) segue (5.3.14), o que prova que E é p*-mensurdvel. [

Como conseqiiéncia direta do Lema 5.3.15 e do Teorema 5.3.7 obtemos
o seguinte:

5.3.16. TEOREMA (teorema da extensdo). Seja p : S — [0,+00] uma
medida num semi-anel S. Entdo p estende-se a uma medida no o-anel
gerado por S; se u € o-finita entdo essa extensdo € unica e o-finita.

DEMONSTRAGAO. Seja pu* a medida exterior determinada por u; pelo
Teorema 5.3.7, a colegao 9 dos conjuntos p*-mensurdveis é um o-anel e a
restricao de p* a 9 é uma medida. Mas, pelo Lema 5.3.15, 97t contém S e
u* é uma extensao de u; logo 91 contém o o-anel gerado por S e a restrigao
de u* a esse g-anel é uma medida que estende u. Se u é o-finita entao essa
extensao é unica e o-finita, pelo Corolario 5.2.13. (I

5.3.17. EXEMPLO. Seja S o semi-anel constituido pelos intervalos da
forma Ja,b|, a,b € R (veja (5.1.5)) e seja p : S — [0,400] definida por
u(]a, b] ) = b—a, para todos a,b € R com a < b. Segue da Proposigao 5.1.32
que p é uma medida em S. O o-anel A = B(R) gerado por S é precisamente
a o-algebra de Borel de R (veja Exercicio 5.9). Como p é finita (e portanto
o-finita), o Teorema 5.3.16 nos diz que u estende-se de modo unico a uma
medida em B(R). Note que a medida de Lebesgue m : M(R) — [0, +0o0]
construida na Secao 1.4 restrita ao o-anel B(R) é uma medida em B(R) que
estende u. Concluimos entao que a restricao da medida de Lebesgue m a
B(R) é precisamente a unica extensao da medida p ao o-anel B(R).

5.3.18. EXEMPLO. Sejam S o semi-anel constituido pelos intervalos da
forma |a,b], a,b € R (veja (5.1.5)), F : R — R uma fungao crescente e
continua a direita e up : S — [0, +-00] definida por up(Ja,b]) = F(b)—F(a),
para todos a,b € R com a < b. Segue da Proposicao 5.1.32 que pr é uma
medida em §. Como pp é finita (e portanto o-finita), o Teorema 5.3.16 nos
diz que pp estende-se de modo tnico a uma medida (também o-finita) no
o-anel A = B(RR) gerado por S. Vamos denotar essa extensao de pp também
por up. A medida pp : B(R) — [0, +00] é chamada a medida de Lebesgue—
Stieltjes associada a funcao crescente e continua a direita F' : R — R.
Note que se p : B(R) — [0,400] é uma medida arbitraria que seja finita
sobre intervalos limitados entdao a Proposicao 5.1.16 nos diz que existe uma
fungao crescente F' : R — R tal que up = pls; a funcdo F é tnica, a
menos da possivel adicao de constantes. Como p|s é uma medida o-aditiva,
a Proposicao 5.1.32 nos diz que F' é continua a direita. Temos portanto que
 é a tnica extensao de up : S — [0, 00] a B(R). Concluimos entao que toda
medida em B(R) que seja finita sobre intervalos limitados é a medida de
Lebesgue—Stieltjes associada a alguma funcao crescente e continua & direita
F:R — R; a funcdo F € inica, a menos da possivel adi¢ao de constantes.

Note que se p : & — [0,+00] é uma medida num semi-anel S entao
a extensao de p que construimos esta definida num o-anel 9 que pode ser
maior do que o g-anel gerado por S. Por exemplo, se S e 1 sao definidos como
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no Exemplo 5.3.17 entdo o o-anel gerado por S é a o-algebra de Borel da
reta, mas o g-anel 91 de conjuntos p*-mensuraveis coincide com a o-algebra
de conjuntos Lebesgue mensuraveis (veja Exercicio 5.24 e Observagao 5.3.6).

Vamos agora investigar um pouco mais a fundo o g-anel 91 e a extensao

de p definida em 9.

5.3.19. LEMA. Sejam S um semi-anel, p: S — [0, 4o00] uma medida em
S, H o o-anel hereditdrio gerado por S, pu* : H — [0, +00] a medida exterior
determinada por p, M o g-anel de conjuntos p*-mensurdveis e A o o-anel
gerado por S. Entado:

(a) para todo A € H existe E € A tal que A C E e pu*(A) = p*(E);
(b) se A € M € o-finito com respeito & medida p*|sm entdo existem
E, W € A tais que W CACE, e p*(A\W) =pu*(E\ A) =0.

DEMONSTRAGAO. Comecamos provando o item (a). Seja A € H. Para
todo n > 1 existe uma seqiiéncia (A,;)g>1 em S tal que A C [Jpo; Ak ©
Sor g (Ak) < pr(A) + 15 se Ay = U2, Apk entdo A, € A, AC A, e da
o-subaditividade de p* vem:

[e.9]

] = 1
(A < =D nl(Ank) < " (A) + .
k= k=1

Tomando E = ()2, A, entdo E € A, AC E e:
* * * * 1
p(A) < @ (E) < p'(An) < po(4) +

para todo n > 1; dai pu*(E) = p*(A), o que prova o item (a). Passemos a
prova do item (b). Seja A € 9 um conjunto o-finito com respeito a medida
p*lom. Existe entdo uma seqiiéncia (Xj)g>1 em M com A C o, X ¢
w*(Xx) < 400, para todo k > 1. Para cada k > 1, como AN X, € M C H,
o item (a) nos dd Ey € A com AN Xy C Ey e u* (AN Xg) = p*(Eg). Como
AN Xy, Ep € M, u*|op é uma medida e p*(A N Xy) < 400, obtemos:

W (B \ (AN Xy)) = ' (Bx) — p' (AN Xg) = 0,
para todo k > 1. Seja E = |J;—; Ex € A. Evidentemente:

A=JAnxyc|JE=E
k=1 k=1

além do mais:
ENAC | (Bx\ (AN Xy)),

k=1
e portanto:

pH(E\ A) < i (Ex\ (AN Xy)) = 0.
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Vamos agora mostrar a existéncia de W € Acom W C Ae p*(A\ W) = 0.
Como F\ A € H,oitem (a) nosdd N € Acom E\ AC N e:

(V) = (B \ 4) = 0.

Tome W = E'\ N; temos que W € Ae W C A. Além do mais, A\W C N
e portanto p*(A\ W) < p*(N) = 0. Isso completa a demonstracao. O

5.3.20. OBSERVAQAO. Pode ser interessante para o leitor comparar o
enunciado do Lema 5.3.19 aos enunciados dos Lemas 1.4.50, 1.4.28 e do
Corolario 1.4.31.

Vimos no Exemplo 5.2.14 que uma medida nao o-finita x4 num semi-anel
S pode admitir extensoes o-finitas para o g-anel gerado por §. No entanto,
se consideramos apenas a forma especifica de construir extensoes que foi
desenvolvida nesta secao entao temos o seguinte:

5.3.21. LEMA. Sob as condi¢des do Lema 5.3.19, as sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

(a) a medida p: S — [0, +00] € o-finita;
(b) a medida p*| 4 € o-finita;
(¢) a medida p*lop € o-finita.

DEMONSTRACAO.

o (a)=(b).
Segue da Observacao 5.2.9.

e (b)=(c).

Dado A € 91 entdo A € H e portanto A estd contido numa unido
enumeravel de elementos de S; segue entdo que A estd contido num
elemento de A. A conclusao é obtida observando que todo elemento de
A estd contido numa unido enumeravel de elementos de A de medida
finita.

° (C):>(a).

Dado A € S entao A € M e portanto existe uma seqiiéncia (Ag)r>1
em M tal que A C (U2 Ak e p*(Ar) < 400, para todo k > 1. Pela
definicao de p*, se p*(Ai) < 400 entdo Ay estd contido numa unido
enumerdvel de elementos de S de medida finita; logo A estd contido
numa uniao enumeravel de elementos de S de medida finita. U

5.3.22. EXEMPLO. Seja X um conjunto nao vazio. Considere o semi-
anel S = {0, X} e a medida p : S — [0,+00] definida por u(@) = 0 e
w(X) = +oo. Temos que o o-anel A gerado por S é igual a S e o g-anel
hereditério gerado por S é igual a H = p(X). E fcil ver que a medida
exterior p* : p(X) — [0,400] determinada por u é dada por p*(@) = 0 e
w1 (A) = 400, para todo A C X nao vazio. Temos entao que o o-anel I de
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conjuntos p*-mensuraveis é igual a p(X). Esse exemplo ilustra a necessidade
da hipétese de o-finitude no item (b) do Lema 5.3.19.

5.3.1. Completamento de medidas. Seja u : A — [0,+00] uma
medida num c-anel A. E perfeitamente possivel que exista um conjunto
A€ A com p(A) =0 tal que nem todo subconjunto de A estd em \A.

5.3.23. DEFINIGAO. Uma medida p : A — [0, 400] num o-anel A é dita

completa se para todo A € A com p(A) = 0 e para todo B C A temos
B e A.

5.3.24. PROPOSIGAO. Seja p* : H — [0, 400] uma medida exterior num
o-anel hereditdrio H. Se M denota a colecao dos conjuntos p*-mensurdveis
entdo a medida p*|sn € completa.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do item (d) do Teorema 5.3.7. [

5.3.25. LEMA. Seja o : A — [0, +00] uma medida num o-anel A. A
classe de conjuntos:

A={AUN:A€Aceziste Me Acom NCMepuM)=0}

€ um o-anel que contém A e existe uma tnica medida fi : A — [0,+00] em
A que estende p. A medida i € a menor extensao completa de u, no sentido
que:

e [i é uma medida completa;
e sey/ : A" — [0,+00] € uma medida completa num o-anel A" con-
tendo A e se y' estende p entao A’ contém A e u' estende fi.

DEMONSTRAGAO. Evidentemente A C A. Seja (Ax U Ng)g>1 uma se-
qiiéncia em A, onde para cada k > 1, A, € A e existe My, € A com N, C M,
e u(My) = 0. Temos:

(5.3.17) O (AU Ng) = ( fj A u( G Ni) € 4,
k=1 k=1

k=1
jAaque U Ak e A, Ul Nk C Uy M e Ae:

u( U My) < iu(Mk) = 0.
k=1 k=1

Sejam A; U Ny, As U Ny € Z, com Ai,Ay € A, Ny C My, Ny C Mo,
My, My e Ae pu(My)=pu(M)=0. Se A= A;\ (A2 U M) entdo A € Ae:

AC (Al U Nl) \ (A2 U Ng);
podemos entao escrever:
(A1 UN1)\ (A2UN2) = AUN,

onde N = [(A1UN1)\ (42UN2)]\ A. E fécil ver que N € NyUM; C MyUMs.
Como MjUM;y € Ae u(M;UMs) =0, segue que (A1 UN7)\ (A2UNy) € A.
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Isso prova que A é um c-anel. Se ji é uma medida em A que estende p
entao:

u(A) = i(A4) < AAUN) < (A) + 5(N) < 5(A) + 5(M) = p(A),
para todos A,M € A, N C M, com u(M) = 0; dai:
(5.3.18) A(AUN) = u(A),

para todos A,M € A, N C M, com u(M) = 0. Isso prova a unicidade de
fi; para provar a existéncia, nds usaremos a igualdade (5.3.18) para definir
i em A. Para verificar que ji est4 de fato bem definida, devemos mostrar
que p(A1) = u(Az), sempre que A; U Ny = Ag U Noy, Ny C My, Na C Mo,
Al,AQ,Ml,MQ cAe N(Ml) = M(MQ) = 0. Temos:

A1 AN Ay C Ny UNy C My U Mo,

donde p(A; A As) = 0; segue entao do resultado do Exercicio 5.12 que
(A1) = p(Az2). Concluimos que fi estd bem definida e é claro que fi estende
. Para verificar que ji 6 uma medida em A, seja (ARUN}L)E>1 uma seqiiéncia
de elementos dois a dois disjuntos de A, onde para cada k > 1, A, € Ae
existe My € A com Ny C My e u(My) = 0. Temos:

o oo (o] (o]
ﬁ( U u Nk)) G247 M( U Ak) =D ulAr) =D A(Ar U Ny),
= k=1 k=1 k=1
0 que prova que g é uma medida. Vejamos que i é completa. Sejam dados
AMe A NCM com u(M)=0e g(AUN) =0; dai u(A) =0. Se B é
um subconjunto de AU N entao B=(0UB,onde D€ A, BC AUM € A
e f(AUM) = 0. Logo B € A e a medida i é completa. Finalmente, seja
w' s A" — [0, 4+00] uma medida completa que estende p, definida num c-anel
A’. Dados A,M € A, N C M com p(M) =0 entao A,M € A" e /(M) = 0;
como j' é completa e N C M, temos N € A’ e portanto AUN € A’. Isso
prova que A’ contém A. Como a restricio de i’ a A é uma medida em A
que estende 1, vemos que essa restricao deve coincidir com fi; logo p/ é uma
extensao de fi. Isso completa a demonstragao. U

5.3.26. DEFINICAO. A medida i : A — [0, +00] cuja existéncia e unici-
dade é garantida pelo Lema 5.3.25 é chamada o completamento da medida
1b.

5.3.27. OBSERVAGAO. Se (X, A, ) é um espaco de medida (i.e., X é um
conjunto, A é uma o-algebra de partes de X e p é uma medida em A) e
se ji : A — [0,4+00] é o completamento de u entdo A é uma o-algebra de
partes de X, j4 que A é um o-anel e X € A C A (veja Exercicio 5.3). Logo
(X, A, j1) também é um espaco de medida; nés dizemos entao que (X, A, i)
é o completamento de (X, A, ).

5.3.28. PROPOSIGAO. Sob as condigcdes do Lema 5.3.19, se a medida
p: S — [0,400] € o-finita entao a medida p*|sm € o completamento da
medida p*| 4.
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DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 5.3.24, a medida p*|gy é uma ex-
tensao completa de p*| 4 e portanto é uma extensdao do completamento de
u*| 4. Para mostrar que p*|ogn é o completamento de p*| 4, devemos verificar
que para todo A € M existem WM € Ae N C M com A=WUN e
w (M) =0. Como u é o-finita, temos que A é o-finito com respeito a p*|om
(veja Lema 5.3.21) e portanto, pelo Lema 5.3.19, existe W € A com W C A
e W (A\W) =0. Tome N = A\W, de modo que A = WUN. Aplicando no-
vamente o Lema 5.3.19 obtemos M € Acom N C M e p*(M) = p*(N) = 0.
Isso completa a demonstragao. O

Se p e S sao definidos como no Exemplo 5.3.17 e se p* é a medida ex-
terior determinada por p entao a o-dlgebra 9t de conjuntos p*-mensuraveis
coincide com a o-dlgebra M(IR) de subconjuntos Lebesgue mensurédveis da
reta e a restricao de p* a 9 coincide exatamente com a medida de Lebesgue
m. Temos duas maneiras de verificar a validade dessa afirmagao. Uma delas
segue da Observacao 5.3.6 usando o resultado do Exercicio 5.24. A outra é
a seguinte; vimos no Exemplo 5.3.17 que se A é o g-anel gerado por S entao
A = B(R) coincide com a o-algebra de Borel de R e a restri¢ao de p* a A
coincide com a restricdo da medida de Lebesgue a A. A Proposigao 5.3.28
nos diz que p*|on é o completamento de p*| 4 e o resultado do Exercicio 1.17
nos diz que a medida de Lebesgue é o completamento da restricao da medida
de Lebesgue a o-élgebra de Borel. Logo u*|ogn é precisamente a medida de
Lebesgue.

Vemos entao que a medida de Lebesgue na reta poderia ser introduzi-
da usando apenas a teoria desenvolvida neste capitulo, sem que nenhuma
mengao fosse feita a resultados do Capitulo 1. De fato, podemos definir u e
S como no Exemplo 5.3.17, tomar a tnica extensao de 4 a uma medida no
o-anel A gerado por S (Teorema 5.3.16) e depois tomar o completamento
dessa extensao; esse completamento é exatamente a medida de Lebesgue em
R. Alternativamente, consideramos a medida exterior p* determinada por
1 e tomamos a restricao de p* ao o-anel de conjuntos p*-mensuraveis; o
resultado também ¢é a medida de Lebesgue.

Usando a teoria que desenvolveremos no Capitulo 6 nds veremos que
também a medida de Lebesgue em R™ pode ser construida sem a utilizagao
da teoria desenvolvida no Capitulo 1.

Exercicios para o Capitulo 5

Medidas em Classes de Conjuntos.

ExERcicio 5.1. Seja C uma classe de conjuntos tal que ) € C e seja
dada uma funcéo p : C — [0,400] tal que, se (Ag)r>1 € uma seqiiéncia
de elementos dois a dois disjuntos de C tal que |Jpo; Ax também estd em
C, entao a igualdade (5.1.2) é satisfeita. Mostre que se p(f) # 0 entdo
w(A) = 400, para todo A € C.
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ExERcicio 5.2. Considere a classe de conjuntos:

¢ ={0.{0},{1},{2},{0, 1,2}}

e defina p: C — [0, +00| fazendo:

u® =0, p({0}) = p({1)) = p({2}) =1, p({0.1,2)) = 2.
Mostre que u(AUB) = p(A)+u(B), para todos A, B € C tais que ANB =0 e
AUB € C. No entanto, observe que p nao é uma medida finitamente aditiva
em C.

ExXERcicIO 5.3. Seja X um conjunto e R C p(X) uma colegao de partes
de X. Mostre que R é uma algebra (resp., uma o-algebra) de partes de X
se e somente se R é um anel (resp., um o-anel) tal que X € R.

ExERcicIO 5.4. Seja X um conjunto e S C p(X) uma cole¢ao de partes
de X. Dizemos que S é uma semi-dlgebra de partes de X se S é um semi-
anel e se X € S. Mostre que S C p(X) é uma semi-algebra de partes de X
se e somente se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(a) AN B € S, para todos A, B € S,
(b) se A € S entao existem k > 1 e conjuntos C1,...,C € S, dois a
dois disjuntos, de modo que A° = X \ A = Ule Ci;
(c) X eS8
Se X é um conjunto finito com mais de um elemento e se § C p(X) é
definido por:
S={0tu{{z}:2 € X},
mostre que S é uma classe nao vazia de subconjuntos de X satisfazendo as
condigoes (a) e (b), mas que S ndo é uma semi-algebra de partes de X.
EXERcic1O 5.5. Sejam A um anel e A, B conjuntos. Mostre que se
AeAe AA B € A entao também B € A.
EXERcicIo 5.6. Seja X um conjunto arbitrério.

(a) Se (A;)ier é uma familia ndo vazia de algebras de partes de X,
mostre que A = [,c; A; também é uma algebra de partes de X.

(b) Mostre que, fixada uma colegdo C C p(X) de partes de X, existe no
mdximo uma dlgebra A de partes de X satisfazendo as propriedades
(1) e (2) que aparecem na Defini¢ao 5.1.18.

(c) Dada uma colegao arbitraria C C p(X) de partes de X, mostre que
a intersecdo de todas as dlgebras de partes de X que contém C é
uma algebra de partes de X que satisfaz as propriedades (1) e (2)
que aparecem na Defini¢ao 5.1.18 (note que sempre existe ao menos
uma algebra de partes de X contendo C, a saber, p(X)).

ExErcicio 5.7.

(a) Se (R;)ier ¢ uma familia ndo vazia de anéis (resp., de o-anéis),
mostre que R = [);c; R; também é um anel (resp., o-anel).

(b) Mostre que, fixada uma classe de conjuntos C, existe no mdzximo
um anel (resp., o-anel) R satisfazendo as propriedades (1) e (2)
que aparecem na Defini¢ao 5.1.19.
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(¢) Seja C uma classe de conjuntos arbitréria e seja X um conjunto tal
que C C p(X) (por exemplo, tome X = (J, .- A). Mostre que a
intersecao de todos os anéis (resp., o-anéis) R C p(X) que contém
C é um anel (resp., o-anel) que satisfaz as propriedades (1) e (2)
que aparecem na Defini¢ao 5.1.19 (note que sempre existe ao menos
um anel (resp., o-anel) R C p(X) contendo C, a saber, p(X)).

ExERcicio 5.8. Sejam X um conjunto e C uma cole¢ao de subconjuntos
de X. Mostre que o anel (resp., o o-anel) gerado por C coincide com a
algebra (resp., a o-dlgebra) de partes de X gerada por C se e somente se X
pertence ao anel (resp., ao o-anel) gerado por C (esse é o caso, por exemplo,
se X € ().

EXERcicIo 5.9. Mostre que o o-anel gerado pelo semi-anel S constituido
pelos intervalos da forma |a,b], a,b € R (veja (5.1.5)) coincide com a o-
algebra de Borel de R.

ExERcicio 5.10. Sejam:

§i= {0011 {231 (12,31}, S = {0.{1h {21 31, {1,2,3}}.

(a) Mostre que S1 e Sy sao semi-anéis, mas S; NSy nao é um semi-anel.
(b) Seja C = 81 N'Sy. Mostre que nao existe um semi-anel S contendo
C tal que S C &' para todo semi-anel 8’ contendo C.

Exercicio 5.11. Dados conjuntos A, B e C, mostre que:
ANCC(AAB)U(BACQ).

ExERciciO 5.12. Seja p: S — [0, +0c] uma medida finitamente aditiva
num semi-anel S e sejam A, B € S com AA B € S. Se u(A) < 400 ou
wu(B) < 400, mostre que:

[1(A) = w(B)| < w(A A B).

Conclua que se (A A B) < 400 entao p(A) é finito se e somente se pu(B) é
finito.

DEFINIGAO 5.1. Sejam I um conjunto e < uma relagdo binéria em I.
Dizemos que < é uma relagcdo de ordem total no conjunto I se as seguintes
condigoes sao satisfeitas:

e (anti-reflexividade) para todo a € I, ndao é o caso que a < q;
e (transitividade) para todos a,b,c € I, se a < be b < centao a < ¢;
e (tricotomia) dados a,b € I entdo a < b, b < a ou a =b.

Diz-se entdo que o par (I,<) é um conjunto totalmente ordenado. Para
a,b € I, nés escrevemos a > b quando b < a, a < bquandoa <boua=be
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escrevemos a > b quando b < a. Definimos também:

[a,b] ={z €l:a<zex<b},
la,b) ={z €l :a<zezx<b},
[a,b|={z€l:a<zex<b},
Ja,b{={z €l a<zex<b},

para todos a,b € 1.
ExErcicio 5.13. Seja (I, <) um conjunto totalmente ordenado néo va-
zio.
(a) Mostre que a classe de conjuntos:
S = {]a,b] ca,bel, agb}

é um semi-anel.
(b) Dados a,b € I com a < b, mostre que |a,b] = ) se e somente se
a=hb.
(c¢) Dados a,b,ad’,b’' € I com a < b, a’ < b, mostre que |a,b] = |d’, V']
se e somente se a =a’ e b=1"V.
DEFINIGAO 5.2. Sejam (I, <), (I’, <) conjuntos totalmente ordenados.
Uma funcao F : I — I’ é dita crescente (resp., decrescente) se F(a) < F(b)
(resp., F'(a) > F(b)) para todos a,b € I com a < b.

EXERcICIO 5.14. Seja (I, <) um conjunto totalmente ordenado nao vazio
e seja S o semi-anel definido no enunciado do Exercicio 5.13.

(a) Seja F': I — R uma fungao crescente e defina pp : S — [0, +00]
fazendo:
pr(la,b]) = F(b) — F(a),
para todos a,b € I com a < b. Mostre que pur é uma medida
finitamente aditiva finita em S.
(b) Se p: S — [0, 400 é uma medida finitamente aditiva finita em S,
mostre que existe uma fungao crescente F': I — R tal que p = up.
(c) Dadas fungdes crescentes F' : I — R, G : I — R, mostre que
UF = pg se e somente se a funcao F — G é constante.

ExEeRrcicio 5.15. Seja:
S:{]a,b]ﬂQ:a,beQ, agb}
e defina p: & — [0, +o00[ fazendo:
#(la,b]NQ) =b—a,

para todos a,b € Q com a < b. Pelo resultado do Exercicio 5.13, S é um
semi-anel e pelo resultado do Exercicio 5.14, p é uma medida finitamente
aditiva finita em S (note que p = pup, onde F' : Q — R é a aplicagao
inclusao).
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(a) Dados A € S e ¢ > 0, mostre que existe uma seqiiéncia (A, )n>1
em S tal que A C U2, An e > 1(A4y) <e.
(b) Conclua que p nao é uma medida o-aditiva.
EXERcicIO 5.16. Seja X um espaco topoldégico Hausdorff e seja C uma
classe arbitraria de subconjuntos compactos de X. Mostre que C é uma
classe compacta.

Classes Monotonicas e Classes o-aditivas.
ExErcicio 5.17.

(a) Se (&)ier é uma familia nao vazia de classes monotonicas (resp., de
classes o-aditivas), mostre que & = [);c; & também é uma classe
monotonica (resp., uma classe o-aditiva).

(b) Mostre que, fixada uma classe de conjuntos C, existe no mdzimo
uma classe monotonica (resp., classe o-aditiva) £ satisfazendo as
propriedades (1) e (2) que aparecem na Definigao 5.2.3.

(c) Seja C uma classe de conjuntos arbitraria e seja X um conjunto
tal que C C p(X) (por exemplo, tome X = [J, e A). Mostre
que a intersecao de todas as classes monotonicas (resp., classes o-
aditivas) £ C p(X) que contém C é uma classe monotoénica (resp.,
classe o-aditiva) que satisfaz as propriedades (1) e (2) que aparecem
na Definigdo 5.2.3 (note que sempre existe ao menos uma classe
monotonica (resp., classe o-aditiva) & C p(X) contendo C, a saber,
o(X)).

ExXERcicIO 5.18. Sejam X um conjunto e A um anel (resp., um o-anel).
Mostre que A|x é também um anel (resp., um o-anel).

ExXERcicIO 5.19. Seja p: S — [0, 400] uma medida o-finita num semi-
anel §. Mostre que para todo X € S, a medida u|5|X também é o-finita.

ExERrcicio 5.20. Seja C uma classe de conjuntos nao vazia. Mostre que
a colecao de conjuntos:

o
{A : existe uma seqiiéncia (Ag)g>1 em C com A C U Ak}
k=1
é um o-anel que contém C. Conclua que todo elemento do o-anel gerado
por C estd contido numa unido enumeravel de elementos de C.
ExERcicio 5.21. Sejam X um conjunto e C uma cole¢ao de subconjuntos
de X. Mostre que X pertence ao o-anel gerado por C se e somente se X é
igual a uma unido enumeravel de elementos de C.

Medidas Exteriores e o Teorema da Extensao.
EXERcicio 5.22. Seja:
c={0ru{{o,1,....,n} : n e N}
e considere a medida p : C — [0, +00] definida por:

1(0) = 0, M({o,l,...,n}):;n,
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para todo n € IN (veja Exemplo 5.1.4). Se p* : p(IN) — [0, +00] é a medida
exterior determinada por p, mostre que p*(A) = 0, para todo A C IN.
Conclua que a desigualdade estrita ocorre em (5.3.13), para todo A € C nao
vazio.

ExERcicio 5.23. Sejam C, D classes de conjuntos com () € C, ) € D
e sejam p : C — [0,400], v : D — [0,+00] fungdes tais que u(h) = 0 e
v(0) = 0. Suponha que C e D geram o mesmo o-anel hereditdrio H. Sejam
w:H — [0,400] e v* : H — [0,+00] as medidas exteriores determinadas
respectivamente pelas fungoes p e v. Mostre que as seguintes condicoes sao
equivalentes:
(a) pu*=v";
(b) para todo A € D, temos p*(A) < v(A) e para todo A € C, temos
v*(A) < p(A).
ExXERcicio 5.24. Sejam S e p definidos como no Exemplo 5.3.17. Mostre
que a medida exterior u* : p(R) — [0, 4+00] determinada por p coincide com
a medida exterior de Lebesgue.

DEFINIGAO 5.3. Seja pu* : H — [0, +00] uma medida exterior num o-anel
hereditario H. Dado A € H entao um envelope mensurdvel para A é um
conjunto p*-mensurdvel E tal que A C E e tal que p*(E) = p*(A). Dizemos
que a medida exterior u* possui a propriedade do envelope mensurdvel se
todo A € H admite um envelope mensuravel.

ExXERcicIo 5.25. Seja C a classe de conjuntos definida no Exemplo 5.1.4
e seja p: C — [0,400] a medida definida por:

p@ =0, u(N)=2, up({0,1,...,n})=1,

para todo n € IN. Seja p* : p(IN) — [0, +00] a medida exterior determinada
por p. Mostre que:

(a) p*(A) =1, se A C IN é finito ndo vazio e p*(A) =2, se A C IN é
infinito;

(b) os tnicos conjuntos p*-mensuraveis sdo o vazio e IN;

(c) p* nao possui a propriedade do envelope mensuravel.

ExERrcicio 5.26. Seja pu* : H — [0,400] uma medida exterior num
o-anel hereditario H. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) existe um semi-anel S e uma medida g : S — [0,400] tal que
H é o o-anel hereditario gerado por S e u* é a medida exterior
determinada por p;

(b) p* possui a propriedade do envelope mensuravel,

(c) H é o o-anel hereditério gerado por M e p* é a medida exterior de-
terminada pela medida p*|gn, onde 9t denota o o-anel de conjuntos
w¥-mensuraveis.

Exgrcicio 5.27. Seja p* : H — [0,+00] uma medida exterior num
o-anel hereditario H; suponha que p* possui a propriedade do envelope
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mensuravel. Se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia em H com Ay A, mostre que
w*(A) = limg_ o0 p*(Ag).

DEFINIGAO 5.4. Seja p* : H — [0, +00] uma medida exterior num o-
anel hereditario H. A medida interior determinada por p* é a aplicagio
s : H — [0, +00] definida por:

px(A) =sup {p*(E) : EC A e E é p*-mensurdvel } € [0, +oc],
para todo A € H.

Exgrcicio 5.28. Seja p* : H — [0, 4+00] uma medida exterior num o-
anel hereditério H e seja p, : H — [0, +00] a medida interior determinada
por p.. Mostre que:

(a) para todo A € H temos ps(A) < p*(A);

(b) para todo A € H existe um conjunto p*-mensuravel E contido em
A tal que p*(E) = ps(A);

(c¢) ps(A) = p*(A), para todo conjunto p,-mensuravel A;

(d) dados A, B € H com A C B entao p«(A) < u«(B);

(e) dada uma seqiiéncia (Ay)r>1 de elementos dois a dois disjuntos de

H entdo: . .
(U Ar) =D pe(ay);
k=1 k=1

(f) se pu* possui a propriedade do envelope mensuravel e se A € H é
tal que p(A) = p*(A) < 400 entdao A é p*-mensuravel.

Completamento de Medidas.

ExERrcicio 5.29. Sejam p : A — [0,+00] uma medida num o-anel A,
i : A — [0, +00] o completamento de p e p' : A" — [0, +00] uma medida tal
que AC A C Ae p'|4 = p. Mostre que:

e /i é uma extensao de y';
e /i é o completamento de .

ExEercicio 5.30. Seja p : A — [0,400] uma medida num o-anel A e
seja i : A — [0,+00] o completamento de p. Mostre que p é o-finita se e
somente se i é o-finita.

ExERcicio 5.31. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e (X', A’) um
espaco mensuravel. Suponha que p é completa. Seja Y um subconjunto
mensurdvel de X com pu(X \Y)=0eseja f: X = X' uma fun¢do. Mostre
que f é mensurdvel se e somente se f|y é mensuravel.

ExErcicio 5.32. Sejam (X, A, u) um espaco de medida e (X', A’) um
espago mensuravel. Suponha que p é completa. Dadas fungoes f: X — X/,
g: X — X' tais que f(z) = g(x) para quase todo z € X, mostre que f é
mensuravel se e somente se g é mensuravel.

ExERcicio 5.33. Seja (X, A, u) um espago de medida, com u completa
e seja f: X — R uma fungdo. Se (fi)r>1 é uma seqiiéncia de fungoes men-
surdveis f : X — R ese fp — f q.s., mostre que f também é mensursvel.
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DEFINICAO 5.5. Uma o-dlgebra A de partes de um conjunto X é dita
separdvel se existe um subconjunto enumeravel C de A tal que A é a o-
algebra de partes de X gerada por C.

ExERcicio 5.34. Seja A uma o-élgebra separdvel de partes de um con-
junto X e seja Y um subconjunto de X. Mostre que a o-algebra Ay também
é separavel.

EXERCcicIO 5.35. Seja X um conjunto. Um subconjunto A de X é dito
coenumerdvel se o complementar de A em X é enumeravel. Seja A C p(X)
a colecao constituida pelos subconjuntos enumeraveis de X e pelos subcon-
juntos coenumeraveis de X.

(a) Mostre que A é uma o-algebra de partes de X.

(b) Se X é nao enumeravel, mostre que A nao é separavel.

(c) Dé exemplo de um conjunto X e de o-dlgebras A, B de partes de
X com A C B, de modo que B seja separavel mas A nao seja.

ExXERcicio 5.36. Mostre que a o-dlgebra de Borel de R™ e a o-algebra
de Borel da reta estendida sao ambas separaveis.

ExERrcicio 5.37. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (X', A") um
espaco mensuravel; denote por ji : A — [0, +00] o completamento da medida
i. Suponha que a o-dlgebra A’ é separavel. Dada uma func¢ao mensurdvel
[ (X, A) — (X', A"), mostre que:

(a) existe um conjunto mensurdvel Y € A tal que (X \'Y) =0 e tal
que a funcao fly : (Y, Aly) = (X', A’) é mensuravel,

(b) existe uma fun¢ado mensurdvel g : (X, A4) — (X', A") que é igual
a f quase sempre, i.e., existe Y € A tal que fly = g|y e tal que
wX\Y)=0.



CAPITULO 6

Medidas Produto e o Teorema de Fubini

6.1. Produto de U—Algebras

Sejam (X, .A), (Y, B) espagos mensuréveis, i.e., X e Y s@o conjuntos, A
é uma o-algebra de partes de X e B é uma o-dlgebra de partes de Y. Segue
do Lema 5.1.14 que a classe de conjuntos:

AxB={AxB:Ac€A BeB}CpXxY)
é um semi-anel; evidentemente, nao é de se esperar que A X B seja uma
o-algebra de partes de X x Y.

6.1.1. DEFINIGAO. Sejam (X,A), (Y,B) espagos mensurdveis. A o-
algebra de partes de X xY gerada por Ax B, denotada por A® B, é chamada
a o-dlgebra produto de A por B. O espaco mensurdvel (X x Y, A® B) é cha-
mado o produto de (X, A) por (Y, B).

O seguinte lema dd uma caracterizacao interessante para a o-algebra
produto.

6.1.2. LEMA. Sejam (X, A), (Y,B) espagos mensurdveis e denote por
m: X XY =X, m: X XY =Y as projecoes. Entdo a o-dlgebra produto
A® B é a menor o-dlgebra de partes de X XY que torna as aplicacdes m
e my ambas mensurdveis; mais explicitamente:

® as projecoes:
(X xY, AR B) = (X,A), m:(XxY, A®B)— (Y,B)

G0 mensurdveis;
e se P é uma o-dlgebra de partes de X XY e se as projegoes:

(X XY, P) = (X, A), m:(XxY,P)—(Y,B)
sGo mensurdveis entio A @ B C P.
DEMONSTRACAO. Para todo A € A, temos:
T (A)=AxY e AxBC AR B,

donde 7; é mensuravel se X x Y é munido da o-algebra produto. Simi-
larmente, o é mensuravel se X x Y é munido da o-algebra produto. Seja
agora P uma o-algebra de partes de X X Y que torna as projecoes m e o
ambas mensuraveis. Dal:

m (AN, (B)y=AxBeP,

190
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para todos A € A, B € B. Logo Ax B C P e portanto, como P é uma
o-dlgebra, temos A® B C P. O

A principal propriedade da o-algebra produto é expressa pelo seguinte:

6.1.3. LEMA. Sejam (X, A), (Y,B), (Z,€) espagos mensurdveis e seja
f:Z — X XY uma funcdo com fungoes coordenadas f1 : Z — X e
fo: Z =Y. Se X XY é munido da o-dlgebra produto A @ B entdo f €
mensuravel se e somente se fi e fo sGo ambas mensurdvess.

DEMONSTRAGAO. Sejam m : X XY — X, m9 : X XY — Y as projecoes;
temos f1 = mof e fo =myof. Se f é mensuravel, entao f1 e fo também sao
mensuraveis, sendo composicoes de fungoes mensuraveis. Suponha agora que
f1 e fo sao mensuraveis e provemos que f é mensuravel. Pelo Lema 2.1.5,
para estabelecer a mensurabilidade de f é suficiente verificar que:

fYAxB)ec,
para todos A € A, B € B; a conclusao segue entao da igualdade:

FTHAx B) = fr 1 (A)n fy 1 (B). O

No Exercicio 6.1 pedimos ao leitor para demonstrar que a proprieda-
de constante do enunciado do Lema 6.1.3 caracteriza completamente a o-
algebra produto.

6.1.4. EXEMPLO. Sejam (X,.A), (Y, B) espagos mensurdveis. Se os pro-
dutos X x Y e Y x X sao munidos respectivamente das o-dlgebras A ® B e
B ® A entdo segue do Lema 6.1.3 que a funcéo:

c: X XY >3 (x,y) — (y,2) €Y x X

é uma bijecdio mensuravel cuja aplicacdo inversa ¢~ também é mensuravel.
De fato, as fungoes coordenadas de o sao as projecoes do produto cartesi-
ano X x Y e as funcdes coordenadas de o1 sdo as projecdes do produto
cartesiano Y x X. Temos em particular que a bijecao ¢ induz uma bijegao:

ARB3U+—o(U)e B A

da o-algebra A ® B sobre a o-algebra B ® A.

6.1.5. EXEMPLO. Sejam (X,.A), (Y,B) espacos mensurdveis. Fixado
x € X entao segue do Lema 6.1.3 que a funcao:

ig : (Y,B) 2y (z,y) € (X x Y, A® B)

é mensuravel; de fato, a primeira coordenada de i, é uma funcao constante
(veja Exercicio 2.1) e a segunda coordenada de i, é a aplicagao identidade.
Similarmente, fixado y € Y, vé-se que a aplicacao:

iV (X, A) 32— (z,y) € (X xY, A® B)

¢ mensuravel.
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6.1.6. EXEMPLO. Sejam (X, A), (Y, B), (Z, €) espagos mensuraveis. Seja
f: X XY — Z uma fungao mensuravel, onde X x Y é munido da o-algebra
produto A ® B. Temos que para todo x € X a funcio:

(6.1.1) Yoyr— f(z,y) €2
é mensuravel e para todo y € Y a funcao:
(6.1.2) Xozr— f(z,y) € Z

é mensuravel. De fato, a funcao (6.1.1) é igual a f o i, e a funcao (6.1.2) é
igual a f 0¥ (veja Exemplo 6.1.5).

6.1.7. ExEMPLO. Identificando R™ x R" com R™*™ (veja (2.8.1)) entao
o produto da o-algebra de Borel de R™ pela og-algebra de Borel de R"
coincide com a o-dlgebra de Borel de R™™, ou seja:

(6.1.3) BR"™) = B(R™) ® B(R").

De fato, as projecoes w1 : R™™ — R™, 7y : R™™ — R" sao continuas
e portanto sdo Borel mensuraveis, pelo Lema 2.1.15. Mais explicitamente,
temos que se R™*" é munido da o-4lgebra de Borel B(R™") entao m e my
sao ambas mensuraveis; segue entao do Lema 6.1.2 que:

BR™) ® B(R") C B(R™™).

Para mostrar a inclusao oposta, é suficiente mostrar que todo aberto U de
R™*™ pertence a o-dlgebra produto B(R™) @ B(RR™). Temos que para todo
z € U existem abertos V, C R™, W, C R" taisque z € V, x W, C U. Além
do mais, a cobertura aberta U = J,.;(Vz x W) possui uma subcobertura
enumeravel, i.e., existe um subconjunto enumeravel E de U tal que:

U= |JWV.xW.).
zeE

Mas V, € B(R™), W, € B(R") e V,xW, € B(R™)xB(R"), para todo z € F;
segue entao que U € B(R™) ® B(R"), o que completa a demonstragao de
(6.1.3).

Vejamos como produtos de o-algebras relacionam-se com restri¢coes de
o-algebras.

6.1.8. LEMA. Sejam (X, A), (Y,B) espacos mensurdveis e Xo C X,
Yy C Y subconjuntos (ndo necessariamente mensurdveis). Entao:

(Alx,) ® (Blyy) = (A® B)|xoxvs-

DEMONSTRAGAO. Temos que (Alx,)® (Bly,) é a o-algebra de partes de
Xo x Yy gerada por (Alx,) X (Bly,); evidentemente:

(Alx,) X (Bly,) = {(ANXo) x (BNYp): A€ A, Be B}
={(AxB)N(XoxYy): A€ A, BeB}
= (AX B)|xox¥p-

A conclusao segue do resultado do Exercicio 2.3. U
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6.1.9. EXEMPLO. Sejam (X, A), (Y, B) espagos mensuraveis e C, D con-
juntos de geradores para as o-dlgebras A e B respectivamente. Em geral,
nao é verdade que C X D é um conjunto de geradores para a o-algebra pro-
duto A ® B. Por exemplo, se X =Y =R, A=B={0,[0,1],[0,1]°, R} e
C =D ={[0,1]} entdo:

CxD={[0,1] x [0,1]}
e a g-algebra gerada por C x D é igual a:

o(Cx D) ={0,[0,1] x [0,1], ([0,1] x [0,1])°, R*}.
No entanto, a o-dlgebra produto A ® B é igual a:

A®B={0,[0,1] x [0,1],[0,1] x [0,1]%,[0,1] x R, [0,1]° x [0,1]
[0,1]° x [0,1]¢,]0,1]° x R, R x [0,1], R x [0, 1]¢,
(10.1] % [0, 17)°, (10,1] x [0, 1], ([0, 1]° x [0, 1])",
(R x [0,1]) U ([0,1] x R),
(10,1] x [0,1]) U ([0, 1] x [0,1]), ([0, 1]¢ x [0,1]) U ([0, 1] x [0,1]%),R?}.
Apesar do que vimos no Exemplo 6.1.9, temos o seguinte:

6.1.10. LEMA. Sejam (X, A), (Y,B) espagos mensurdveis e C, D con-
juntos de geradores para as o-dlgebras A e B respectivamente. Suponha que
X € igual a uma unido enumerdvel de elementos de C e que Y € igual a uma
uniao enumerdvel de elementos de D (esse é o caso, por exemplo, se X € C
eY € D). Entao Cx D é um conjunto de geradores para a o-dlgebra A® B.

DEMONSTRAGAO. Seja P a o-algebra gerada por C x D. Como C X D
esta contido em A ® B, temos que P C A® B. Pelo Lema 6.1.2, para provar
a inclusao oposta é suficiente verificar que as projecoes m : X X Y — X,
w9 : X XY — Y sdo mensuraveis quando X X Y é munido da o-dlgebra P.
Para todo A € C, temos:

(A =AxY
por hipdtese, existe uma familia enumeravel (Y;);c; de elementos de D tal
que Y = J;c; Y. Dai AxY; € Cx D, para todo i € [ e:
m (A =AxY = JAxY)eP.
i€l
Segue do Lema 2.1.5 que a funcao 7 é mensuravel quando X x Y é munido

da o-algebra P. De modo anélogo, verifica-se que mo é mensuravel quando
X XY é munido da o-algebra P. Isso completa a demonstracao. O

6.1.11. COROLARIO. Dados espagos mensurdveis (X1, A1), (X2, A2) e
(X3, A3) entdo:

(A ® A2) ® A3 = A1 @ (Ax ® A3).
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DEMONSTRAGAO. Temos que A; X Ay é um conjunto de geradores para
A1 ® Ay que possui o conjunto X; X Xo como elemento; além do mais, A3
é (trivialmente) um conjunto de geradores para A3 que possui o conjunto
X3 como elemento. Segue entao do Lema 6.1.10 que (A; x A3) X Az é um
conjunto de geradores para (A; ® Az) ® As. De modo andlogo, vé-se que
Aj % (Aa%x A3) é um conjunto de geradores para A ®(A3®.43). Obviamente:

(./41 X.AQ) X.A3 :./41 X (.AQXAg) = {Al XA2 XA3 : AZ' EAZ', 1= 1,2,3}.
A conclusao segue. O

Em vista do Corolario 6.1.11, podemos escrever expressoes como:
A1®--®A,

sem nos preocuparmos com a colocagao de parénteses.

6.1.12. COROLARIO. Sejam (X1,A1), ..., (Xn, An) espacos mensurd-
veis. Entao A1 ® --- ® A, coincide com a o-dlgebra gerada pela classe de
conjuntos:

.A1X XAn:{Al X oo XAn:AZ'EAZ', 7,=1,,n}
DEMONSTRAGAO. Segue facilmente do Lema 6.1.10 usando inducao. [

6.1.13. NOTACAO. Dados conjuntos X, Y e um subconjunto U de X xY
entao para todo x € X nés denotamos por U, C Y a fatia vertical de U
definida por:

(6.1.4) Up={yeY:(z,y) €U}

e para todo y € Y néds denotamos por UY C X a fatia horizontal de U
definida por:
UV={zeX:(z,y) €U}
6.1.14. OBSERVAGAO. Se as aplicagoes iz : Y — X xY ei? : X - X XY
sao definidas como no Exemplo 6.1.5 entao:

Us =i (U), UY= ("),

paratodos x € X,y € Y etodoU C X xY. Se (X, A) e (Y, B) sdo espagos
mensurdveis e U € A® B, nés concluimos entao que U, € A e UY € B, para
todos z € X,y € Y. Sev: B — [0,+00] é uma medida na o-dlgebra B
entdo para todo U € A ® B faz sentido considerar a fungao:

(6.1.5) X sz +—v(Uy) € [0, +00].

Temos o seguinte:

6.1.15. LEMA. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e (Y, B,v) um espago
de medida. Se U € A® B e se a medida v é o-finita entdo a fungao (6.1.5)
€ mensurdvel.
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DEMONSTRAGAO. Assuma primeiramente que a medida v é finita. Nos
vamos mostrar que:

(6.1.6) {U € A® B : a funcdo (6.1.5) é mensuravel }

é uma classe o-aditiva que contém A x B. Como A x B é uma classe de
conjuntos fechada por intersecoes finitas (na verdade, pelo Lema 5.1.14,
A x B é até mesmo um semi-anel), seguird do lema da classe o-aditiva
(Lema 5.2.5) que (6.1.6) contém A ® B. Isso implicard que a funcao (6.1.5)
é mensurdavel para todo U € A ® B, sob a hipdtese que a medida v é finita.
O fato que (6.1.6) é uma classe o-aditiva segue diretamente das seguintes
observagoes:

e dados U,V € A@ B com UNV = entao (UUV), = U, UV,,
U,NVy=0e:
para todo z € X;

e dados U,V € A@Bcom V C U entao Vy, C U, (U\V)y =Uz\Vy
e:

v(U\V)e) = v(Us) = v(Va),

para todo = € X;

e se (U¥)k>1 6 uma seqiiéncia em A® B com U¥ /U entdao UX 7 U,
e:

v(U,) = lim v(UF),

N k—o00
para todo x € U.
Para ver que (6.1.6) contém A x B, sejam A € A, B€ BeU = A X B;
temos:
v(Usz) = v(B) x 4(x),

para todo z € X. Logo (6.1.5) é mensuravel e U = A x B estd em (6.1.6).
Isso completa a demonstracao do lema no caso em que a medida v é finita.
Passemos ao caso geral. Como a medida v é o-finita, existe uma seqiiéncia
(Yi)k>1 em B tal que Y = Jpo, Yy e v(Yi) < +oo, para todo k > 1;
substituindo Y3 por Yj \ U;:ll Y; para k > 2, nés podemos supor que o0s
conjuntos (Yy)r>1 sao dois a dois disjuntos (veja Exercicio 1.19). Dai, para
todo U € A® B e todo z € X temos U, = Uje (U NYy) e

o0
(6.1.7) v(Us) =Y v(UsNYy).

k=1
Mas U, NY, = (UN (X x Y%)),, para todo z € X e:

UN(X xYi) € (A® B)lxxy, = A® (Bly,),

onde na ultima igualdade usamos o Lema 6.1.8. Como a medida v| Bly, é
finita, a primeira parte da demonstracao implica que a funcgao:

X3z y((Uﬁ (X x Yk))x) = (U, NY}) € [0, +00]
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é mensuravel para todo k > 1; segue entao de (6.1.7) que a fungao (6.1.5) é
mensuravel. Isso completa a demonstracao. O

6.1.16. OBSERVAGAO. Se (X, A, ) é um espago de medida, (Y, B) é um
espago mensuravel e se a medida u é o-finita entao evidentemente para todo
U e A® B temos que a funcao:

Y 5 y+— pu(UY) €10, +00]

é mensuravel. Isso pode ser demonstrado fazendo as modificagoes 6bvias na
demonstragao do Lema 6.1.15 ou aplicando o resultado do Lema 6.1.15 ao
conjunto o(U) € B® A, onde ¢ é definida como no Exemplo 6.1.4.

6.2. Medidas Produto

Sejam (X, A, u), (Y,B,v) espagos de medida. Nés definimos uma apli-
cacao p X v : Ax B — [0,400] fazendo:

(6.2.1) (1 x v)(Ax B) = u(A)v(B),

para todos A € A, B € B; recorde da Secao 1.1 que -0 =0-z = 0, para
todo x € R (mesmo para x = +00). Observamos que a aplicacio p X v esta
de fato bem definida, pois todo elemento nao vazio de A X B escreve-se de
modo tnico na forma A x Bcom A€ A, Be Be u(Ay(B)=0,se A=10
ou B = 0.

Temos o seguinte:

6.2.1. LEMA. Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espacos de medida. A aplicagao
uxv:AxB—[0,+00] definida em (6.2.1) é uma medida em A x B.

DEMONSTRAGAO. Evidentemente (u x v)(#) = 0. Seja (E¥)i>1 uma
seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de A x B tal que E = | J2, EF
estd em A x B. Temos que a aplicagao (recorde (6.1.4)):

X sz +—v(E;) €0, +00]

é mensuravel e:
[ B (@) = ) (B)
de fato, basta observar que se E = A x B com A € A, B € B entao

v(Ey) = v(B) x4(z),
para todo = € X e:

[ B duta) = [ v(B) x40 duta) = (A (B) = (1 x )(E).
X X

Similarmente, para todo k& > 1 a fungdo x + v(E¥) é mensuravel e sua
integral é igual a (u x v)(E¥). Como para todo = € X a fatia vertical E, é
igual & unido disjunta das fatias verticais E¥, temos:
o0
v(E,) = v(EM).
k=1
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Integrando dos dois lados e usando o resultado do Exercicio 2.12 obtemos:

(b xv)(E) = [ v(E)du(z) = > v(E) du(z) = OO( x v)(EY).
p /X m ;/X p ; p
Logo i X v é uma medida em A x B. O

Se (X, A, n), (Y,B,v) sao espagos de medida entdo A x B é um semi-
anel (Lema 5.1.14) e o o-anel gerado por A x B coincide com a o-élgebra de
partes de X x Y gerada por A X B, ji que X x Y € A x B (Exercicio 5.8).
Segue entao do Teorema 5.3.16 que a medida p x v em A X B estende-se
a uma medida na o-dlgebra produto A ® B. Tal extensao néo é uinica em
geral. No entanto, se as medidas s e v s@o ambas o-finitas entao a medida
pxvem Ax B também é o-finita; de fato, se X = Uy Xk, Y = Upey Vi
com X € A, Y, € B, (X)) < 400 e v(Yy) < +oo para todo k > 1 entao
X xY =Urt U1 (Xk xY)) e (nxv)(Xg xY)) < +oo, para todos k,1 > 1.
Nesse caso, o Teorema 5.3.16 nos diz que u X v estende-se de modo unico a
uma medida em A ® B e essa extensao também é o-finita.

6.2.2. DEFINIGAO. Sejam (X, A, ), (Y, B,v) espagos de medida e supo-
nha que pu e v sdo o-finitas. A medida produto de p por v é definida como
sendo a Unica medida em A ® B que estende u X v. A medida produto serd
também denotada por p X v e o espago de medida (X X Y, A® B, u x v) é
chamado o produto de (X, A, u) por (Y, B,v).

Quando as medidas u e v nao sao o-finitas, apesar da extensao da medida
X v a o-algebra produto A ® B nao ser em geral unica (veja Exemplo 6.2.3
abaixo), a teoria desenvolvida na Sec¢ao 5.3 nos dd uma extensao natural de
uxvaA®B (obtida por restricdo da medida exterior (u x v)* determinada
por uxv). No entanto, os principais teoremas da teoria das medidas produto
nao sao validos no caso de medidas nao o-finitas; optamos entao por usar a
terminologia “medida produto” apenas no caso em que p e v sao o-finitas.

6.2.3. EXEMPLO. Sejam X =Y =R, A = M(R) a o-algebra de sub-
conjuntos Lebesgue mensurdveis da reta, B = p(R), © = m a medida de
Lebesgue e v : p(R) — [0, 4+00] a medida de contagem (veja Definigao 2.2).
A medida p é o-finita, mas a medida v ndo é. Vamos mostrar que a medida
ux vem A X B possui ao menos duas extensoes distintas para a o-algebra
produto A® B. Seja (u x v)* : p(R?) — [0, +00] a medida exterior determi-
nada por p X v; segue dos Lemas 5.1.14, 6.2.1, 5.3.15 e do Teorema 5.3.16
que a restri¢ao de (u X v)* a A® B é uma medida que estende p x v. Seja
A a diagonal de R?, isto é:

A= {(z,z):z € R}.
Temos B(R?) = B(R) ® B(R) (veja Exemplo 6.1.7) e obviamente:
BR)®B(R)c MR)® p(R)=A® B.

Como A ¢é (fechado e portanto) Boreleano em R2?, segue que A € A ® B.
Afirmamos que (uxv)*(A) = +o0. De fato, seja (Ax x By)r>1 uma seqiiéncia
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com A € M(R) e By € p(R), para todo k > 1 e suponha que:

(o]
A C U(Ak X Bk)
k=1
Para todo =z € R, existe k& > 1 tal que (z,z) € Ay x By, i.e., tal que
x € Ag N By; logo:

oo
R = U (Ak N Bk)

k=1
Afirmamos que existe algum indice i > 1 tal que m(4;) > 0 e tal que o
conjunto B; é infinito. De fato, caso contrario, terfamos que para todo
i > 1, m(A;) = 0 ou B; ¢é finito; mas isso implicaria que m(A4; N B;) = 0,
para todo i > 1 e portanto m(R) = 0, uma contradi¢ao. Se i > 1 é tal que
m(A;) > 0 e tal que B; é infinito entao (u x v)(A; X B;) = 400 e a fortiori:

o

> (1 x v) (A x By) = +o.
k=1

Isso prova que (u x v)*(A) = +oo. Vamos agora exibir uma outra medida
pem A® B que estende p x v e tal que p(A) = 0. Dado F € A® B entao
segue da Observagao 6.1.14 que para todo y € R a fatia horizontal £EY C R
¢é Lebesgue mensuravel e portanto podemos definir:

p(E) =) m(EY),
yeR
paratodo F € A®B. Se E=A x Bcom A € A, B € B entao:
p(E) =Y m(A) = u(A)(B) = (n x v)(E),
yeB

donde p estende p x v. Afirmamos que p é uma medida; de fato, se (Ej)r>1 €
uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de A®B ese E = |J;-, Ej
entdo, para todo y € R, EY = J;2, E} e:

m(EY) =) m(E}).
k=1
Dali:
p(E) = m(E) = Y0 S m(BY) = 30 Y mlE) = 3 o)
yeR yER k=1 k=1yeR k=1
Finalmente, observe que:
p(A) = m({y}) =0.

yeR

Dai p e (p X v)*|4gB sd@o duas medidas distintas em A ® B que estendem
X .
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6.2.4. LEMA. Sejam (X, A,pn), (Y,B,v) espagos de medida e C C A,
D C B colegoes de conjuntos tais que:

(a) C € um conjunto de geradores para a o-dlgebra A e D é um conjunto
de geradores para a o-dlgebra B;

(b) X € uma uniao enumerdvel de elementos de C e Y € uma uniao
enumeravel de elementos de D (esse é o caso, por exemplo, se X
esta em C eY esta em D);

(¢) C e D sao fechadas por intersecoes finitas;

(d) D eC, 0 €D e as medidas ple e v|p sio o-finitas.

Sep: A®B — [0, 400] € uma medida em A®B tal que p(AxB) = pu(A)v(B),
para todos A € C, B € D entao p € igual & medida produto p X v.

6.2.5. OBSERVAGAO. As hipdteses (a) e (b) no Lema 6.2.4 sdo equiva-
lentes & condigdo de que A é o g-anel gerado por C e B é o g-anel gerado
por D (veja Exercicios 5.8 e 5.21). Em vista disso, a hipdtese (d) implica
que as medidas u e v sao o-finitas, de modo que esta bem definida a medida
produto p x v (veja Observagao 5.2.9). Sobre a hipé6tese ) € C, ) € D, veja
a nota de rodapé na pagina 167.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 6.2.4. Vamos aplicar o Lema 5.2.12 as me-
didas u x v e p. Como X é uma uniao enumeravel de elementos de C e cada
elemento de C estd contido numa unido enumeravel de elementos de C de me-
dida finita, podemos escrever X = Jio; X, com X € C e pu(Xy) < +o0,
para todo k > 1; similarmente, escrevemos Y = (J;—, Yy, com Yy € D e
v(Yy) < 400, para todo k > 1. Temos que todo elemento de C x D esta
contido em X X Y e:

(6.2.2) XxY={JJ&Xex¥),
k=11=1

com (u x v)(Xk xY)) = p(Xk)v(Y;) < 400, para todos k,l > 1; isso prova
que a medida (@ X v)|exp é o-finita. A igualdade (6.2.2) mostra também
que o g-anel gerado por C X D coincide com a o-dlgebra gerada por C X D
(veja Exercicio 5.8); mas, pelo Lema 6.1.10, a o-dlgebra gerada por C x D é
A ® B. Como a classe de conjuntos C X D é fechada por intersegoes finitas,
o Lema 5.2.12 implica que p X v = p. ([l

6.2.6. COROLARIO. Dados espagos de medida (X1, A1, 1), (X2, A2, p2)
e (X3, As, ug) com pyi, pa e us o-finitas entao:

(11 X p2) X p3 = pn X (2 X p3).

DEMONSTRAGAO. Aplique o Lema 6.2.4 com X = X1 x X5, A = A1QAs,
po=p1 X p2, C=A1 x Ao, Y = X3, B=A3, v=p3, D=Az e

p=p1 % (p2 X p3),
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notando que (A; ® A2) ® A3 = A1 ® (A ® A3) (Corolario 6.1.11) e que:

p((A1 x Az) x Az) = p(A1 x (Ag x A3)) = p1 (A1) (p2 % p3)(Az x A3)
= p1 (A1) p2(A2)ps(As) = (1 x p2)(Ar x Az) pz(As)
= ((11 x p2) x p3) ((A1 x Ag) x As),
para todos A; € Ay, Ay € Ay, A3 € As. O

Em vista do Corolario 6.2.6, podemos escrever expressoes como:

1 X - X iy

sem nos preocupar com a colocacao de parénteses. No Exercicio 6.5 nos
pedimos ao leitor para demonstrar uma versao do Lema 6.2.4 para o caso
de um produto de um niimero finito arbitrario de medidas.

6.2.7. OBSERVAGAO. Sejam (X, A, u), (Y, B,v) espagos de medida com
i e v o-finitas e sejam Xo € A, Yy € B. As medidas M|«4\x0 e V|B‘YO também
sao o-finitas (veja Exercicio 5.19) e a medida produto (ulaj, ) * (V|g)y,)
coincide com a restrigao a (A ® B)|x,xy, de p x v. De fato, o Lema 6.1.8
nos diz que:

(-’4|Xo) ® (B‘YO) = (A ® B)‘XOXYO

e obviamente a restricao de px v a (A®B)|x,xy, ¢ uma medida que avaliada
em A x B dé u(A)v(B), para todo A € Alx, e todo B € Bly,.

6.2.8. EXEMPLO. Se u denota a restri¢ao a B(R™) da medida de Lebes-
gue de R™ e v denota a restricao a B(R") da medida de Lebesgue de R"
entao p x v é igual a restrigao & B(R™1") da medida de Lebesgue de R™™.
De fato, vimos no Exemplo 6.1.7 que B(R™"") = B(R™)®B(R"); o fato que
1 X v é exatamente a restricdo da medida de Lebesgue segue do Lema 6.2.4,
tomando X = R™, A = B(R™), Y = R", B = B(R"), C como sendo a
classe dos blocos retangulares m-dimensionais, D como sendo a classe dos
blocos retangulares n-dimensionais e p como sendo a restricao a B(R™")
da medida de Lebesgue de R™*" (tenha em mente que, pelo Lema 1.4.23,
a o-algebra de Borel é gerada pelos blocos retangulares).

Em vista do Exemplo 6.2.8 e do resultado do Exercicio 1.17, vemos que
poderiamos definir a medida de Lebesgue em R"™ como sendo o completa-
mento do produto de n cépias da restricao a B(R) da medida de Lebesgue
de R. Podemos entao definir a medida de Lebesgue em R™ sem usar a teoria
desenvolvida no Capitulo 1.

Uma pergunta natural agora seria: que resultado obtemos se fizermos
o produto da medida de Lebesgue de R™ pela medida de Lebesgue de R
(sem tomar restrigoes as o-dlgebras de Borel)? A resposta é que nesse caso
obtemos a restricao da medida de Lebesgue a uma o-algebra intermediaria
entre B(R™*") e M(R™") (veja Lema 6.4.1).

Vejamos agora como a medida produto g X v pode ser escrita usando
uma integral.
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6.2.9. PROPOSIGAO. Sejam (X, A, u), (Y,B,v) espagos de medida, com
i e v o-finitas. Dado U € A® B entdo:

(6.2.3) (4 x V)(U) = /X V(U) du(a).

DEMONSTRACGAO. Recorde do Lema 6.1.15 que para todo U € A® B
a fungao X > z — v(U,) € [0, +00] é mensurdvel, de modo que a integral
em (6.2.3) estd bem definida. Defina uma aplicacao p : A® B — [0, +00]
fazendo:

o(U) = /X V() du(x),

para todo U € A ® B. A demonstracdo da proposicido estard completa se
verificarmos que p é uma medida e que p coincide com y X v em A X B. A
demonstragao de que p coincide com p x v em A x B foi feita durante a prova
do Lema 6.2.1. Vamos entao provar que p é uma medida. Seja (Uk)kzl uma
seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de A® B e seja U = |J;o; U k.
Para cada z € X, temos que a fatia vertical U, é igual a unido disjunta das
fatias verticais Uf, k > 1, e portanto:

v(Us) =Y w(Uy),

k=1
para todo x € X. Integrando dos dois lados e usando o resultado do
Exercicio 2.12 obtemos:

= 14 xTr) = N 14 k xTr) = N k .
o(E) = /X () ) = 3 /X (B2 du(a) = 3 (%)

Isso prova que p é uma medida e completa a demonstragao. ([

6.2.10. OBSERVAGAO. A tese da Proposic¢ao 6.2.9 poderia ser substituida
por:

(1 x V)(U) = /Y (U du(y),

para todo U € A® B. Isso pode ser demonstrado fazendo as modificagoes
6bvias na demonstragao da Proposig¢ao 6.2.9 ou aplicando o resultado dessa
proposigao ao conjunto o(U) € B® A, onde o é definida como no Exem-
plo 6.1.4 (veja também o resultado do Exercicio 6.6).

Em particular, se p e v sdo o-finitas, entdo para todo U € A® B, temos:

[ vt = [ ww)avi).

6.3. O Teorema de Fubini

6.3.1. TEOREMA (Fubini-Tonelli). Sejam (XA, 1), (Y,B,v) espagos de
medida, com i e v o-finitas. Seja f: X XY — R uma funcao mensurdvel,
onde X XY € munido da o-dlgebra produto A® B. Se [ € quase integrdvel
entao:
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(a) para todo v € X, a fungdo Y >y f(x,y) € R é mensurdvel;
(b) o conjunto:

Xp = {3: € X :a funcioY >y f(z,y) € R € quase integrdvel}

é mensurdvel e u(X \ Xg) = 0;
(¢) a fungao Xo > x — [y f(x,y)dv(y) € R € quase integrdvel;
(d) wvale a igualdade:

/XO ( /Yf (z,y) du(y)) dpu(z) = /X @) dux ).

Observe que se a funcao f é nao negativa entao Xo = X e a afirmacgao
que aparece no item (b) é trivial.

DEMONSTRAGAO. A validade do item (a) segue diretamente do Exem-
plo 6.1.6. Dividimos o restante da demonstragao em itens.

e O teorema vale se f € simples, mensurdvel e ndo negativa.
Podemos escrever f = Ele CiX 4i» com ¢; € [0,400] e A* um sub-
conjunto mensuravel de X x Y, parai=1,...,k. Note que, se z € X,
temos:

k

(6.3.1) f(z,y) = ZCiXA; (¥),

=1

para todo y € Y. Logo, usando a Proposigao 6.2.9, obtemos:

/ /fxydl/ dp(x /Zc, (z)

—ch/ (AD) dp(x) =

ci (mxv)(

M;r

=1

— [t ).
XxY
e O teorema vale se f € mensurdvel e ndo negativa.
Seja (fx)r>1 uma seqiiéncias de fungdes fr : X x Y — [0, +o0]

simples e mensurdveis com fi ,* f. Pelo Teorema da Convergéncia
Monotoénica, temos:

[ v = im [ fileavo),
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para todo x € X. Logo a funcao z — [, f(x,y)dv(y) é mensurdvel e,
usando novamente o Teorema da Convergéncia Monotonica, obtemos:

/X (/Yf(a:,y) dV(Z/)) du(z) = kh_{TOlo « (/Yfk(a?,y) dl/(y)) dp(x)
=jim [ pepdex e = [ 1.

k—o0 XxY

e O teorema vale se f € quase integrdvel.
Como f1 e f~ sao funcoes mensurdveis nao negativas, temos:

032 [ ([ Frenam)de = [ e,
633 [ ([ repwwm)d = [ o).

O conjunto Xy € igual ao conjunto dos pontos de X onde ao menos uma
das funcoes:

XaxH/yf*(x,y)dV(y), X9xH/yf(x7y)dV(y)7

é finita; como essas fungoes s@o ambas mensuraveis, segue que o conjunto
X é mensuravel. Como f é quase integravel, temos que f* é integravel
ou f~ é integravel; para fixar as idéias, vamos supor que:
| s <+
XxXY
Tendo em mente o resultado do Exercicio 2.19, segue de (6.3.3) que:

(6.3.4) /Yf_(x,y) dv(y) < 400,

para quase todo x € X. Como o conjunto Xy contém os pontos x € X
tais que (6.3.4) vale, concluimos que (X \ Xo) = 0. Além do mais, de
(6.3.2) e (6.3.3) vem:

/xo / f(.y) dv(y) ) dp(w) =
/XO /J““xy)dl/())dﬂ /XO /f (z,5) di( ))d()
/ /f*xydv(>>d,u / /f (z,y) du( ))d()

_ / £, y) d(u x 1) () — / (@ y) du x v) (@, )
XxXY XxXY
- / F(@,y) A x v) (@),
XxXY

onde usamos também o Coroléario 2.4.11. O
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6.4. O Completamento da Medida Produto

6.4.1. LEMA. Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espagos de medida, com p e v
o-finitas. Denote por i : A — [0,+0c0], ¥ : B — [0, +00], respectivamente
os completamentos de u e de v. Entdo i X U € uma extensdo de yp X v e 0
completamento pu X v de p X v € uma extensao de fi X .

Note que, pelo resultado do Exercicio 5.30, o completamento de uma
medida o-finita ainda é o-finita, de modo que faz sentido considerar a medida
produto i x ¥.

DEMONSTRAGAO. Segue do resultado do Exercicio 6.7 que i X 7 é uma
extensao de p X v. Denote por A ® B o dominio de i1 X v. Para mostrar que
1 X v é uma extensao de i X v, é suficiente mostrar que:

AxBCc A®B
e que:
pxv(ExF)=puE)p(F),

para todos E € A, F € B. Dados E € A,
E=AUN,F=BUN com N C M, N C
u(M)=0ewv(M)=0. Temos:

ExF=(AxB)U((AxN)U(N x B)U(N x N")),

F € B, podemos escrever
M, A M e A, B,M' € B,

com:

(AXxN)YU(NXxB)UNxN)C(Ax M)U(M x B)U (M x M"),

Isso mostra que E x F € A® B e que:
57 (E x F) = (5 x v)(A x B) = ju(A)(B) = i(E)o(F).

O

6.4.2. COROLARIO. Nas condicoes do Lema 6.4.1, temos que 1 X v € o
completamento da medida i X U.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Lema 6.4.1 e do resultado do
Exercicio 5.29. [l

6.4.3. TEOREMA (Fubini-Tonelli). Sejam (X, A, n), (Y,B,v) espacos de
medida, com pu e v o-finitas e completas. Seja u X v : A® B — [0,+0] o
completamento da medida produto uxv. Se f: (X xY,A®@ B) = R ¢ uma
fungdo mensurdvel, entdo os itens (b), (c) e (d) da tese do Teorema 6.3.1
valem.
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DEMONSTRAGAO. Segue dos resultados dos Exercicios 5.36 e 5.37 que
existem uma funcdo mensuravel g : (X x Y, A® B) — R e um conjunto
U € A® B de modo que f(z,y) = g(z,y) para todo (z,y) € (X xY)\U e
(ux v)(U) =0. Pela Proposicao 6.2.9, temos:

[ v dnta) = (ux @) =0,
X

e portanto (veja Exercicio 2.21) v(U,)
N € A um conjunto tal que u(N) =
x € X\ N. Dado z € X, temos que f
e portanto, se + € X \ N, temos f(z,
Sejam:

= 0, para quase todo x € X. Seja
0 e tal que v(U;) = 0, para todo
(x,y) = g(z,y) para todo y € Y \ U,
y) = g(x,y) para quase todo y € Y.

Xp = {:L" € X :afuncio Y 3y f(z,y) € R é quase integrével},
X = {:L’ € X :afuncio Y 3y g(z,y) € R é quase integrével};

se x € X\ N temos que x € X se e somente se x € X; (veja Exercicio 5.32
e Corolario 2.4.13))

(6.4.1) / f(z,y) dv(y / g9(z,y) dv(y),

para todo z € (Xp N X;) \ V. Aplicando o Teorema 6.3.1 para a fungao g,
vemos que o conjunto X; é mensuravel, u(X \ X;) =0e:

(6.4.2) /Xl (/Yg(x,y) dl/(y)) dp(x) —/ g(z,y) d(p x v)(z,y).

XxY

Temos X \ Xo C (X \ X1) UN e p((X \ X1) UN) = 0; portanto, como p é
completa, X \ Xo e Xo sdo mensurdveis e u(X \ Xo) = 0. Seja:

R=(XoNX1)\N;

temos X \ R C (X \ Xo) U (X \ X1) UN, donde p(R) = 0. Dal (veja
Corolério 2.4.11):

©43) [ ([ o@nwe)inm = [ ([ senam)anm
[ ([ renam) e = [ ([ i) e,

A conclusao segue de (6.4.2) e (6.4.3), observando que:
[ swpdwxnen= [ glem)d@z o)
XxY XxY
— [ty a@z o),
XxY

onde na primeira igualdade usamos o resultado do Exercicio 2.17 e na se-
gunda usamos o Corolario 2.4.13. U




EXERCICIOS PARA O CAPITULO 6 206

Exercicios para o Capitulo 6

Produto de O'-Algebras.

ExERcicio 6.1. Sejam (X, .A), (Y, B) espagos mensurdveis e seja P uma
o-algebra de partes de X x Y. Mostre que as seguintes condigoes sao equi-
valentes:

(a) P=A®B;

(b) para todo espaco mensuravel (Z,¢€) e toda fungao f: Z — X x Y
com funcgoes coordenadas f1 : Z — X, fo : Z — Y, temos que
f:Z — (X xY,P) é mensuravel se e somente se fi e fy sdo ambas
mensuraveis.

EXERcicIO 6.2. Sejam C, D classes de conjuntos e A, B respectivamente
os o-anéis gerados por C e por D. Seja P o o-anel gerado por C X D.

(a) Dados conjuntos Ay e By, mostre que as classes de conjuntos:
{AEA:AXBOEP},
{BGBZA()XBEP},
sao o-anéis.
(b) Mostre que A x By € P, para todos A € A, By € D.
(c) Mostre que A x B € P, para todos A € A, B € .
(d) Conclua que o og-anel gerado por A x B é igual ao o-anel gerado
por C x D.

Exgrcicio 6.3. Sejam (Xi,.A41), ..., (Xp,A,) espagos mensurdveis.
Mostre que A1 ®---® A, é a menor o-dlgebra de partes de X; x --- x X, que
torna todas as projegoes m; : X1 X ---x X,, =& X;, ¢ =1,...,n, mensuraveis.

ExXERciciO 6.4. Sejam (X1,.A41), ..., (Xpn,An), (Y,B) espagos men-
suraveis e f : Y — X; x .-+ x X;, uma fung@o com fungoes coordenadas
fi:Y = X;,i=1,...,n. Se X1 x--- x X,, € munido da o-algebra produto
A1 ®@---® A, mostre que f é mensuravel se e somente se todas as funcoes

coordenadas f;, i = 1,...,n, sho mensuraveis.

Medidas Produto.

ExErcicio 6.5. Sejam (X1, A1, 1), - - (Xn, An, ftn) espagos de medi-
das, com g1, ..., pu, o-finitas. Para cada i = 1,...,n, seja C; C A; uma

colecao de conjuntos tal que:
e C; é um conjunto de geradores para a o-algebra A;;
e X, é uma unido enumeravel de elementos de C; (esse é o caso, por
exemplo, se X; € C;);
e (C; é fechado por intersegoes finitas;
e () € C; e amedida p;|c, é o-finita.
Sep: A ®@- - ® A, = [0,4+00] é uma medida tal que
p(AL X -+ x Ap) = (A1) - pn(An),

para todos Ay € Cq, ..., A, € C,, mostre que p é igual a medida produto
[ X - X i
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ExERrcicio 6.6. Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espagos de medida, com g
e v o-finitas. Denote por ¢ : X XY — Y x X a aplicagdo definida no
FExemplo 6.1.4. Se X XY e Y x X sao munidos respectivamente das medidas
produto g X v e v X u, mostre que a aplicagdo o preserva medida (veja
Definicao 2.1).

Exgercicio 6.7. Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espagos de medida e sejam
Ay C A, By C B o-dlgebras. Assuma que as medidas p, v, u|a, € v|s,
sejam todas o-finitas. Mostre que a medida produto p X v é uma extensao
da medida (u|4,) X (V|B,)-



CAPITULO 7

Conjuntos Analiticos e o Teorema de Choquet

7.1. Espacos Poloneses e seus Boreleanos

Dado um conjunto X, denotamos por Ax a diagonal do produto carte-
siano X x X, isto é:

Ax ={(z,z): 2z € X}.

7.1.1. LEMA. Para todo subconjunto S de NN o conjunto Ag perten-
ce a o-dlgebra B(NY) @ p(INY); mais precisamente, Ag é uma intersecdo
enumerdvel de unides enumerdveis de elementos de B(NW) x p(INN).

DEMONSTRACGAO. Dados n,m € N, seja:

Apm ={a € NN = a(n)};
temos que A, é fechado em ININ, sendo a imagem inversa do ponto m pela
funcdo continua NN > o — «a(n) € N. Em particular, temos A, € B(INY).
Seja também:
Bym = Anm nse W(IN]N%
para todos n,m € IN. Afirmamos que o conjunto Ag é igual a:

(7.1.1) N U (Aum x Bam).
nelN melN

De fato, dado (o, ) € (NN) x (NN) entdo (o, 3) pertence a (7.1.1) se e
somente se para todo n € IN existe m € IN tal que m = a(n), m = (n) e
B € S; mas temos que existe m € IN tal que m = a(n), m = p(n) e g € S
se e somente se a(n) = f(n) e f € S. Concluimos entao que («a, ) estd em
(7.1.1) se e somente se 5 € S e a(n) = 5(n), para todo n € N, isto é, se e
somente se a« = f e € S. Logo (7.1.1) é igual a Ag. O
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APENDICE A

Solugoes para os Exercicios Propostos

A.1. Exercicios do Capitulo 1
Exercicio 1.9. Pelo Lema 1.4.4, temos m*(A) < m*(U) = m(U), para

todo aberto U C R™ contendo A. Logo m*(A) é uma conta inferior do con-
junto {m(U) : U D A aberto}. Para ver que m*(A) é a maior cota inferior
desse conjunto, devemos mostrar que para todo € > 0 existe U D A aberto
com m(U) < m*(A)+e. Mas esse é precisamente o resultado do Lema 1.4.12.

Exercicio 1.10. Como A é mensurdvel entdo, para todo € > 0 existe

um aberto U D A com m*(U \ A) < e. Dai U + x é um aberto em R"
contendo A+z e (U+xz)\ (A+z)=(U\ A)+z. Logo, pelo Lema 1.4.10,
temos m* (U + ) \ (A+2)) =m*(U\ A) <e.

Exercicio 1.11.

(a) O resultado é claro se B é vazio. Sendo, B = [[;[a;, b;] e

também é um bloco retangular n-dimensional e:

n n

lo(B)| = H(ba(i) — Qi) = H(bi —a;) = |B.

i=1 =1

(b) Se A C U2 Bi, ¢ uma cobertura de A por blocos ratangulares n-
dimensionais entao 6(A) C (Jp—, 0(Bx) é uma cobertura de 7(A)
por blocos retangulares n-dimensionais e

oo 0.0
|0(Bk)| = Z | B|.
k=1 k=1

Isso mostra que C(A) C C((A)) (recorde (1.4.1)). Por outro lado,
se T =0 ! entdo A = 7(5(A)) e daf 0 mesmo argumento mostra

que C(5(A)) C C(A); logo:
m*(A) = inf C(A) = inf C(c(A)) = m*(5(A)).

209
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(c) Se A é mensuravel entao para todo € > 0 existe um aberto U C R"
contendo A tal que m*(U\ A) < e. Dai o(U) é um aberto contendo
g(A) e:

m*(G(U)\5(A)) =m*(c(U\ A)) =m*"(U\ A) <e¢,

provando que 7(A) é mensuravel.

Exercicio 1.12.
(a) O resultado é claro se B é vazio. Sendo, B = [[;_[a;, b;] e

n

Dx(B) = ] [lai, vf],

i=1

onde CL; = \;a;, b; =XNbise\;>0c¢e CL; = A\;b;, b; = \ja; se \; < 0;
em todo caso:

n n

IDA(B)| = [ ] (¥ —ai) = T 1Nl (b — @) = | det D[ |B].

i=1 i=1

(b) Se A C Uz~ Br ¢ uma cobertura de A por blocos retangulares
n-dimensionais entdao Dy(A) C (Jp—y DA(Bg) é uma cobertura de
D) (A) por blocos retangulares n-dimensionais e

oo oo
> IDA(By)| = |det DA| > Byl
k=1 k=1

Isso mostra que (recorde (1.4.1)):

(A.1.1) |det D,|C(A) = {|det Dy|a:a € C(A)} C C(Dxr(A)).

Por outro lado, se u = ()%1, el i) entdo A = D“(D,\(A)) e dal o
mesmo argumento mostra que:

(A.1.2) |det D,,|C(Dx(A)) C C(A).
Como |det D,,| = | det Dy|71, de (A.1.1) e (A.1.2) vem:
C(Dx(A)) = |det Dy|C(A).
Concluimos entao que:

m*(D,\(A)) = inf C(D)\(A)) = ]det D)\|inf C(A) = \det D)\]m*(A)

(c) Se A é mensuravel entao para todo € > 0 existe um aberto U C R"
contendo A tal que m*(U \ A) < e|det Dy|~!. Daf Dy(U) é um
aberto que contém D) (A) e:

m* (DA(U) \ Da(A)) = m* (DA(U \ A)) = |det Da|m* (U \ 4) < e,

provando que Dy(A) é mensuravel.
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Exercicio 1.13. Temos B € AU (B\ A) € AU (A A B) e portan-
to m*(B) < m*(A) + m*(A A B) = m*(A). De modo andlogo mostra-se
que m*(A) < m*(B) e portanto m*(A) = m*(B). Suponha agora que A é
mensuravel. Entao:

(A.1.3) B=(A\(A\B))U(B\A).

Como A\BC AABe B\AC AABentaom*(A\B)=0em*(B\A) =0.
Segue do Lema 1.4.16 que A\ B e B\ A sdo ambos mensurdveis; logo
(A.1.3) implica que B é mensuravel. Da mesma forma mostra-se que a
mensurabilidade de B implica na mensurabilidade de A.

Exercicio 1.14. Seja U D A um aberto tal que m(U \ A) < 5. Pelo
Lema 1.4.23 podemos escrever U = |J; ; By, onde (By)>1 ¢ uma seqiiéncia
de blocos retangulares n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos;
pelo Corolario 1.4.21 temos:

o0

m(U) = 3 |Bil.

k=1

Note que m(U) = m(U \ A) + m(A) < +oo e portanto a série - |By| é
convergente; existe portanto ¢ > 1 tal que ), ., |Bx| < §. Observe agora
que:

(U aacwau(Us)
k=1 k>t
e portanto:

m((Uis Be) 84) SmU\A) + Y |Bil < S+ 5 ==
k>t
Exercicio 1.15. Temos A C BU(A\ B) C BU (A A B) e portanto:
m*(4) < m*(B) + m* (A A B).
Se m*(B) < +o0 segue que:
(A.14) m*(A) — m*(B) < m*(A A B);

note que (A.1.4) também é valida se m*(B) = +oo j& que, nesse caso,
m*(A) < 400 e m*(A) — m*(B) = —oo. Trocando os papéis de A e B em
(A.1.4) obtemos:

(A.1.5) m*(B) —m*(A) <m*(A A B).
A conclusao segue de (A.1.4) e (A.1.5).
Exercicio 1.16. Temos:
m*(A) <m*(E') <m*(E) =m(E)

com m*(A) = m(F) e portanto m(E’) = m*(E’) = m*(A). Como E’ é
mensurdvel e contém A, segue que E’ é um envelope mensuravel de A.
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Exercicio 1.17. Assuma que o conjunto F é Lebesgue mensurédvel. Pelo
Corolério 1.4.31, existe um subconjunto A de E de tipo F, tal que E'\ A tem
medida nula. Tome N = E'\ A. Dai E = AUN e pelo Lema 1.4.50 existe
um subconjunto M de R™ de tipo G5 tal que N C M e m(M) =m(N) = 0.
Os conjuntos A e M sao Boreleanos e portanto a condigao (b) é satisfeita.
Agora assuma que a condigao (b) é satisfeita. Temos que o conjunto A
é mensuravel, por ser Boreleano (Coroldrio 1.4.36) e que o conjunto N é
mensuravel, ja que m*(N) < m(M) =0 (Lema 1.4.16). Logo E = AUN ¢
mensuravel.

Exercicio 1.18. Temos que AU B é uniao disjunta dos conjuntos A\ B,
ANBe B\ A; logo:

(AU B) = pu(A\ B) + p(AN B) + u(B\ A).
Como p(AN B) < +o0, segue do Lema 1.4.46 que:
W(A\ B) = u(A\ (AN B)) = u(A) — (AN B),
e similarmente p(B \ A) = u(B) — u(AnN B). Logo:

(AU B) = pu(A) = (AN B) + p(AN B) + u(B) — p(AN B)
= pu(A) + pu(B) — p(AN B).

Exercicio 1.19. Note que By C Ag, para todo k > 1. Sejam k,l > 1
com k # [, digamos, k > [. Temos BN A; = () e B; C A;, de modo que
By, N B; = (. Isso prova que os conjuntos (By)i>1 sao dois a dois disjuntos.
Vamos mostrar que J;-; Ax = Upe; Bi. Obviamente, |Jp2; By C Upey Ak
Por outro lado, se z € |J;—; Ak, seja k > 1 o menor inteiro tal que z € Ay;
daiz € Apex & Uf:ol A;, de modo que, z € By,.

Exercicio 1.20. Sejam By = Aj \ Uf:_ol A;, para todo k > 1, onde
Ag = (0. Note que B, C A e By € A para todo k > 1. Pelo resultado do
Exercicio 1.19, os conjuntos (By)x>1 s@o dois a dois disjuntos e:

U4 =U B
k=1 k=1
Dai:
(A.L6) p(U ) = (U Be) =X uBi) < 3 w4y,
k=1 k=1 k=1 k=1

Exercicio 1.21. Definimos os conjuntos By, k > 1, como na resolucao
do Exercicio 1.20. Por (A.1.6), é suficiente mostrarmos que u(By) = pu(Ag)
para todo k£ > 1. Obviamente u(By) < u(Ag). Por outro lado, temos:

k—1
Ap € Bru [ (4in Ap);
=0
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aplicando o resultado do Exercicio 1.20 obtemos:

k-1

u(Ar) < p(Br) + Y p(A; N A) = p(By),
=0

o que completa a demonstracao.

Exercicio 1.22.

(a) Temos X € A; para todo i € I, de modo que X € Ae A # 0.
Dado A € A temos A € A; para todo i € I e portanto A° € A;,
para todo i € I; segue que A° € A. Seja (Aj)r>1 uma seqiiéncia
de elementos de A. Dai Ay € A; para todo k > 1 e todo i € I, de
modo que | Jpo; A € A; para todo i € I e portanto | J,—, A € A.

(b) Se 01[C] e 02[C] sao ambas o-édlgebras de partes de X satisfazendo as
propriedades (1) e (2) que aparecem na Defini¢ao 1.4.35, mostremos
que 01[C] = 02][C]. De fato, como 01[C] é uma o-dlgebra de partes
de X que contém C e como o2[C] satisfaz a propriedade (2), temos
que o2[C] C 01[C]. De modo similar mostra-se que o1[C] C 02[C].

(c) Seja o|C] a intersegao de todas as o-algebras de partes de X que
contém C; pelo resultado do item (a), o[C] é uma o-algebra de
partes de X e obviamente C C o[C], j& que o|[C] ¢é a intersecao de
uma colegdo de conjuntos que contém C. Além do mais, se A é uma
o-dlgebra de partes de X que contém C entdao A é um dos membros
da colecao cuja intersegao resultou em o|[CJ; logo o[C] C A.

Exercicio 1.23. Como ¢|[Cs| é uma o-dlgebra de partes de X que contém
C1 e como o[Cy] satisfaz a propriedade (2) que aparece na Definicao 1.4.35
temos que o[C;] C o[Cs]. Similarmente, Co C o¢[C;] implica que o[Ca] C o[Cy].

Exercicio 1.24. A o-édlgebra de Borel de R™ é uma o-algebra de par-
tes de R™ que contém os abertos de R™. Logo todo aberto de R™ e toda
intersecao enumeravel de abertos de R™ pertence a o-algebra de Borel de
R™ (veja Lema 1.4.37). Como todo fechado é complementar de um aberto,
segue que os fechados de R™ e as unides enumeraveis de fechados de R"
pertencem a o-dlgebra de Borel de R™.

Exercicio 1.25. Seja A a o-dlgebra gerada pelos intervalos da forma
la,b], com a < b, a,b € R. Como a o-édlgebra de Borel B(R) é a o-dlgebra
gerada pelos abertos de R, o resultado do Exercicio 1.23 nos diz que, para
mostrar que A = B(R), é suficiente mostrar as seguintes afirmagoes:

(i) todo intervalo da forma |a,b] é um Boreleano de R;
(ii) todo aberto de R pertence a A.

A afirmacao (i) é trivial, j& que Ja,b] = Ja,b[ U {b}, onde ]a, b[ é um subcon-
junto aberto de R e {b} é um subconjunto fechado de R. Para mostrar a
afirmacao (ii), observe que o Lema 1.4.23 implica que todo aberto de R é
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uma unido enumeravel de intervalos compactos; é suficiente mostrar entao
que [a,b] € A, para todos a,b € R com a < b. Mas isso segue da igualdade:

o

a,b] = ]a—%,b].

k=1
Isso termina a resolucao do item (a). Para o item (b), simplesmente observe
que:

]a7 b] = }—OO, b] \ ]—OO,CL] )

e portanto a o-dlgebra gerada pelos intervalos |—oo, ¢] contém a o-dlgebra
gerada pelos intervalos ]a, b].

Exercicio 1.26. Suponha por absurdo que F' é um fechado de R contido
propriamente em I com m(F) = |I|. Seja z € I \ F. Como F é fechado,
existe ¢ > 0 com [z — e,z +e]NF = (. Se z é um ponto interior de I
entdo podemos escolher ¢ > 0 de modo que [z — &, + ¢] C I; sendo, se z
¢ uma extremidade de I, podemos ao menos garantir que um dos intervalos
[x — e, 2], [x,z + €] estd contido em I, para € > 0 suficientemente pequeno.
Em todo caso, conseguimos um intervalo J contido em I, disjunto de F', com
|J| > 0. Dai F' e J sdo subconjuntos mensuraveis disjuntos de I e portanto:

(] =wm(I) 2 m(FUJ) =m(F)+wm(J) = 1|+ |J] > |1],
o que nos da uma contradicao e prova que F' = I. Em particular, vemos que
F nao pode ter interior vazio.
Exercicio 1.27.

(a) Consideramos primeiro o caso em que A e B tém medida exterior
finita. Seja dado € > 0 e sejam (Qr)r>1 € (@Q])i>1 respectivamen-
te uma seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais e uma
seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais tais que:

AclJaw BclJ
k=1 =1

e tais que:
> IQk <m*(A) +e, D |QI <m*(B)+e.
k=1 =1

Dai (Qk X Q})k,>1 ¢ uma familia enumerdvel de blocos retangulares
(m + n)-dimensionais tal que A x B C Uy ;51 (Qk X @}). Logo:

AxB) < Y IQux Qi = 3 1l Q)] = (Z|Qk|)(i|czz)

ki>1 ki>1
< (m*(4) +¢) (m*(B) +¢).

A concluséo é obtida fazendo € — 0. Consideramos agora o caso que
m*(A) = +o00 ou m*(B) = +00. Se m*(A) > 0 e m*(B) > 0 entao
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m*(A)m*(B) = 400 e nao ha nada para mostrar. Suponha entao
que m*(A) = 0 ou m*(B) = 0, de modo que m*(A)m*(B) = 0; de-
vemos mostrar entao que m*(A x B) = 0 também. Consideraremos
apenas o caso que m*(A) = 400 e m*(B) =0 (o caso m*(4) =0 e
m*(B) = +oo é andlogo). Para cada k > 1, seja Ay, = AN[—k, k|™.
Temos A = | J,2; Ax e m*(Ay) < 400, para todo k > 1. Logo:

0< m*(Ak X B) < m*(Ak)m*(B) = 0,

ou seja, m*(Ag x B) =0, para todo k > 1. Como:

Ax B= U(Aka),
k=1
segue que m*(A x B) = 0.

Consideramos primeiro o caso que m(A) < +oco e m(B) < +oo.
Dado € > 0, existem abertos U C R™ e V C R" contendo A e B
respectivamente, de modo que m(U) < m(A)+1, m(V) < m(B)+1
e:

m(U\ A) < c ©

swB 1) "N S sma )
Dai U x V é um aberto de R contendo A x B; além do mais:
(UxV)\(AxB)C [(U\A)xV]U[U x (V\B)].

Usando o resultado do item (a) obtemos portanto:

m* (U x V)\ (Ax B)) <m*((U\ A) x V) +m*(U x (V\ B))

(A.1.7)

<mU\ Am((V) +m(U)m(V \ B)
<m(U\ A)(m(B) +1) + m(V \ B)(m(A4) + 1) <e¢,

0 que mostra que A X B é mensuravel. Para o caso geral, definimos
A = AN[—k, k™, By = BN [—k,k]". Dai Ay x By é mensuréavel
paratodo k > 1e Ax B = |J;2; (Ak X By); portanto também A x B
é mensuravel.

Mostremos primeiro que se U C R™, V' C R" sao abertos entao:
m(U x V) =m(U)m(V).

Pelo Lema 1.4.23 podemos escrever U = | Jp—; Q, onde (Qg)i>1 ¢
uma seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais com interio-
res dois a dois disjuntos; podemos também escrever V = (J;2; Q,
onde (@Q});>1 é uma seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais
com interiores dois a dois disjuntos. Note que (Qf % Qg)k,lg é uma,
familia enumerdvel de blocos retangulares (m + n)-dimensionais
com interiores dois a dois disjuntos e U x V' = Uy ;51 (Qk x @)
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Dai, pelo Corolario 1.4.21, obtemos:

mU x V)= > 1k x Qi = 3 el 101 = (D 1exl) (D 1)
k=1 =1

ki>1 ki>1 =

m(U)m(V).

Isso prova (A.1.7). Dados agora A C R™, B C R"™ mensuraveis
com m(A) < 400 e m(B) < +00 podemos, como no item (b), obter
abertos U C R™, V C R" contendo A e B respectivamente de
modo que:

m*((Ux V) \ (A x B)) <e.

Como os conjuntos U x V e A x B sao mensuraveis e, pelo item
(a), m(A x B) <m(A)m(B) < +00, obtemos:

m((UxV)\ (Ax B)) =m(U x V) —m(4 x B),

e portanto m(U x V) — m(A x B) < e. Usando agora (A.1.7)
concluimos que:

MAXB)>mU xV)—e=m(U)m(V) —e >m(A)m(B) —¢;

fazendo £ — 0, obtemos m(A x B) > m(A)m(B). Provamos entao a
igualdade m(A x B) = m(A)m(B), ja que a desigualdade oposta ja
foi provada no item (a). Sejam agora A C R™, B C R™ conjuntos
mensuraveis arbitrarios e defina:

A =AN[—=k, k)™, By=BnN[-kk|",
para todo k > 1. Dai A, " A, B, /* B, Ay, x B, /* AXx Be

portanto:
m(A x B) = klim m(Ag X Bg) = klim m(Ag)m(By) = m(A)m(B),
—00 —00
onde na tultima igualdade usamos o resultado do Exercicio 1.5.

Exercicio 1.28. Se K C A é compacto entao m(K) = m*(K) < m*(A),
pelo Lema 1.4.4. Logo m*(A) é uma cota superior do conjunto:

{m(K) : K C A compacto}
e portanto é maior ou igual ao seu supremo, que é m,(A).
Exercicio 1.29. Observe que:
{m(K) : K C Ay compacto} C {m(K): K C Ay compacto}
e portanto:
m, (A1) =sup {m(K) : K C A; compacto}
<sup {m(K): K C Ay compacto} =m,(As).
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Exercicio 1.30. Se M’ ¢ M(R"™) contém todos os subconjuntos com-
pactos de R™ entao:

{m(K): K C A compacto} C {m(E): EC A, Ec€ M'}
e portanto:
m,(A) = sup {m(K) K CA compacto} < sup {m(E) :ECA, Ec /\/l'}.
Por outro lado, se E € M’ e E C A entao segue do Coroldrio 1.4.59 que:
m(E) < m.(A);
isso mostra que m,(A) é uma cota superior do conjunto:
{m(E): EC A, Ee M’}
e portanto m.(A) > sup {m(E): EC A, E € M'}.

Exercicio 1.31. Se m,(A) < 400 entdo para todo r > 1 existe um
compacto K, C A com m(K;) > my(A4) — 1; dai W = U2, K, é um F,
contido em A e:

m. (4) — % < m(K,) < m(W) < m.(A),

para todo r > 1, onde usamos o Corolario 1.4.59. Segue que m(WW) = m,(A).
Se m,(A) = 400 entao para todo r > 1 existe um compacto K, C A com
m(K,) >redal W =J2, K, é um F, contido em A tal que:
m(W) > m(K,) > 1,
para todo r > 1; logo m(W) = +o00 = m,(A).
Exercicio 1.32. Para cada k > 1, seja W C R™ um subconjunto de

tipo Fy, tal que Wi, C Ap e m(Wy) = m,(Ag) (veja Exercicio 1.31). Como
os conjuntos Wy sao dois a dois disjuntos e mensuraveis, temos:

m( G Wk> - im(Wk) - im*(Ak).
k=1 k=1 k=1

Mas (Jg—; Wi é um subconjunto mensurdvel de -, Ay e portanto o Co-
roldrio 1.4.59 nos da:

m (U a) zm(Jm) =3 m ).
k=1 k=1 k=1

Exercicio 1.33. O resultado do Exercicio 1.29 implica que (m,(Ag)) 1

é uma seqiiéncia decrescente e que m,(Ay) > m,(A4), para todo k > 1; logo
(m*(Ak))k>l é convergente e:
lim m,(Ag) > m.(A).

k—o0
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Para cada k > 1, o resultado do Exercicio 1.31 nos dé4 um subconjunto W
de Ay, de tipo F,, tal que m(Wj) = m,(Ay). Defina Vi, = (o2, W,. Dai Vj
é mensurdvel e W;, C Vi, C A, donde:

m(Ag) = m(Wy) <m(Vy) < my(Ag),

onde na tultima desigualdade usamos o Corolario 1.4.59. Mostramos entao
que m(Vy) = my(Ag), para todo k > 1. Obviamente V;, D Vi1 para todo

k>1e:
(Vi € () A = A
k=1 k=1

Como m(Vy) = m,(Ax) < +oo para algum k > 1, o Lema 1.4.48 nos dé:

k—o0

lim m(V;) = m< ﬁ Vk) < m,(A),
k=1

e portanto:
lim m,(Ag) < m.(A).

k—o0

A.2. Exercicios do Capitulo 2

Exercicio 2.1. Se f : X — X’ é constante entao para todo subconjunto
A de X' temos f71(A) =0 ou f~1(A) = X; em todo caso, f~1(4) € A.

Exercicio 2.2. Evidentemente Aly é nao vazia, ji que A é nao vazia.
Seja (A} )r>1 uma seqiiéncia em Aly; para cada k > 1 existe Ay € A com

Agg = A NY. Dai:
U4, = ( U Ak) ny
k=1 k=1

e Upey Ak € A; logo Up2, A}, € Aly. Agora seja A’ € Aly, de modo que
A'=ANY, com A € A. Temos que o complementar de A" em Y é igual a
intersecdo do complementar de A em X com Y, ou seja:

Y\A=Y\(ANY)=(X\4)NnY.
Como X \ A estd em A, segue que Y \ A’ € Aly.
Exercicio 2.3. Pelo resultado do Exercicio 2.2, temos que A|y é uma

o-dlgebra de partes de Y que contém Cly; logo Al|y contém o[Cly]. Para
mostrar que Aly estd contido em o[C|y], considere a colecao:

A ={ACX:AnY eo[Cly]}.
Verifica-se diretamente que A’ é uma o-dlgebra de partes de X ; obviamente,

Cc A. Logo AC A, o que prova que ANY € o[Cly], para todo A € A,
ie., Aly C o[Cly].

Exercicio 2.4. De acordo com a definicdo da o-algebra de Borel de R,

se A € B(R) entao ANR € B(R); logo B(R)|r € B(R). Por outro lado, se
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A € B(R) entao também A € B(R) (j&4 que ANR = A é um Boreleano de

R) e portanto ANR = A € B(R)|g.

Exercicio 2.5. Seja C a colecao formada pelos intervalos da forma

[—00,c], ¢ € R. Claramente C C B(R) e portanto ¢[C] C B(R). Vamos

mostrar entao que B(R) C o[C]. Em primeiro lugar, afirmamos que:
(A.2.1) 0, {+o0}, {—o0}, {+00, —0} € o[C],

(A.2.2) R € o[C].

De fato, (A.2.1) segue das igualdades:

o0 o

{0} = [[-o0,—k], {#o0} = ([0, k],

k=1 k=1
e (A.2.2) segue de (A.2.1), j4 que R = {+00, —o0}°. Note que:

Clr = {]-o00,d : c€ R}

e portanto o resultado do Exercicio 1.25 nos da o[C|gr] = B(R); dai, o
resultado do Exercicio 2.3 implica que:
(A.2.3) o[Cllr = B(R).

Seja A € B(R), de modo que ANR € B(R). Por (A.2.3), temos que existe
A" € o[C] tal que ANR = A’ NR. Dai (A.2.2) implica que ANR € o[C].
Finalmente, (A.2.1) implica que A N {+o0, —o0} € o[C], o que prova que
A=(ANR)U (AN {+o0, —o0}) € o[C].

Exercicio 2.6. Pelo Corolario 2.1.18, a funcao
h:(fF'R)Ng HR) — R
definida por h(z) = f(x) — g(x) é mensuravel. Logo o conjunto:
hH0)={z € [TR)NgT' (R) : f(x) = g(a)}
é mensurdvel. A conclusdo segue da igualdade:
{reX:flx)=g(x)} = (f~(+o0)ng™ (+00))U(f (—00)Ng ™! (~00))
U {m € fﬁl(]R) ﬂgfl(IR) s f(x) = g(x)}

Exercicio 2.7. Vamos usar o Lema 2.1.13. Temos que os conjuntos:

(A.2.4a) {(z,y) e R* 1 y > 1},
(A.2.4Db) {(z,y) eR*: —1 <y < 1},
(A.2.4c) {(z,y) e R* 1 y < -1},

constituem uma cobertura enumeravel de R? por Boreleanos. E suficiente
entao mostrar que a restricao de f a cada um desses Boreleanos é Borel
mensuravel. A restrigado de f ao conjunto (A.2.4a) é continua, e portanto
Borel mensurével (veja Lema 2.1.15). A restrigao de f ao conjunto (A.2.4b)
¢ um limite pontual de func¢oes continuas e portanto é Borel mensuravel, pelo
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Corolério 2.1.24 (na verdade, essa restrigao de f também é continua, ji que
a série em questao converge uniformemente, pelo teste M de Weierstrass).
Finalmente, a restrigao de f ao conjunto (A.2.4c) é Borel mensuravel, sendo
igual & composigao da fungao continua (x,y) — = + y com a funcao Borel
mensuravel Xo

Exercicio 2.8.

(a) Como X \ X; tem medida nula, temos que todo subconjunto de
X \ X1 é mensurdvel (recorde Lema 1.4.16). Portanto, a restri¢ao
de f a X \ X; é automaticamente mensuravel (seja 14 qual for a
funcao f). Como os conjuntos X \ X7 e X7 = X \ (X \ X1) s@o
mensuraveis, segue do Lema 2.1.13 que f é mensuravel.

(b) Como f = g quase sempre, existe um subconjunto X; de X tal que
X\ X tem medida nula e tal que f e g coincidem em X;. Como f
é mensuravel, segue que g|x, = f|x, também é mensuravel; logo,
o resultado do item (a) implica que g é mensuravel.

(c) Basta observar que g = liminfy_,, fr quase sempre e usar o resul-
tado do item (b) juntamente com o Corolario 2.1.23.

Exercicio 2.9. Devemos mostrar que se A é um subconjunto Lebesgue
mensuravel de R™ entdo 7~ 1(A) é um subconjunto Lebesgue mensuravel de
R™*", Mas 7 1(A) = A x R" e portanto a conclusio segue do resultado do
item (b) do Exercicio 1.27.

Exercicio 2.10. Considere a fungao ¢ : X x R® — R" definida por
¢(z,y) =y — f(x), para todos z € X, y € R". Obviamente:

gr(f) = ¢~ 1(0).

Considere a projecao m : R™™™ — R™ nas primeiras m coordenadas. Temos
que 7 é continua e portanto Borel mensurdvel; dai X x R" = 7~!(X) é Bore-
leano, caso X seja Boreleano. Além do mais, pelo resultado do Exercicio 2.9,
X xR"™ é Lebesgue mensuravel, caso X seja Lebesgue mensuravel. Para con-
cluir a demonstragao, vamos verificar que:

e ¢ é Borel mensuravel se f for Borel mensurével;
e ¢ é mensuravel se f for mensuréavel.

De fato, temos que ¢ é igual a diferenga entre a func¢ao continua (z,y) — y
e a funcao (x,y) — f(z), que é simplesmente a composi¢ao da restricao de
maX xR"com f. A conclusao segue do resultado do Exercicio 2.9.

Exercicio 2.11.

(a) Se f é integravel entao, por definicao, f* e f~ sao integraveis, don-
de |f| = fT + f~ ¢ integravel. Reciprocamente, se |f| é integréavel
entdo fT e f~ sdo integraveis, j4 que 0 < f+ < |[fle0 < f~ < |f]|.
Segue que [ ¢é integravel.
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Temos:

(b)
\/deﬂ\z\/xﬁdu—/xf—du\s\/xﬁduM/Xf—du\

= [t au= [ i

Exercicio 2.12. Seja g, = Y p_; fr- Dal (gn)n>1 ¢ uma seqiiéncia de

fungbes mensuraveis ndo negativas com g,  f. Segue do Teorema 2.3.3

DY WETESD BY WATES W 2T
k=1"%X T em X nTUX X

Exercicio 2.13. Obviamente v¢(0)) = 0, pelo Lema 2.4.10. Seja (E)r>1

uma seqiiéncia de subconjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos de X.
Temos:

o
fXE :ZfXEk7
k=1

e portanto o Lema 2.3.4 e o resultado do Exercicio 2.12 implicam:

;Vf(Ek):;/XfXEde:/XfXEdM:Vf(E)-

Exercicio 2.14.

(a) Se a funcdo f é nao negativa, a afirmagao segue do resultado do
Exercicio 2.13. No caso geral, temos:

Af*duziékf+dn, Af—duziékf—du,

e a conclusao segue subtraindo as duas igualdades acima.

(b) Se a fungao f é nao negativa, a afirmagao segue do resultado do
Exercicio 2.13 e do Lema 1.4.48. No caso geral, temos:

[orrdu=tim [ pran [ rde= i [opdn
A k—o00 Ay A k—o00 Ap
e a conclusao segue subtraindo as duas igualdades acima.

(c) Anédlogo ao item (b), observando que se f|4, é integrével entao
Ja, Frdp<+oce [, f~dp < +oo.
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