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CAPITULO 1

Introdugao: Definicao de EDP e algumas classificagoes (Aula
do dia 2 de setembro)

Antes de mais nada, o que é uma equacao diferencial parcial (EDP)? (Em inglés: Partial Differential
Equations (PDE).
Vamos fixar notagdo. Para U C R™ um aberto e u : U — R™ uma fungao com derivadas de ordem

k € Ny, definimos 0Fu(x) := (%(m), i1yt € {1, ,n}) o elemento em R™" que consiste de
todas as derivadas de ordem k de w.

Uma equagao diferencial parcial definida num aberto U C R™ é uma equagao da forma:
F (z,u(z),0Mu(z), 0%u(z), ..., 0"u(x)) = 0,

em que F': U x R™ x R™" x R™ x ... x R™"" 5 RN ¢ uma funcao. Dizemos que a equagao tem
ordem k. Em diversas situagoes, trabalha-se também com equagoes com valores complexos, seja por
razoes técnicas ou devido ao proprio modelo fisico. Assim, podemos encontrar casos em que C é usado
no lugar de R, seja no dominio de F' ou no seu contradominio.

Se m = N =1, dizemos que a equacao é escalar. Caso contrario, costumamos chamar a equagao
de um sistema de equagoes diferenciais.

Se m < N dizemos que a equacao é sobredeterminada. Por exemplo, se u: U — R, f: U — R",
n > 2, e a equagao é dada por

ou seja,

(S @b () = (o) fale)) =

S () = fi(z)

)

() = ful2)
entao a equagao é sobredeterminada, jA que N =nem = 1.

Se m > N, dizemos que o sistema é subdeterminada. Por exemplo, se v : U — R", n > 2,
f:U — R e aequacao é dada por

ou seja, 5 5
U1 Un
37331(95) +ot Txn(x) = f(2),

entao a equagao é subdeterminada, ja que N =1 e m = n.
Se m = N, dizemos que o sistema é determinado. As equagoes escalares sdo exemplos deste caso.
Uma notagado bastante ttil e disseminada é a notagdo de multi-indice. Funciona assim: Seja
a = (ag,...,an) € Nj. Definimos

o] = a1 + g + ... + ay,

dlaly
0%u(zr) = —————(
() Ozt...0xpm
o (o5} «
v =xtanm.

De acordo com as equagoes acima, se n = 2 e a = (2,1), por exemplo, temos % = z3xs e
3 ~ .o, . . ~ L . .
0%u(z) = %(m). Observe que na notagdo de multi-indice a ordem de derivagdo é sempre primeiro
1

5
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em x,, depois em x,_1, até chegar em x;. No estudo de EDPs isto nao traz problemas, uma vez que
na grande maioria das vezes trabalhamos com classes de fungoes em que a ordem das derivadas nao
altera o resultado.

1.1. Classificagao: Linear, semilinear, quasilinear e totalmente nao lineares.

As equagoes podem ser classificadas de acordo com sua (nao)-linearidade. Usualmente podemos
dividir em quatro casos. Vamos defini-los aqui apenas para equagoes escalares. Para sistemas, as
defini¢oes sao analogas.

DEFINIGAO 1. Dizemos que
1) A equacao é linear se for da forma

Z aq(2)0%(z) = f(x).
o<k

A equagao é chamada de homogénea se f = 0.
2) A equagao é semilinear se for da forma

Z o (2)0%u(z) + ag(z, u(x), 0 u(z), ..., 0" tu(z)) = 0.
|a|=k
Assim, é semilinear se “for linear no termo de ordem mais alta”.
3) A equagdo é quasilinear se for da forma
Z oz, u(z), 0 u(z), ..., 0 Tu(x))0%u(z) + ao(z, u(x), 8 u(x), ..., 0" tu(z)) = 0.
|a|=k

Assim, é quasilinear se “o termo que multiplica os termo de ordem mais alta depende apenas de
termos de ordem mais baixa’.

4) A equagao é totalmente nao linear se ndo for de nenhum dos tipos anteriores, ou seja, “se a nao
linearidade atinge até os termos de ordem mais alta”.

OBSERVAGAO 2. Observamos que as equagoes lineares definem naturalmente transformagoes line-
ares entre espagos de fungdes. Por exemplo, se U C R™ é um aberto e a, € C(U) para todo |o| < k,
entdo a fungdo T : C*(U) — C(U) dada por

T(u) =Y ao(2)0u(x)
o] <k

é uma transformacao linear continua.

EXEMPLO 3. Vamos ver como ficam as equacdes de primeira e segunda ordem em R?.
Equacoes de ordem 1:

Lineares: 9 5
u U
Semilineares: 5 5
in U
a’(xa y)aix(ma y) + b(xa y)%(mv y) = f(xa Y, U(.f, y))
Quasilineares:

a(%%ii(%ﬂ))%(% y) + b(z, y,u(%y))%(% y) = f(z,y,u(z,y)).

Equacgoes de ordem 2:

Lineares:
0%u 2 0%u

A,) 5 () + bs9) 5 (0 0) + o) 5 ()

b)) + o) o) = g(o.0).
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Semilineares:
a(z, y)%(ﬂc, y) + b, y);;;(x, y) +c(z, y>§2y2‘<x, y) +d(z,y,u, %, %Z) =
Quasilineares:
ol ST ) 4 b, o 5 T
+ c(z, y,u, %, (;Z)g;t(x,y) +d(z, y,u, %, Z—Z) =

As equagoes lineares, semilineares e quasilineares podem, em certas condigoes, serem resolvidas
pelo método das caracteristicas. Veremos mais para frente como funciona este método.

Em muitos exemplos, é usual denotar as variaveis por (z,t), t € R, ao invés de apenas por z. Isto
ocorre, porque fisicamente muitas vezes uma das variaveis denota tempo e as demais indicam variaveis
espaciais. Mas é apenas uma questao de notacao.

Abaixo daremos alguns exemplos de equagdes diferenciais encontradas em aplicacoes.

ExEmMpPLO 4. Equagdo de Cauchy- Riemann
ou 1 (0u Ou
£(x,y) =3 (81;(5573/) +lay($»y)> =0,

emqueu:U CC—Cez=(z,y) =x+ iy. Estaéuma equagdo linear de primeira ordem.

ExEMPLO 5. Equagao do Transporte

ou - ou

em que v : R™ x R — R. Esta é uma equagao linear de primeira ordem.

ExeEmMPLO 6. Equacao de Laplace/Poisson
Au(z) = 0.(Laplace)
Au(x) = f(z).(Poisson)’
em que v : U C R" — R. Esta é uma equagao linear de segunda ordem.

ExeEmMpPLO 7. Equacao do Calor

em que u: U x [0,00[ = R, U C R™. Esta é uma equagao linear de segunda ordem.

ExeEmMPLO 8. Equacgao da Onda
0%u
ﬁ(x,t) = *Au(x,t),
emque u: U xR —= R, U C R". Esta é uma equacao linear de segunda ordem.

EXEMPLO 9. Equagdo de Schrédinger
ou h?

ihE (z,t) = —%Au(x,t) + V(z)u(z,t),

em que u: R x U — C, U C R". Esta é uma equagao linear de segunda ordem.

ExeEmpPLO 10. Equacao da placa
A?u(z) = 0.
Note que A%u(z) = 31, >0, %(m). Aqui u : U C R™ — R. Esta ¢ uma equagao linear de

quarta ordem.
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ExEmMPLO 11. Equacao de Maxwell

vE=L
€0
V.B=0
0B
E=—-— ’
V x N
OF
B = —
V x uo(J+eoat>

Aqui E,B:U xR — R3, U C R3. Esta é uma equacio linear de primeira ordem.

ExeEmpPLO 12. Equagao Eikodal
[Vu(z)] =1,

2 2
em que |Vu(z)| = \/((,%(x)) +.. 4 (667"(30)) . Aqui u : U C R" — R. Esta é uma equagao

totalmente nao linear de primeira ordem.
ExeEMPLO 13. Equacao de Monge-Ampere
det (D?u(z)) = f(),

em que u: U C R® — R. Esta é uma equagio totalmente néo linear de segunda ordem. Aqui usamos
a seguinte notagdo: D?u(z) € My,x,(R) é a matriz Hessiana de u no ponto w, isto &, D?u(x);; =

82
Bwi Buacj (x) .

ExEmMPLO 14. Equacao do p—Laplaciano

V. <|Vu|p*2 Vu) =0.
Aqui temos que u: U CR" - R e
_ _ CUA - Ou du D%
p—2 p—2 p—4
. = A -2 - )
V. (1Vul 7 Vu) = [Val’ Au+ (p - 2) [Tul 30D 5o 52, Bocde,

i=1 j=1

Esta é uma equagao de segunda ordem. Para p = 2, a equacao é linear. Para p # 2, a equacao é
quasilinear.

ExeEmMPLO 15. Equacao do Meio Poroso
A(u) =0,
em que v # 0. Aqui temos que u: U CR" - R e
Au") = y(y — D 2Vu.Vu + yu? "t Au.

Esta é uma equagao de segunda ordem. Para v = 1, a equagao é linear. Para v ¢ {0,1}, a equagao
é quasilinear.
ExEMPLO 16. Equacao de KdV
ou ou  Ou

o T or Tos 0

Aqui u: R x R — R. Esta é uma equacao de terceira ordem semilinear.

ExeEmpPLO 17. Equacao de Stokes

0
2y (u.V)u—Au=—-Vp

ot
Vaua=0
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Aqui temos u: R x U — R3, U C R3, e

ou seja,

n n
Z 8u1 8un
A Ox; 4 ox;
Jj=1
Esta é uma equacao de segunda ordem semilinear.

1.2. Classificagao de equagoes de segunda ordem: Formas Normais

Consideremos agora a seguinte equa(;éo de segunda ordem

n n

(12.1) S>3 wax 5 +Zb 2) + culz) = f(x).

i=1 j=1

Vamos supor que u € C*(U), em que U C R™ & um aberto, e que a;;, b; e ¢ pertencem a R.
Observamos que nao hé perda de generalidade em supor que os coeficientes a;; sejam simétricos em i
e j, isto é, a;; = a;; para todo ¢,j € {1,...,n}. Isto segue da proposi¢io abaixo.

PROPOSIGAO 18. Sejam a;; € R, 4,5 € {1,..,n}, nao necessariamente simétricos em i e j.
Considere u € C*(U). Logo

A (ai; +oaj; 0%u

=1 j=1

Note que (%) sdo coeficientes simétricos em i e j.

DEMONSTRAQAO. De fato, temos que

a;; + aj; 0%u s (ai — aji *u
ZZ ”(“)xax ZZ( j2 ])axiaxj(xHZZ( j2 j)&xiaxj(x)'

=1 j5=1 =1 j=1 =1 j=1

Note agora que

- Ai5 — Aj4 82u (i) B L Qi — Qi 82u
Z( 2 ) O0x;0x; (2) = ZZ( 2 ) O0x;0x; (z)

i=1 j=1 i=1 j=1
(2 - "L Qj; — Qij 0%u (3) - ~ Q5 — Qyjg 0%u
B ZZ < 2 > O0x;0x; (@)= ZZ 2 0x,;0x; ().
i=1 j=1 i=1 j=1
Em (1) usamos que (%) =— (%) Em (2) usamos o Teorema de Schwarz: %B“Ij(x) =

agi-zgxi (x), para toda funcao de classe C?. Em (3) apenas trocamos i por j. Isto é possivel, pois pouco

importa o nome da variavel que estamos somando. Concluimos assim que

S (45 g @ =o.

i=1 j=1

O

A partir de agora consideraremos, sem perda de generalidade, que a;; = aj;. Nosso objetivo é
fazer uma mudanga de coordenadas de forma a deixar a equagao mais simples. Vamos considerar
B € M, x, (R) uma matriz ortogonal, isto é, BB = I, em que BY é a matriz transposta, e fazer
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uma mudanca de coordenadas’ y = Bx. Em particular, vamos definir o aberto U; = {Bx;z € U} e a
fungio v : Uy — R dada por v(y) = u(BTy). Em particular, u(z) = v(Bz), ou seja,

= ’U(Z Blkxka ey Z Bnkxk)
k=1 k=1

Pela regra da cadeia temos

ou B "L v 8yk
o, = ; ﬁ( or, Z <oy P, (;1 B’“”’x’“)
k=1 = m=1
" v
= —(Bx)B i
Z T

Derivando mais uma vez, obtemos

(Bz) By By;.
83: 81‘] Z Z ylﬁyk (B)Bij B

=1

k=1
Substituindo as expressoes acima na Equagao (1.2.2), obtemos

ZZ ZZBkiaijBlj % Z (Z By z) (y) +cv(y) = f(BTy)~

=1 k=1 \i=1 j=1

Denotando por A € M,,»,(R) a matriz A = (a;;), sabemos que, por A ser uma matriz simétrica,
que existe uma matriz ortogonal B tal que BABT é uma matriz diagonal, ou seja,

BABT ZZBkzaszlj - Al€5kl7

=1 5=1

em que Aj, j € {1,...,n}, sdo os autovalores da matriz A.
Escolhendo a matriz B desta forma, a equagao se torna

ZZ)\MSM 85;; Z (Z By z) (y) + cv(y) = f(BTy),

1=1 k=1
ou seja,

St +z<sz”) () + ) = F(BTy).

Vamos usar a equagao acima para classificar as equagoes.

1.2.1. Classificagao para n = 2. No caso em que n = 2 ficamos com

2 2
(122 NG00+ 2 G0+ ) + B (5) + culy) = (BT

7 2 ~ . . . ~
em que by =Y. _; By;b;. Usando a equagao acima, podemos fazer a seguinte classificacao:

(1) Se A1 e Ag forem ambos diferentes de zero e tiverem o mesmo sinal, chamamos a equagao de
eliptica.

(2) Se A1 e Ao forem ambos diferentes de zero e tiverem sinais diferentes, chamamos a equagao
de hiperbdlica.

ILembramos que, quando temos uma fungdo u : U C R™ — R, uma mudanca de coordenadas nada mais é do que a
composicao de u com uma bijegao ® : V' — U, ou seja, uo ® : V. — R. No estudo de EDPs, geralmente essa bijecao é
um difeomorfismo.
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(3) Se um dos autovalores for igual a zero e o outro diferente de zero, chamamos a equagao de
parabolica.

OBSERVAGAO 19. Os nomes das equagdes acima se devem ao seguinte fato: Consideremos a equagao
)\15% + )\253 + 6151 + 6262 +c=0.

Se A1 e Ay forem diferentes de zero, esta equagao pode ser escrita como

6 2 E 2 E 2 B 2
[ b2 )
(51 o ) + A2 (52 + 2/\2> =M (2/\1> 2 (%) “

Se A1 e Ay tiverem o mesmo sinal, entdo a equagdo acima descreve uma elipse (ou uma regido
vazia). Se A1 e Ay tiverem sinais opostos, entdo a equagao acima descreve uma hipérbole.
Por fim, se Ay #0 e Ay =0 e by # 0, entdo temos

2 ~ 2
by ~ _ by
<§1+2>\> + baéy = A\ <2>\1> —c.

A equagao acima descreve uma parabola. O mesmo ocorre com \; =0 e Ay # 0 e by # 0.
Apesar desta origem dos nomes, ndo ha muito mais o que se pode obter dessas relagoes entre as
equacgoes e as conicas.

OBSERVAGAO 20. Se A1 #0e X =0¢ by = 0, entdo essencialmente temos uma equagao diferencial
apenas em ¥i, sem termos em go. O mesmo se pode dizer para Ay = 0 e Ay # 0 e by = 0, ja que a
equacao fica apenas em ys.

Para cada um dos casos, podemos escrever a EDP numa forma ainda mais simples. Se a equacgao
for eliptica ou hiperbolica, entdo podemos definir w : Uz — R por w(z1, 22) = v(y/|A1]21, /| A2]22), em

que Us = { 21, 22); (VIM1lz1, /| A2]22) € Ul}. Assim,

ow

g(z) \/|)\1|217\/|)\2\22 5 (2) = |\ | \/|>\1|Zla\/|/\2|22
J j

Portanto, se a equagao for eliptica7 obtemos

9w 9w z Jw = Jw
872%(2)—’_ 922 2( )+b13 1( )+b28722

em que * é igual a 4+ se os autovalores forem positivos e igual a — se forem negativos.
Se a equagao for hiperbolica, obtemos

0w 0w ow ow
872%(2)7822()+b1 ()+b282

em que * é igual a + se A\; > 0 e igual a — se Ao < 0 for negativo.
Se a equagdo for parabdlica e A\; # 0, entdo podemos definir w : Uy — R por w(z1,22) =
v(4/|\1]21, 22) e a equagdo se torna

L)+ b ) + B (1) + eoy) = £(B7y).

Novamente o sinal + depende do autovalor A\;. Se a equagao for parabodlica e Ay # 0, entao
trocando y; por y» obtemos a mesma expressao anterior.

As formas acima sdo chamadas de formas normais.

Vamos por fim achar um critério para classificar as equagoes partindo da nossa equagao original.
Para tanto usamos a seguinte proposigao:

(2) + cw(z) = £f(By),

(2) + cw(z) = £f(By),
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PROPOSICAO 21. A equagdo €

1) Eliptica se, e somente se, det(A) > 0.

2) Hiperbdlica se, e somente se, det(A) < 0.

3) Parabdlica se, e somente se, det(A) =0 e A # 0.

DEMONSTRACAO. Basta observar que
—asz1 A —az

det(A\ — A) = det ( A—an —on > = (A —a11) (A — ag) — arzan

2
= X" — (a11 + a22) X + a11a22 — a12a2:.

Os autovalores sao iguais a

(a1 +a2) V(a1 + a22)? — 4(ar1aza — arzas;)
Ap = — +
2 2
_ (o tan) | V(o +a2) —ddet(4)
2 2 )

Observamos que os autovalores acima sao sempre reais. Isto pode ser provado lembrando que
a12 = az1 da seguinte maneira:

(a11 + az2)? — 4(ar1a92 — ar2a21) = a3y + a3, + 2a11a20 — 4arjase + 4arzas;
(1.2.3) = a2, + a3y — 2a11a90 + 4a3,
= (a/ll — a22)2 =+ 4@%2 > 0.

Agora observamos o seguinte fato. Considere dois ntumeros dados por Ay = a+be Ay =a—b
tais que ou a ou b sdo diferentes de zero e ambos sdo numeros reais. Se 0 < b < |a|, entdo A; e Ay
sdo positivos se a > 0, A\; e Ag sdo negativos se a < 0. Se b = |al, entdo um dos A; ou Ay vale zero
e o outro 2a. Por fim, se b > |a|, entdo um dos A; ou Ay é positivo e o outro negativo. Usando este
simples fato (verifique!) vamos estudar os casos abaixo:

Note que se det(A) > 0, entdo temos

(au + a22)2 — 4det(A) < ((111 + a22)2.

Assim, 0 < \/(an + as2)? — 4det(A) < |a11 + agz|. Concluimos que ambos autovalores sdo maio-
res do que zero ou ambos sa menores do que zero.

Se det(A) < 0, entdo temos que (a11+as2)?—4det(A) > (a11+a22)? Logo /(a1 + az2)? — 4det(A) >
|a11 + a22]. Concluimos que Ay sdo diferentes de zero e tém sinais opostos.

Por fim, se det(A) = 0, entdo um dos autovalores é igual a zero e o outro igual a aj1 + age, que é
diferente de zero, pois A # 0. De fato, pela conta (1.2.3), temos que

(a11 —+ a22)2 — 4det(A) = (a11 — 0,22)2 —+ 4a%2.

Assim, se det(A4) = 0 e aj1 + age = 0, concluimos que a;; = ags € ajz = 0. Mas se a;; = ag €
a11 + aze = 0, entdo a1 = ase = 0. Portanto, teriamos A = 0. O

Por fim, uma tltima observagao em relagao as equagoes parabolicas:

PROPOSIGAO 22. Suponha que a equagdo seja parabdlica e apds uma mudanga de varidvel dada
por uma transformagao ortogonal, obtemos a Equagao 1.2.2. Logo as condigoes A\1 # 0 e A2 = 0 e
ba # 0 e a condigao \1 =0 e Ay # 0 e by # 0 equivalem ao fato da matriz abairo ter posto posto dois:

ain a2 b
b
az1 a2 b

ou seja, se as linhas forem linearmente independentes.
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DEMONSTRAGAO. Observamos que
B aill a9 b1 BT 0
ag1 Q22 b2 0 1

B B 0
_ < By Bio ) ( ann a2 b ) Bi; Bz; 0

By B azi az by 0 0 1
(M 0 Bubi+Biby \_ (M 0 b
0 A2 Baiby + Bagby 0 Xy by /-
. BT 0 - . . - .
Como as matrizes B e o 1 ) sao inversiveis, entao as linhas de

a;n a2 b
as1 a2 by

sao linearmente independentes se, e somente se, as linhas de

A0 b

0 X by
sao linearmente independentes. Se A1 # 0 e A2 = 0, isto ¢ o mesmo que dizer que by #0.Se X1 =0e
A2 # 0, isto é o mesmo que dizer que b; # 0. O

Vamos juntar agora tudo o que vimos na forma de um teorema.

TEOREMA 23. Considere uma equacao diferencial de sequnda ordem com coeficientes reais definida
em um aberto U C R? dada abaizo:
0%u 0%u 0%u ou ou

a11873%(x) +2a12 5——(z) + a2287x§(33) + b1 B, (z) + b237x2(x) +eu(z) = f().

Considere a matriz simétrica dada por

a a
A= 1 a2\
a12 a2
Neste caso,

1) A equagao € elitica (ambos os autovalores de A forem diferentes e tiverem o mesmo sinal) se,
e somente se, det(A) > 0. Neste caso existe uma transformacao linear inversivel T : R? — R? tal que
a funcio v:V — R definida em V := {y € R%2, Ty € U} e dada por v(y) = u(Ty) satisfaz

02v 0%v ov v

afy%(y) + Tyg(y) + clafyl(y) + 62872@) +cv(y) = g(y)-

A equacgao acima € chamada de forma normal das equacdes elipticas.

2) A equagdo € hiperbdlica (ambos os autovalores de A forem diferentes e tiverem sinais opostos)
se, e somente se, det(A) < 0. Neste caso, existe uma transformagao linear inversivel T : R? — R? tal
que a funcio v:V — R definida em V := {y € R?, Ty € U} e dada por v(y) = u(Ty) satisfaz

0%v 9%v ov ov

aT/%(y) - afy%(y) + clafyl(y) + 02@(y) +cv(y) = 9(y)-

A equacgdo acima € chamada de forma normal das equagoes hiperbélicas.

3) A equagao equagao € parabdlica (um e somente um dos autovalores de A é diferente de zero)
se, e somente se, det(A) = 0. Neste caso existe uma transformacao linear inversivel T : R? — R? tal
que a funcio v:V — R definida em V := {y € R?, Ty € U} e dada por v(y) = u(Ty) satisfaz

0%v Ov ov

67%(1/) + clafyl(y) + 02672(11) +cv(y) = g(y)-

A equacao acima € chamada de forma normal das equagoes parabdlicas
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Teremos co # 0 se, e somente se, a matriz
air aip b
aiz az by

Acima vemos que uma equacdo eliptica pode, ap6s uma mudancga de coordenadas, ser escrita em
sua forma normal:

tiver linhas linearmente independentes.

2’U 2'1} v v
gy%@ )+ a2 )+ e 2l () + eoly) = 9().

dy3 oy 0y2
Por outro lado, uma equacgdo da forma acima é eliptica, j4 que a matriz A correspondente é a
matriz identidade cujos autovalores sao ambos positivos.
Da mesma forma, qualquer equagao que tem a forma normal das equagoes hiperbolicas é hiperbo-
lica, j& que a matriz A correspondente é
1 0

que tem autovalores 1 e —1. Por fim, uma equacdo na forma normal das equagOes parabdlica é
parabdlica, jA que a matriz associada é igual a

1 0
=(00),
que tem autovalores 1 e 0.
Essa simples observagao é relevante para dar os trés principais tipos de equagoes elipticas, para-
bolicas e hiperbolicas, que sdo equacoes que ja aparecem na forma normal.

ExEMPLO 24. A equagao de Laplace é eliptica:
0%u 0?
@(x,y) + @(x,y) =0

A equagao do calor é parabdlica:

ou 0%u

A equagao da onda é hiperboélica:

0%u 0%u
a2z W) = g (@ 0):
1.2.2. Classificagao para n > 2. A classificagdo para dimensoes maiores ou iguais a 2 é feita
essencialmente da mesma maneira que anteriormente. Como anteriormente, consideremos

n o n 82 n 9
Yot @)+ ;bia—;‘im + eu(x) = f(x).

i=1 j=1
e a matriz simétrica A = (a;;).

PROPOSIGAO 25. A equagdo €

1) Eliptica se, e somente se, todos os autovalores de A forem néao nulos e tiverem o mesmo sinal.

2) Hiperbolica se, e somente se, todos os autovalores de A forem ndao nulos e um dos autovalores
tem sinal diferente de todos os outros n— 1 autovalores (temos 1 autovalores positivo e n — 1 negativos
ou 1 negativo e n — 1 positivos)

3) Parabdlica se, e somente se, A tem um autovalor igual a zero e todos os outros diferentes de
zero e com o mesmo sinal.
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OBSERVAGAO 26. Em algumas referéncias (Fritz John, por exemplo), também se encontra na
classificagao as equagao ultrahiperbolicas. Elas correspondem ao caso em que todos os autovalores sao
diferentes de zero e ao menos dois sao positivos e outros dois sao negativos. Elas s6 existem em R”,
n > 4.

Novamente, para as equagOes parabolicas, é natural (embora nao seja necessario) supor que a
matriz abaixo tem posto n:
aiq .. Q1np bl

anl .. QAnpn bn

ou seja, que as linhas acima sao linearmente independentes. Com esta hipotese, ao fazer as mudangas
de coordenadas usando uma matriz ortogonal, obtemos uma equacao do tipo

n

S, 2 ov
; )\kaiy%(y) + Zbk@(y) + Cv(y) = f(BTy)7

k=1

com A, # 0 para todo k € {1,...,n — 1} e b, # 0.
Abaixo, daremos os trés principais exemplos de cada tipo.

EXEMPLO 27. A equacdo de Laplace é eliptica:
Au(z) =0.

A matriz associada a equacao é a matriz identidade.
A equagao do calor é parabdlica:

0
a—qz(x,t) = Au(x,t).
A matriz associada a esta equagdo é a matriz
1 0 0
A= : Do
0 1 0
0 0 0
A equacgao da onda é hiperboélica:
0%u

Au(z,t) = ﬁ(% t).

A matriz associada a esta equagao é a matriz

1 0 0
A= :
0 10
0 0 —1

Vale a pena notar que a classificagao acima pode ser feita também quando as equagoes nao tém
coeficientes constante. Neste caso, a classificagao da equacgao pode mudar de ponto a ponto. De fato,
podemos até classificar equagoes semilineares do tipo abaixo:

> a0 @)+ (u(e), @) o)) = £,

i=1 j=1

em que a;; : U — R” s@o funcdes tais que a;;(x) = aj;(x) para todo € U. Neste caso, a classificagao
entre elipticas, parabdlicas ou hiperbélicas depende de cada ponto de z € U.
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ExXEMPLO 28. Considere a equacdo abaixo definida em todo o R3:

?u 0% 0%u
+ 55 +tT355 = f(x1, 22, 23).

022 " Oxl 0z3
A matriz A correspondente é igual a
10 0
A=10 1 0
0 0 I3

Os autovalores sao 1, 1 e x3. Desta maneira a equacao é eliptica em {(331,:1:2, r3) € R 23 > 0},
parabolica em {(a:l,xg,xg) €R3; 25 = 0} e hiperbolica em {(ml,acg,xg) eR3: 25 < 0}.
Se a equacao é quasilinear, entao a situagao fica ainda mais complicada. De fato, consideremos a

seguinte equagao

U 0%u Ou ou
503 (o), V) 5= (0) 4 0 (.00, 2 0 o (0)) = F0),

i=1 j=1

em que a;; : U X R x R" — R” sao fungdes tais que a;j(z,v,y) = aj(x,v,y) para todo (z,v,y) €
U x R x R™. Neste caso, a matriz A é dada por

A = (a;(z,u(x), Vu(zr)))

ou seja, A depende néo s6 de x como da propria solugdo u(z). Assim, a principio, s seria possivel
classificar a equacdo sabendo a sua solucdo. E mesmo assim, a classificacdo dependeria da solucao.
Isto torna tudo muito complicado.

No entanto, em alguns casos, é possivel sim classificar equagoes quasilineares de maneira simples.
Vamos supor que exista ¢ > 0 tal que

ij>

n n
2

Z Z Qi (I, v, y)flﬁ] Z & |§| )

i=1 j=1
para todo (z,v,y) € U x R x R" e £ € R". Logo a matriz A é estritamente positiva (e autoadjunta,
por hipotese). Logo todos os seus autovalores serdo positivos. Desta maneira, podemos afirmar que a
equagdo ¢é eliptica, mesmo sem conhecer a solucdo u(zx).

Podemos também considerar a equagao

ou " 0%u ou ou
a(m, t)—z Z aij(z,t, u(z,t), Vu(z, t))m(x, t)+a (x, u(z,t), a—xl(az, )y ey %(1‘, t)) = f(x,t),

i=1 j=1

em que a;;(x,t,v,y) = a;;(z,t,v,y) e existe ¢ > 0 tal que

Z Z aij(x7 ta v, y)ﬁ?ﬁj 2 c |£‘2 )
i=1 j=1
para todo (z,t,v,y) € U x Rx R X R" e £ € R™.
A matriz (n+ 1) x (n+ 1) sera dada por

A:((aéj) 8)

Como n autovalores sdo positivos e 1 é igual a zero, a equagdo acima é quasilinear parabolica. Um
raciocinio semelhante pode ser usado para equagoes hiperboélicas também.

Referéncias:

Treves

Evans

Strauss

Arendt e Urban
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1.2.3. Exercicios.
ExERrcicio 29. (Folland 2.A.1)(Recordamos aqui as definigdes de multi-indice que aprendemos no

dia 07 de agosto)
Seja um operador diferencial P (z,D) =}, <y, @a (¥) 9%, em que aq € C'(R"). Suponha que
para todo xg € R™ fixo, temos

Z aqo (z) Ogu (z 4+ x0) =
|| <m
ou seja, P (x, D) comuta com todas as translagoes. Prove que as fungoes a, sdo constantes
2?8 € NI, e note que

Z aq (x4 x0) Ogu (z + o) , Vo € R™, Yu € C (R"),

lo|<m

Dica: Considere fungdes u (z) =
Babe a<p

)

9% (£°) = al
@) ={ w s
Exgercicio 30. Considere a equagao de segunda ordem abaixo e mostre em que regides essa

equagao ¢ eliptica, parabolica ou hiperbdlica:
0%u 0%u 0%u
—_ - . 27 —
ExERcicio 31. Considere a forma normal das equacdes hiperbolicas em R? abaixo
62u 82u 8u 8u
= p(Ttz #522) Mostre que v

Defina a fungdo v(y1,y2) = u(yr + y2,y1 — ¥2), ou seja, u(wy,x2) = v(H52,

satisfaz uma equacgao do tipo:

R)) ov ov ~
m(y) + al@yl( Y) +fl2a 2( y) +bu(y) = g(y).

A equagdo acima as vezes também é chamada de forma normal

EXERcicIO 32. (Arendt e Urban 2.1) Classifique as equagées abaixo em lineares, semilineares
quasilineares ou totalmente nao lineares.

a) (§i<a») + e 8 (2) = sen(ay)
b) 8—( x) + e””"’—(x) = sen?(zy)

) L(a) + exp (£ (2) = sen’(a)

ExERrcicio 33. (Arendt e Urban 2.4) Classifique as equagdes abaixo em elipticas, parabolicas ou

hiperbdlicas.
a) —254(x) + 5235 (@) + L4 (2) = 0
m%%}<»+%ﬁm<>+ Tt =0
@9%a> 125253 (@) + i4>:o

EXERCICIO 34. (Arendt e Urban 2.5) Diga em quais pontos a equagao abaixo é eliptica, parabolica

ou hiperbolica:
0%u 0%u 0%u ou ou
2_ 1) 2o PN TE o —— 5-1) 7)) = ().
(:Cl ) ax% (.T) + 22122 awlaIQ (.’13) + ($2 ) 81'%( ) T15— (91'1 (x) + X2 ax2 (l’)

EXERCICIO 35. Suponha que a equagao abaixo definida em R™ seja eliptica

EZE:Z%)az }j z) + cu(x) = f(x).

=1 j=1
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Mostre, entdo, que a equacdo abaixo, definida em R™*!, & parabolica

ou S 0%u " ou
9 @0+ D o @)+ 3 b t) +eutet) = S 1)

i=1 j=1

18



CAPITULO 2

Fungoes harmonicas (Aula do dia 4 de setembro)

Vamos iniciar o nosso estudo com as equagoes de Laplace e de Poisson. Mais especificamente,
estaremos interessados na seguinte equagao:

Au(z) = f(z), z € U,
em que U C R™ é um aberto. Lembramos que

0? 0?
A= 922 +...+ax%.
Quando f = 0, chamamos a equagao de equacao de Laplace. Quando f # 0, a equacao é chamada
de equacgao de Poisson.
Essas equagoes aparecem em diversos contextos. Em situagoes fisicas, geralmente descrevem mo-
delos fisicos estéticos, que ndo variam com o tempo. Entre os exemplos, temos (vejam mais no livro
do Strauss):

(1) A equagao aparece naturalmente quando consideramos a equagdo do calor ou da onda em
equilibrio. De fato, suponha que um corpo esteja em equilibrio térmico. A equagéo do calor
descreve a temperatura deste corpo e é dada por

ou
ot
Como o corpo estéd em equilibrio térmico, concluimos que a temperatura nao varia. Logo
%(x,t) = 0 e a temperatura satisfaz a equagdo de Laplace. Com a equagdo da onda em
equilibrio temos o mesmo argumento, ja que neste caso %(m7 t)=0.
(2) Na teoria de variaveis complexas, uma fung¢ao f : U — C, U C C um aberto, é analitica se, e
somente se, f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) é uma fungdo C* e as fungdes com valores reais u e
v satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann:

ou Ov Ou ov

(x,t) = Au(x,t).

— =—e—=——.
dr Jy Oy Oox
Neste caso u e v satisfazem a equagao de Laplace.
(3) Na teoria do Eletromagnetismo, se os campos ndo variam com o tempo, entdo o campo
elétrico satisfaz:

vE="
€0.
VxE=0

Se E: U C R?® = R3 for de classe C"' e estiver definido num aberto convexo, entdo existe
uma funcao ¢ : U — R de classe C? tal que E = —V (veja o livro do Apostol ou o Elon).
A fungao ¢ é chamada de potencial elétrico. Assim, temos

“Ap=-VVp=V.E="L.
€0

(4) Um fluido incompressivel e irrotacional estacionéario pode ser descrito por um campo de

velocidades v : U — R3, em que U C R3 é um aberto. Nas condicoes dadas, temos que

19
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Vxv=0eV.v=0.Sevédeclasse C! e U é um aberto convexo, entdo v = —V, em que
¢ : U — R é o potencial de velocidade. Assim

Ap=V.Vp=—-V.u=0.

(5) Na teoria da gravitagdo de Newton, podemos, em certas situagoes, descrever o campo gra-
vitacional usando o potencial gravitacional ¢ : U — R, em que U C R? é um aberto. Esse
potencial satisfaz a equagao

Ap(z) = 4rGp(),
em que p é a densidade de massa e G é a constante gravitacional.

Geralmente estaremos interessados em resolver essas equagoes em um aberto U de R™. Neste caso,
naturalmente aparecem condigdes que a solugdo deve satisfazer na fronteira QU. Tais condi¢oes nao
s6 sao relacionadas a condigoes fisicas, mas também sao fundamentais para determinar as solugoes
das equagoes. Abaixo, listamos 3 das principais condigoes de contorno e sua interpretacao quando
u : U — R descreve a temperatura de um corpo em equilibrio térmico:

(1) Condigao de Contorno de Dirichlet. Neste caso, queremos que a fungéo u satisfaga em U, a
condigao:
u(z) = g(x),
em que g : OU — R é uma fungdo dada. Esta é uma condi¢ao que aparece quando a
temperatura é fixa e igual a g na fronteira de U.
(2) Condigao de Contorno de Neumann. Neste caso, queremos que a fungao u satisfaga em OU
a condigao:

2 (1) = 9(a).
em que g : OU — R ¢ uma funcdo dada e 2%(z) = (Vu(z),n(z)) é a derivada direcional de u
em relagdo a normal que aponta para fora. Esta é uma condigao que aparece quando o fluxo
de temperatura (calor) é fixo e proporcional a g na fronteira de U.
(3) Condigao de Contorno de Robin. Neste caso, queremos que a fungao u satisfaga em OU a
condigao:

2 0) + au(e) = g(z).
em que g : OU — R é uma fun¢do dada. Esta é uma condigdo que aparece quando o fluxo de
temperatura (calor) é proporcional a propria temperatura (quando a # 0 e g = 0), ou depende
tanto da temperatura dentro do corpo, dada por u, como a temperatura g na fronteira de U.

Neste primeiro momento, vamos apenas focar nas propriedades de func¢oes que satisfazem a equagao
de Laplace:

Au(z) =0.

As solugoes dessa equacao sao chamadas de fungdes harmoénicas. De forma mais precisa, temos

DEFINIGAO 36. Seja U C R™ um aberto. Dizemos que uma fun¢do v : U — R é uma funcio
harménica se

1) u & de classe C?.

2) Au (z) = 0 para todo z € U.

2.1. O Teorema do valor médio.

Nessa se¢ao vamos mostrar o teorema do valor médio. Esse teorema mostra que as fungoes harmé-
nicas tém uma propriedade de “serem médias de si mesmas sobre bolas”, conforme veremos mais
adiante de maneira mais precisa. Este resultado possui diversas aplicagoes, como veremos nas segoes
posteriores. Para prova-lo precisamos de algumas defini¢oes e resultados preliminares.

Para demonstrar o Teorema do valor médio, precisamos antes de algumas defini¢oes e resultados.
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Antes definiremos B(z,r) = {y € R"; |y —z| < r}, B(z,r) = {y e R"; |y — x| <r}, IB(z,r) =
{yeRY; ly—x|=r}eS"1:=08B(0,1).

|B(z,7)| := / dy é o volume da bola B(z,r)
B(z,r)

|0B(z,7)| := / dS(y) € a area da bola 0B(z,r)
OB(x,r)

|S"*1| = / dS(y) ¢ a area da bola unitaria
S§n—1

LEMA 37. Seja U C R™ um aberto e f : U — R uma fun¢dao continua. Seja x € U, r > 0 e
B(z,r) C U. Logo

1) [op@s F@ASW) = [gus flz +r2)r~1dS(2).

2) |0B(z,r)| = r"t |S”*1’.

3) fB(%r) fly)dy = for (fgn—1 flx+ sz)dS(z)) s"tds = foT faB(xvr) f(y)dS(y)ds.

rrlsn—t

4 1B = "5

DEMONSTRAGAO. Vamos provar apenas para n = 3. O caso geral pode ser provado também
usando coordenadas esféricas.

Lembramos de calculo 3 que podemos calcular a integral de superficie na esfera usando coordenadas
esféricas em dimensoées superiores. Assim, para calcular

/ (S w).
OB (z,r)

vamos usar p (0,1) = (x1 + rcos(f)sen(v)), zo + rsen(f)sen(y), x3 + rcos(y))), em que x = (x1, x2,x3).

Logo
<@ @> <@ @> E
o 26 96 96 o _|9p _ Op I
86 By Y By
Portanto

™ 2m
/ / f (z1 + rcos(@)sen(v)), o + rsen(f)sen(v), 3 + r cos(1))) risentpdfds).
o Jo

Por outro lado,

[z +r2)ridS(z)
S2
pode ser calculado usando

p (0,9) = (cos(f)sen(), sen(f)sen (1)), cos())) .

Assim,
dS(z) = senpdfdip.

Concluimos que

f(z+rz)r?dS(z)
Sﬂ' 27
= / / f(x +rp(0,4))r’senypdfdqp
0 0

™ 27
:/ / f (w1 + rcos()sen(vp), x5 + rsen(f)sen(v)), x3 + 7 cos(1)) r’sentpdfda).
0o Jo

Isto conclui a demonstragao.
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2) Basta usar f = 1. Logo

\8B(x,r)|:/ dS(y)(:/ r”’ldS(z):r”’I/ dS(z) = rmt[smY.
OB (z,r) Sn—-1

Sn—1

—

Usamos o resultado do item 1 em (1).

3) Vamos calcular
/ (/ flz+ sz)dS(z)) s"ds.
0 \Jsn—1

Usaremos que z = p(0,1¢) = (cos(f)sen(v)),sen(f)sen(w), cos(v))) e dS(z) = senpdfdip. Assim,
temos

T T 27
/ (/ / f(x1 + scos(f)sen(v)), xo + ssen(f)sen(v)), x3 + s cos(y)) senz/)dﬁdi/)) s2ds
o \Jo Jo

T ™ 2
:/ / / f (21 + scos()sen(rp), x5 + ssen(f)sen(v)), z3 + s cos(1))) s*sentpdfdapds.
o Jo Jo
Por outro lado, podemos calcular f Ba.r) f(y)dy usando coordenadas

y = (1 + scos(0)sen(v), xo + ssen(f)sen(v), xs + scos())

e dy = s’senypdfdipds. Concluimos que

r g 2m
/ fly)dy = / / / f (1 + scos(f)sen(vp), zo + ssen(f)sen(v), x5 + s cos(1p)) s?sentpdfdrpds
B(z,r) 0o Jo Jo

e obtemos o resultado.
Agora note que se f =1, entao

oo (Lo
B(z,r) 0 S2

r 3|Q2
/ dy = |B(z,7)| e / (/ dS(z)) s2ds = ﬂ,
B(z,r) 0 S2 3

OBSERVAGAO 38. A demonstragdo acima poderia ser feita em R™ usando coordenadas esféricas.
Estas coordenadas sao definidas como

Assim,

O

x1 = 1rcos (¢1)

x9 = rsen (¢1) cos (¢2)

Tp—1 = rsen (¢1) ...sen (¢n—2) cos (dn—1)

ZTp, = rsen (¢1) ...sen (¢p_2) sen (dn—1),

em que ¢1 € 10,27, ¢; = ]0,7[, j > 2. Neste caso, o Jacobiano da transformacao e o célculo de
elemento de area nos dao

dr = " IRZL (sen (¢ x ) drdey...dé,
dS(x) = r" 2] (sen (¢n_i))" L dy...ddy_q,

em que dS(z) é o elemento de area em B(0,r).
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DEFINIGAO 39. (Médias sobre abertos e superficies) Seja U um aberto limitado e S uma superficie
compacta.
1) Se u: U — R é uma fungao integravel, definimos

1
][udy = —/ udy, em que |U] ::/ dy.
U Ul Ju U

A integral fU udy é chamada de média de u sobre o aberto U.
1) Se u: S — R é uma fungdo continua (ou, mais geral, integréavel em ), definimos

]i wdS(y) == I%I /S wdS(y), em que |S| = /S dS(y).

A integral fs udS(y) é chamada de média de u sobre a superficie S.

Note que a média de uma fungao constante é sempre igual a essa mesma constante.
Algumas propriedades serdo particularmente tteis para nos.

PROPOSIGAO 40. Seja U C R™ um aberto e w € C(U). Logo as seguintes propriedades sGo
equivalentes:
1) u(x) = fB(w 1 udy, para todo B(x,r) C U.

2) u(x) = JCaB(m.r) udS, para todo B(z,r) C U.

DEMONSTRAGAO. 1) = 2) Neste caso, temos
1
u(z) = ][ udy = ——— u(y)dy
B(z,r) ‘B(I,’/‘” B(x,r)
l n " S n—1
= e Snilu(x—i—sz)d (2) | s"ds.

Em (1) usamos os itens 3 e 4 do Lema 37.

Assim,
r"u(z) = L_l/ </ u(z + sz)d8(2)> s"lds.
S Jo \Jsn-

Derivando os dois lados em r, temos

dii (r"u (x)) = di‘i <Sf_1| /O (/S u(z + sz)dS(z)> 5”1d5> :

Vemos assim que

—~
N2

n n—1

o (r"u(x)) = nr

d n /7" (/ ) = ) n 1
— [ =—— u(x +s2)dS(z) | s" ds | = — w(x +rz2)dS(z)r" .
i (e [ ([ vt eombasto ] Jguon M8 TSR

Acima, usamos que u é continua. Desta forma, s — [.._, u(z + sz)dS(z)s™ ! & uma funcio
’ ) S
continua e podemos derivar a sua integral.
Portanto,

u ()

1
pn—1 ‘Sn71| g1
o__1 _ w(2)dS(z) = ][ u(2)dS ().
0B (z,7)| Jop (. 9B (w,r)
Em (1) usamos o item 1 do Lema 37.

2) = 1) Suponha que
u(x) = ][ udS.
OB (z,r)

u(z) = u(z +r2)r"tdS(z)
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Vamos agora multiplicar u(z) e o valor da média por |0B(z, s)| e integrar de 0 a r. Assim, temos

' _ [ u s Y u
(2.1.1) /ou(x) |8B(;v,s)|d8—/0 /aB(z’S) (y)dS(y)d /B(z,r) (y)dy.

Em (1) usamos o item 3 do Lema 37.
Note que

n—1|,n
S r
—Uu

——u(@) 2 | B, u(),

(2.1.2) /Oru(x) 0B(x, 3)|ds L |87 u(x) /0 1 ds =

em que usamos o item 2 e o item 4 do Lema 37 em (1) e (2) respectivamente. Juntando as expressoes
(2.1.1) e (2.1.2), obtemos

1

U(x) - |B($7T)‘ B(xz,r

u(y)dy = ][ u(y)dy.
) B(a,r)

Estamos finalmente em condigoes de enunciar e provar o Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 41. (Teorema do Valor Médio) Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma fungao
harmonica. Logo para todo B(z,r) C U, temos

u(z) = ][ udS = ][ udy.
OB (z,r) B(z,r)

E interessante notar que, de certa maneira, este teorema é razoavel dados os exemplos de aplicagoes
das fungdes harmonicas. Por exemplo, suponha que a funcao u descreva a temperatura de um corpo
em equilibrio térmico. Se tivéssemos fB (@) udy > u(x), isto implicaria que a média de temperatura de
u em uma bola ao redor de x é superior a prépria temperatura em x. Entao esperariamos que houvesse
um fluxo de calor de tal forma que a temperatura aumentasse em . Mas isso nao pode ocorrer, ja que
corpo esti em equilibrio. O mesmo raciocinio se aplica se fB@ ” udy < u(xz). Assim, aparentemente,
parece que a Unica opgao razoavel é que fB(I " udy = u(xz). E claro que matematicamente essa
discussao nao prova nada. Mas talvez ajude a dar alguma intuigao sobre o teorema.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que para todo B(x,r) C U, temos, devido a Proposigao 40.
Seja

d(z,U¢) = inf {d(z,y); y € U°}.
Dado z € U, definimos ¢ :]0, d(z, U¢)[— R por

= ds.
(b(r) f?B(m,r)u g

Vamos mostrar que

1) ¢ & um fungao constante.

Para prova-lo, basta mostrar que ¢’ (r) = 0, para todo r > 0. Vamos inicialmente escrever ¢ de
uma maneira adequada. Temos

1
¢ (r) = ][ udS = ——— u(y)dsS (y)
9B(z,r) 0B(z,7)| Jop(a.r)
(_) ; n—1 _ 1 ’
= e o " u(z+rz)dS (2) = 1] Jos u(x +rz)dS(z)

em que em (1) usamos os itens 1 e 2 do Lema 37.
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Logo
1 (1) 1 Yy—x
¢ (r) = —— Vu(z +7rz2).2dS (2) &= ——— Vu(y). ds (y
0= [, Ve s Y e [ vu) P asw
@) 1 y—z ®3) 1
= Vu(y). s (y) = —=——~ Vu (y).n(y)dS (y
0B Joen T W T BB Jypgy W W
) 1 () 1

V. (Vu(y))dS (y) Au(y)dS(y) =0

B |8B(I,T’)| B(z,r) a |8B(:E7T)‘ B(x,r)

Usamos o item 1 do Lema 37 em (1), o item 2 em (2), a definigdo de normal para fora em (3), o
Teorema da divergéncia em (4) e o fato de u ser harmonica em (5).

2) ¢ (r) = u(z) para todo r €]0,d(z, U°)[.

Sabemos que ¢ é uma fungao constante. Logo para todo r e s em |0, d(x, U¢)[, temos ¢(r) = ¢(s).
Em particular, tomando o limite s para zero, temos

¢(r) = lim ¢(s).

Lembramos que o limite acima é verdadeiro, porque, afinal, o limite é feito sobre uma funcao
constante.
Agora notamos que

lim ¢(s)

s—0t
1

= lim — u(y)dS(y
B8 0B, Jopiey W

. 1 1
— AR (aB<x, M oW T IO TR Jopen " @))

— lim (a; (uly) — u(z))dS(y) + u(x))

s—0t (SL', 8)| 9B(z,s)
v I ! "14s
u(z) + Sir(r)l+ W s (u(z + sz) —u(z))s (y)

@ux im ; w(x + sz) —u(x = u(x
ufa) + i (g [ (et 59) = ) ds(o)) = ula).

s—0t

Usamos os itens 1 e 2 do Lema 37 em (1) e a continuidade de u em (2). Concluimos que

1
u(z) = ¢(r) = W oB(en) u(y)dS(y).

Vamos agora provar o inverso.

PROPOSICAO 42. Seja U C R™ um aberto e v : U = R uma funcdo de classe C%. Suponha que
u(z) = fE)B(a: " udS, para todo B(xz,r) C U. Logo u € harmonica.

DEMONSTRAGCAO. Sabemos que

u(x) = udS = u(y)dS(y
( ) faB(w,r) |aB($,7")| 0B(z,r) ( ) ( )

(J 1 n—1

= e o u(z +rz)r" " dS(z)
1
S Jene

Em (1) usamos os itens 1 e 2 do Lema 37.

u(z +rz)dS(z).
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Derivando em r, temos que

0= 4 (/ u(z + rz)dS(z)) = Vu(z +rz).2dS(z)
dr §n—1 §n—1
1 1 —
= — Vu(x +rz).zr"1dS(2) W — / Vu(y)y de(y)
rnt Sn—1 rn—t OB(x,r) r

2 1 @3 1
/ Vu(y)n(y)ds(y) 2 — / V. Vu(y)dy
r OB (z,r) r B(z,r)

=),
= Au(y)dy.
rn=t B(z,r) )

Em (1) usamos o item 1 do Lema 37, em (2) a normal exterior n ¢ em (3) usamos o Teorema da
Divergéncia.
Como u € C?(U), concluimos que Au é uma fungio continua em U tal que

| sy =0
B(z,r)

para todo B(z,r) C U. Se Au(zg) > 0 para alguma xo € U, entdo Au(zg) > 0 em B(zo,r) para
algum r suficientemente pequeno, devido a continuidade de u. Logo || Blzo.r) Au(y)dy > 0, o que é um

absurdo. O anélogo ocorre quando Au(zg) < 0 para algum zo € U. Portanto, temos Au =0e u é
harménica. g

2.1.1. Exercicios.

EXERCICIO 43. Seja U = ]a,b[. Determine todas as fungoes harmonicas em U. Se f € C(U),
mostre que existe uma tnica solu¢ao de Au(x) = f(x) com condigoes de Dirichlet u(a) = u(b) =0 e

determine esta solucéo. (Note que aqui A = -45)

EXERCICIO 44. Considere U C R™ um aberto limitado de classe C?.
i) Sejam u e v : U — R fungoes de classe C? (U) Prove que

V. (vVu) = Vu.Vu + vAu.

ii) Mostre, usando o teorema da divergéncia, que

ou
/aU v () W (x)dS (z) = /UVU (x) .Vu(x)dr + / v (z) Au (z) dz,

U
em que v é a normal que aponta para fora de U.
iii) Conclua que se u : U — R ¢é de classe C? (U) e ¢ solugao de
Au(z)=f(z), 2 €U
{ g—ﬁ(x):g(m ,xedU ’
em que f e g sdo continuas, entao

/aUg<x>dS<x>=/Uf<x>dx.

EXERCICIO 45. Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma funcio de classe C2. Mostre que
Au(z) = V.Vu(z) := div (grad(u)) .

Se D2u x) é a matriz Hessiana de v no ponto z, isto é D2u x) é uma matriz n x n dada por
) )
2

D2 _ (07 ) . Mostre
u(l‘) Ox; 0z (x) i,5€{1,...,n} e ane

Au(z) = Tr (D*u(z)),

em que Tr denota o trago da matriz.
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ExErcicio 46. Mostre que se f: U — C, U C C, entao

0% f
5‘282_Af(z)’
em que
o _1(0 o\, 0 1(0 0
0z 2\o0x Oy dz 2\0x Oy)’

Conclua que uma fungao holomorfa, ou seja, C*° e que satisfaz ﬂ(z) = 0 automaticamente é uma

0z
fungao harmonica.

EXERCICIO 47. Seja U = |a,b] C R. Mostre que as fung¢oes harmoénicas u : |a, b — R satisfazem a
formula do valor médio:

1 T+r
u(z) = ][ uly)dy = 5 u(y) dy,
B(z,r) T Jz—r

para todo r > 0 tal que [z — r,x + 7] C ]a, b].

ExXERcicio 48. (Folland exercicio (2.B.2))
Seja u € C? (U), U C R™ um aberto e z € U. Mostre que
2n { 1

51| Snilu(mJﬂ”y)dS(y)—u(@

o) =l 55

Conclua que se

u<x>=f u(y)dS (y), VB (@) C U,
OB(z,r)

entao u é harmonica.
Dica: Use a féormula de Taylor de grau 2 em r e observe que, por simetria, fsn_l y;dS (y) =

Jono1 iurdS (y) = 0,50 j # k, e que [, y2dS (y) = 5 [gur 25— 434S (y) = 5 [ga-r 1dS ().

EXERCICIO 49. (Evans Cap. 2 ex. 2) Seja u : R™ — R. Prove que a equagao de Laplace Au(z) =0
é invariante por rotagao, isto é, Se B é uma matriz n X n ortogonal e v : R® — R é definida como
v(z) = u(Bz), entdo Av(z) = 0.

Exgrcicio 50. (Evans Cap. 2 ex. 3) Modifique a prova do Teorema do valor médio e mostre que,
se n > 3, entao

1 1 1
u(0) = f 9dsS + ( _ ) fde,
B(0,r) n(n—2)[B(0,1)| Jpo.m \|z|"=2 2

desde que
—Au(z) = f(z), ze€ B(0,r)
{ u(z) = g(z) x€dB(0,r)
Referéncias:
Evans
Folland
Strauss

2.2. Regularidade (Aula do dia 9 de setembro)
Vamos agora provar regularidade. Para tanto, precisaremos da seguinte fungao auxiliar:

LEMA 51. A funcdo f: R — R definida como
1
e, t>0

€ uma fungao C*.
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DEMONSTRAGAO. Parat > 0 e parat < 0, a fun¢ao é C'°°. Basta, entdo, mostrar que as derivadas
de f em zero existem para qualquer ordem. Em particular, vamos mostrar que todas as derivadas em

Z€ro sao iguais a zero.
i f

Para isto, observamos que para cada j € Ny, existe um polinomio P; tal que entdao T+ (t) =
P; (%) e~ 1. Vamos provar este fato por inducao:
Para j = 0, isto é 6bvio e o polindmio é simplesmente igual a 1, ja que ‘fng”(t) = f(t) = e .
Suponha agora que este fato valha para algum j > 0. Logo
At f d (df d 1 1
- t) = — | — h=— (P [=)e *
dtﬂ+1() dt \ dtJ ®) dt \' 7\t
2 2
1N?dP; (1 1 (1 1\ .
=—(2) Z2(Z)e v+ (2] P [Z])e 7.
() @ @)+ () n ()
Assim, definindo o polinémio Pjy;(x) = —2*P} (x) + 2*P; (), concluimos que
dj-i-lf 1 L
gt =P (7 et
Vamos agora mostrar que isto implica que %(0) = 0 para todo j € Ny. Para j = 0, isto é ébvio

.~ . ~ & f
pela defini¢ao de f. Vamos usar novamente indugao. Se 7

que a derivada do lado esquerdo é zero
j j
& () — G0 0-0

I = lim — =
v h hao- R 0,

(0) = 0 para algum j € Ny, entdo é claro

j& que f;—g(t) = 0 para todo t < 0.

Tomando o limite do lado direito, temos
LLh) — 2L Py (L) et
T Wkl i O NI Bili)e _ lim P;

h—0t h h—0t h h—0t (h)

Nossa conclusao é que

P gy = (BTN () T —FHO)

dtit1 2 dt \ dt = h50 h -
Logo todas as derivadas de qualquer ordem existem em todos os pontos. A fun¢do f é, portanto,
C*. O

PRrROPOSIGAO 52. Seja U C R™ um aberto. Suponha que u : U — R € uma fung¢do continua tal que
u(z) = JCBB(:E »y udS, para todo B(z,r) CU. Logo u é C*=(U).

DEMONSTRAGAO. Sejae > 0e U, :={x € U; d(x,0U) > €}. Consideremos nn € C>°(R") dado por
n(z) = cof (€ — |z|?), em que ¢y € R. Assim, vemos que

B
_ ) e Sl x| <e
) =
n(x) { 0. 2] > e

A fungio acima ¢ C*°(R"), j4 que é composicao de duas fungdes C=: z € R” — € — |z]° € R e
f:R — R. Além disso, 7 se anula fora da bola B.(0). Vamos escolher ¢y € R de tal forma que

1
/ N(y)dy =1 < ¢y =

. :
IR dy

B.(0) €
Vamos definir u. : U, — R por

() = /U 0z — y)u(y)dy = /B eyt
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ja que y — n(z — y) se anula quando y ¢ B(z,€). B B
Seja A C U um aberto limitado tal que A C U, (aqui A é o fecho em relagao a R™, portanto A é
um compacto). Seja K := {y € R";d(y,A) < e} C U. Logo K é um compacto e, se x € A, entao

ue(w) = /Un(x — yu(y)dy Y /Kn(w —y)u(y)dy.

Em (1) usamos que se y ¢ K e x € A, entdo |z — y| > e. Assim n(z — y) é igual a zero e, portanto,
basta considerar y € K.

Como K é um compacto e 1 é uma funcao C'°°, podemos derivar a expressao acima e concluir que

0% (z) = /K 0% n(x — y)uly)dy.

Em particular, u. ¢ uma fungdo C*°.
Note que se z € U, entao

ue(w) = /3(9376) n(z — y)u(y)dy W /06 </sn—1 n(—rz)u(x + rz)dS(z)) 1
= /Of (/Sn_l cof (€2 — |rz*)u(x + rz)dS(Z)> 1y

_ /0 cof (e —r?) (/S w(z + rz)r”_ldS(z)) i@ /0 cof (€2 —12) (/ww) u(y>d5(y)> dr

= /6 cof (e —r)yrnt ‘S"‘l‘ % u(y)dS(y) | dr
o rn |Sn |

OB (x,r)
- / cof(e =)t [s" (][ u(y)dS(y)> i / cof (€ =r)r 1S u(a)dr
OB (z,r) 0

0
Qu) [ [ are =rtaser Q) [ s = ).

B(0.¢)
Em (1) usamos o item 3 do Lema 37. Em (2) usamos o item 1 do Lema 37. Em (3) usamos item
2 do Lema 37 e a definigdo de média. Em (4) usamos a propriedade do valor médio que assumimos na

Proposi¢ao. Em (5), usamos que [S*~*| = [, _, dS(2). Em (6), usamos novamente o item 3 do Lema
37.

Assim, u restrito a U, € C*°. Como U.sqU, = U, concluimos que u estd em C°(U). O
Concluimos esta se¢do juntando todos os resultados que aprendemos no Teorema abaixo:

TEOREMA 53. Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma fungio. As segquintes propriedades abaizo
sao equivalentes:

1) A fungdo u é harmonica, ou seja, u € C%(U) e Au(z) =0 para todo x € U.
2) A fungio u € continua e u (x) = fB(w - udy, para todo B(x,r) C U.

3) A fungio u é continua e u(x) = faB(I »y udS, para todo B(z,r)CU.
4) A fungao u € C°(U) e Au(x) =0 para todo x € U.

DEMONSTRAGAO. 1) implica 2) devido ao Teorema do valor médio 41.

As condigoes 2) e 3) sdo equivalentes de acordo com a Proposigao 40.

O item 3) implica que u é C* de acordo com a Proposi¢ao 52. Assim, se vale 3) a funcdo ¢ C* e
vale o valor médio. Logo pela Proposicao 42, a fungdo u é harmonica e vale o item 4).

O item 4) implica 1) trivialmente. O

COROLARIO 54. Seja U C R™ um aberto e (u")nENo uma sequéncia de fungoes u, : U — R
harménicas. Seja u : U — R wma funcgdo e suponha que para todo compacto K C U as funcoes uy,
convergem uniformemente para u em K. Logo u € harménica. Em particular, u é C°.
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DEMONSTRAGAO. Sabemos que para todo B(z,r) C U temos

1
Un(x) = Updy = ———— Un (y)dy.
( ) ][B(w,r) ‘B(JZ,’/‘N B(z,r) ( )

Como u,, converge uniformemente em B(z, ), concluimos que

1
u(z) = lim u,(r) = ——— lim Un(Y)dy = ——— u(y)dy.
n—oo |B(.T,’I")| n=0 J B(z,r) " |B(Z‘,T)‘ B(z,r)
Assim, u satisfaz a formula do valor médio. Como u é o limite de fung¢oes continuas uniformemente
sobre compactos, concluimos que u também é continua. Assim, por ser continua e por valer a férmula
do valor médio, a funcao u é harmonica. O

Referéncias:
Evans
Folland

2.3. Principio do maximo e unicidade de EDPs
Vamos agora estudar uma consequéncia do principio do méximo.

TEOREMA 55. Seja U C R™ um aberto limitado e u € C(U) tal que uly; € harménica (ou seja,
uly; € C?(U) e Au=0). Logo

1) maxg u = maxpy u.

2) Se U € conexo e existe vg € U tal que u(xo) = maxgu, entio u € constante.

OBSERVAGAO 56. Usaremos frequentemente a notacao u € C(U)NC?(U) para dizer que u : U — R
é continua e a sua restrigao ul;, : U — R ¢ de classe C2.

DEMONSTRAGAO. Vamos comegar provando 2)
Suponha que v seja conexo e que exista xo € U tal que u(xo) = maxgu. Consideremos agora o
seguinte conjunto
C:={xeU;ur)=u(zy)}.
Este conjunto ¢ fechado em U ja que C = u~!({u(zo)}), u é uma fungdo continua e {u(zg)} é um
conjunto fechado.
Este conjunto também é aberto em U. De fato, se x € C ¢ 0 < r < d(x,0U), entao

1
u(z) = o u(y)dy.
|B(.’1?,’l")| B(z,r)
Por outro lado, também sabemos que
1 1
u(z) = u(r) m—r dy = 75— u(z)dy,
|B($77”)‘ B(z,r) |B(.’17,’I")| B(z,r)

Jj& que a integracao acima é em y.
Assim,

| )~ utdy=o.
B(z,r)

Como u(y) < maxgu = u(xo) = u(x), temos que u(r) —u(y) > 0. Como u é continua, concluimos
que u(y) = u(x) = u(zp) (Caso contrario, teriamos fB(w,r) (u(z) —u(y))dy > 0). Assim, B(z,r) C C.

O argumento anterior implica que C é um conjunto aberto e fechado em U. Como U é conexo,
temos C = U. Logo u é uma fungao constante.

1) Seja ¢ € U tal que u(zg) = maxz u. Este xg sempre existe, ja que U é um conjunto compacto.
Se xg € OU, entao concluimos que maxsy u = maxg u. Se xg ¢ OU, entdo seja C' a componente conexa
de U que contém xg. Assim, pelo item 1) concluimos que u|z é a fungao constante. Seja x € dC. Logo
u(x) = u(xo) = maxg u. Basta agora mostrar que x € 9U. Isto implicaria que maxg v = maxay u.
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Suponha que z € 9C, mas z ¢ JU. Concluimos que = € U e que existe r > 0 tal que B(x,r) C U.
Como B(z,r) e C sdo conexos e x € CNB(z,r), entdo CUB(z,r) C U é conexo (lembramos que a unido
de abertos conexos com intersec¢ao nao nula também é conexo). No entanto, C' é uma componente
conexa. Portanto, nao esta contido propriamente em nenhum outro conjunto conexo de U. Assim,
temos C U B(x,r) = C. Mas isto claramente implica que z pertence ao interior de C' e nao ao sua
fronteira. Obtemos um absurdo. O

COROLARIO 57. Seja U C R™ um aberto limitado e u € C(U) tal que u|y; € harmonica (ou seja,
uly; € C2(U) e Au=0). Logo

1) ming u = mingy u.

2) Se U ¢ conexo e existe xo € U tal que u(xo) = ming u, entdo u € constante.

DEMONSTRAGAO. 1) Seja v = —u € C(U) N C?*(U) tal que Av(z) = 0, para todo = € U. Logo

. . (1) . .
minmu = min —v = —maxv = —maxv = min —v = minu.
ouU ou U T T T

Em (1) usamos o principio do méaximo para v.
2) Se u(xg) = ming u, entdo —v(xo) = ming —v. Assim,

v(xp) = — min —v = maxwv.
U U
Portanto, v é uma fungao constante e, portanto, 4 também é constante. O

PROPOSIGAO 58. (Positividade) Seja U um aberto conexo e limitado e u € C(U) N C%(U) uma
funcao tal que
Au(z) = 0, z€U
u(z) = g(x), €U "’
Se g : U — R for uma func¢do continua, g > 0 e g nao for identicamente igual a zero, entdo
u(z) > 0, para todo x € U.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que

minu = minu = ming > 0.
T oU oU

Logo u > 0. Se existir z9 € U tal que u(xg) = 0, entdo necessariamente u(xo) = ming u. Portanto
u é constante e igual a zero. Assim, g também deve ser identicamente zero. Como isto nao ocorre,
concluimos que u(x) > 0 para todo z € U. O

PROPOSIGAO 59. (Unicidade do Problema de Dirichlet) Seja U um aberto limitado, f € C(U) e
g € C(dU). Logo existe no mdzimo uma fungao u € C(U) N C*(U) tal que
Au(z) = f(z), €U
w(z) = g(x), z€dU "’

Note que proposicio acima nao diz que existe alguma solucio u € C(U) N C?(U) do problema
acima. Apenas afirma que, se existir, entdo ela € tnica.

DEMONSTRAGAO. Suponha que u; e us sejam solugdo do problema. Vamos definir v := u; — us.

Como u; e ug pertencem a C(U), entdo v € C(U). Além disso, v é harmonica em U, pois
Av=Au; —Aug=f— f=0.
Estamos assim nas condic¢oes do principio do méaximo. Portanto

maxv = maxv € minv = minw.
T oU T oU

No entanto, para x € 9U, temos
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Logo
minv = maxv = 0.
oUu oU
Logo 0 < v(x) < 0 e, portanto, v é a func¢do nula. Concluimos que u; = us. O

ExXERcIcIO 60. Seja U = Ja,b[ C R. Mostre diretamente (usando a expressio geral de u) que se
u: ]a,b[ = R & harmonica, entdo u se estende a uma fungéo continua em [a, b]. Além disso, o maximo
e o minimo de w ocorrem em @ e b. Mostre também que se 0 maximo ou o minimo ocorrerem em |a, b,
entao u é constante.

EXERCICIO 61. (Evans cap. 2 exercicio 4) Dé uma prova direta de que se u € C2(U) N C(U) &
harmoénica em U, em que U C R™ é um aberto limitado, entao

maxu = maxu.
U T

(Dica: Defina u := u+ ¢|x|? para e > 0 e mostre que u, ndo pode atingir seu maximo sobre U em
um ponto de U.)

ExErcicio 62. (Evans cap. 2 exercicio 5) Seja U C R™ um aberto limitado. Dizemos que
v € C%(U) é subharmonica se
—Av(z) <0, Vx e U.

a) Prove que para fungoes subharmonicas, temos

o(z) < ]é v

para toda bola B(z,e) C U.
b) Prove que

maxv = maxv.
U T

c) Seja ¢ : R — R uma fungao convexa de classe C2. Se u € C? (U) é uma funcao harmonica em
U, mostre que v : U — R definida como v(z) = ¢(u(x)) ¢ uma fungdo subharmonica.
¢) Seja u € C? (U) uma fungdo harménica em U. Mostre que v : U — R definida como v(z) =

|Vu(z)|® é uma fungao subharmonica.

EXERCICIO 63. Seja U C R™ um aberto limitado. Dizemos que v € C%(U) é superharmonica se
—Av(z) >0, Vo € U.

Prove que para fungoes superharmonicas, temos

o(z) > ]i v

para toda bola B(z,e) C U.
EXERCICIO 64. (Evans cap. 2 exercicio 6) Seja U C R™um aberto limitado. Prove que existe uma
constante, que depende apenas de U, tal que

max |u| < C (max|f + max|g|)
T T oU

sempre que u for uma solugao de
—Au(z) = f(z), ze€U
u(z) = g(x), €U’

emque f:U = Reg:0U — R sdo funcdes continuas.
2
(Dica: Observe que —A (u + %)\) <0, para A := maxg |f])
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ExEercicio 65. (Folland cap. 2, ex. 2.B.1) O exercicio abaixo mostra uma versdo complexa do
teorema do maximo:

Seja U C R™ um aberto limitado. Se v : U — C é uma funcao continua, de classe C? no interior
de U e tal que Au (z) = 0 para todo = € U, entao prove que maxy [u| = maxay |ul.

Dica: Se g € U & tal que |u(zo)| = maxg |ul, entdo existe 6 € [0,27[ tal que u(zg) = Me®,
M = |u(z)|. Considere, entdo, a fun¢do harmonica com valores reais v (z) = Re (e *u (z)).

ExERcicIO 66. (Folland cap. 2 ex 2.B.3) O exercicio estende o teorema do méaximo:

Seja U C R™ um aberto e limitado. Todas as fungdes abaixo tem valores reais. Seja
n n 2 n P

0

j=1k=1
em que a;jre b; sao funcoes continuas em U. Suponha que (a;r) seja uma matriz auto-adjunta positiva:
2
ajr = agj e Y51 >y ajk (2) &€ > ag [€]”, para algum ag > 0 e todo & = (&1, ...,&,) # 0.
a) Mostre que se v € C? (U) e Lv (x) > 0 para todo = € U, entdo v nao tem maximo local em U.
Dica: Lembre-se (veja no livro do Elon de analise real volume 2, cinza) que se uma funcio C?

tem maximo local em zy € U, entdo Vv (x9) = 0 e a matriz Hessiana (8m e (x0)> & ndo positiva.
ij

Lembre-se também que toda matriz auto-adjunta é diagonalizavel.

b) Seja w (z) = e_M|’”—‘”°‘2, em que ¥o ¢ U. Mostre que se M for suficientemente grande, entdo
Lw (x) > 0 para todo x € U.

¢) Prove que se u € C*(U)NC (U) e Lu(z) = 0, para todo x € U, entdo maxg u = maxay u.

Dica: Mostre que isso é verdade para a fung¢do v = u + ew, para qualquer ¢ > 0, em que w é a
fungao do item b.

Referéncias:
Evans

2.4. Féormula de Harnack (Aula do dia 11 de setembro)
Vamos agora demonstrar a desigualdade de Harnack.

LEMA 67. Seja U C R™ um conjunto aberto e u : U — R uma fun¢do harmonica. Sejam x e y
pertencentes a U tais que |z —y| < 2d(y,U®). Logo u(z) < 2"u(y).

DEMONSTRAGAO. Seja r := |z — y|. Assim, d(y,U¢) > 2r e, portanto, B(y,2r) C U. Desta
maneira,

1
u(y) = ][ u(z)dz = ——— u(z)dz
B(y,2r) |B<ya 27“)‘ B(y,2r)
1 (1)

= — dz

A IB(O’ 1)| B(y,2r) U(Z) A |B 0 1 | / (z 7‘)

1 1 @ 1

=——" u(z)dz = u(z)dz = —u(x).

2n |B($7 T)l B(z,r) 2n B(z,r) 2n

Usamos em (1) que u é uma fungio positiva (aqui é importante a positividade) e B(x,r) C B(y, 2r).
De fato, se v € B(x,r), entao
lv—y| <|v—2a|+ |z —y| <2r.
Logo v € B(y,2r). Em (2) usamos a formula do valor médio. O

TEOREMA 68. (Desigualdade de Harnack) Seja U C R™ um conjunto aberto. Se V.C U é um
aberto conexo tal que VC U é compacto, entao existe uma constante cy > 0 tal que

supu < cy inf u,
v 14

para toda fungio v : U — R harmonica e positiva.
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Note que precisamos da hipétese extra de positividade para o Teorema.

OBSERVAGAO 69. Note que supy u < cy infy u ocorre se, e somente se, u(z) < cyu(y) para todo
z,yeV.

(=) SezxeyecV,entdo u(x) <supyu < cyinfy u < cyu(y).
(«<=) Basta observar que se %u(x) < u(y) para todo y € V, entao %u(w) ¢ um limitante inferior
para o conjunto {u(y);y € V}. Como o infimo é a maior destes limitantes, concluimos que %u(x) <
infyu para todo « € V. No entanto, isto implica que cyinfyu é um limitante superior para o conjunto

{u(z);z € V}. Como o supremo é o menor destes limitantes, concluimos que supy, u < cyinfy u.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que V' é conexo. Logo V também é um conjunto conexo, pois é o fecho
de um conexo. Seja U C U a componente conexa de U que contém V. Como U é aberto, entdo U
também é aberto, j4 que componentes conexas de abertos em R™ sao abertos. Como U é aberto em
R™ e conexo, entdo U é conexo por caminhos.

Sejam g e yo pertencentes a V tais que u(xo) = min i u(x) = infeey u(z) e u(yo) = max, .y u()
sup,cy u(z) (a igualdade entre o maximo e o supremo ocorre pois V é o fecho de V. O mesmo com
o infimo e o minimo). Como U ¢ conexo por caminhos, concluimos que existe uma fungao continua
v := 10,1 = U C U tal que v(0) = yo e (1) = 9. Como Imy = {y(t); t € [0,1]} & um con-
junto compacto, U¢ é um fechado e Imy N U® = (), concluimos que d(Im~y,U). Seja r > 0 tal que
d(Imv,U®) > 2r.

Como [0,1] & um compacto, entdo a fungdo v é uniformemente continua. Assim, existe § > 0 tal
que se |t —s| < 6§, entdo |y(t) —v(s)| < 7. Sejam to =0 < t1 <tp < .. <ty =1taisque |t; —t;_1] <¢
para todo j € {1,...,N}. Assim, |y(t;) — y(tj_1)| < r < 3d(Imvy,U®) < 1d(~(t;),U°). Pelo Lema 67,
concluimos que u(y(tj—1)) < 2"u(y(t;)). Assim,

2

sup u(z) = ulyo) = u(y(to)) < 2"uly(tr)) < 2Mu(y(t2)) < . <2VMu(y(tn)) =27 inf u(z).

Logo podemos escolher ¢y = 2V7. O

OBSERVAGAO 70. Vamos elaborar o comentéario que tentei fazer em sala de aula:

Suponha que U C R” seja um aberto conexo e x e y sejam dois pontos em U. Se U representa
um corpo (onde vale a equagdo do calor) com temperatura positiva e em equilibrio térmico e sabemos
a temperatura em x, entao serd que a temperatura em y pode ser arbitrariamente grande?

A resposta é nao! Sabemos que se o corpo estd em equilibrio térmico, entao a temperatura nao
varia com o tempo e é dada por uma funcao u : U — R harmoénica. Além disso, estamos supondo que
u é positiva. Seja 7 : [0,1] = U uma fungdo continua tal que v(0) = z e (1) = y. Esta curva existe.
De fato, como U é conexo e aberto, entdo U é conexo por caminhos. Sabemos que ([0, 1]) é compacto

em U. Seja 2r := d(y(]0,1]),U¢) que é estritamente positivo, pois a distdncia entre um compacto
e um fechado disjuntos é sempre positiva. Como ([0, 1]) é compacto, podemos cobri-lo por finitas
bolas B(x1,7), ..., B(xn,r). Vamos supor que as bolas tenham intersec¢ao néo nula com ([0, 1]).

Logo V := B(xy,7) U...U B(z1,7) é conexo e V C U é compacto (estamos usando que se A e B sdo
conexos com intersecgdo nao nula, entdo A U B é conexo). Assim, estamos nas condigbes do teorema
de Harnack. Portanto existe ¢y > 0 tal que u(z1) < cyu(xs) para todo 1 e z9 em V. Em particular,
u(y) < eyu(z). Logo a temperatura em u(y) nao pode ser superior a temperatura cyu(x).

OBSERVACAO 71. O teorema de Harnack supde que V é um aberto cujo fecho V é compacto e
contido em U. Logo V # U. Assim, o teorema nao implica que as funcoes sao limitadas. Por exemplo,
a fungao v :]0,1[ x ]0,1[ — R dada por u(z,y) = ﬁ ¢ harmonica mas nao é limitada. No entanto,
veremos mais para frente que se U for todo o R, entao toda fungao positiva e harmoénica é limitada.

EXERCICIO 72. Seja U =]a,b C Re V =]e¢,d[, em que a < ¢ < d < b. Mostre diretamente
(usando a expressao geral de u) que existe ¢y > tal que

supu < cy inf u,
v \%

para toda funcao harmonica positiva. Estime a constante cy .



35

2.5. FUNCOES HARMONICAS RADIAIS EM R™\ {0}

EXERcICIO 73. (Jirgen Jost) Seja U C R™ um conjunto aberto e (u;) uma sequéncia de funcoes

harménicas monotonicamente crescentes. Mostre que se existir y € U tal que a sequéncia em R dada
por (u;(y)) for limitada, entdo a sequéncia de funcées (u;) converge uniformemente sobre compactos

para uma fungao harmoénica u.
2.5. Funcgbes harmoénicas radiais em R™\ {0}

Fungbes harmonicas radiais vao se mostrar muito importantes no estudo de solugoes tanto da
equacao de Laplace como na de Poisson. Antes de mais nada, vamos deixar claro o que queremos dizer

com fungoes radiais.
DEFINIGAO 74. Seja u : R™\ {0} — R uma func¢do de classe C?. Dizemos que u é uma funcio
radial se existir 4 : ]0,00] — R de classe C? tal que
u(z) = a(lz]),

em que |z| = /2 + ... + 22.
Vamos agora determinar todas as fungoes harmonicas radiais. observamos que
T
T
|z

() = @ (Jal) 3 (Jal) = ()

ou
aCCZ‘ €Ty
em que usamos
9 9 9 ony _ 1o 2\~ 3 T
(9xz(‘x|) = oz, (3:1 + ... —|—xn) =3 (xl + ... —|—xn) 22, = m
Além disso,
0%u o (., T4 o 2 1 x?
T @ = g (M) = (el g + el o — (e
Portanto,
" 0%u Zn, 22 an 1 Zn, T2
Au(z) =) (@) =" (o) =5+ + () =5 - @/ () =55+
2~ a2 EE al af?
n 1
— —u(fz]) -
|z

" (l=)) +ft’(lafl)|$|

Logo Au(z) = 0 se, e somente se, @ satisfaz a equacao abaixo:
ra” (r) + (n — 1)a'(r) = 0.

Vamos resolver a equagao acima fazendo umas contas formais. Seja rg > 0 uma constante fixa.

(2.5.1)
Logo )
r@"(r) + (n— D)@ (r) =0 = Z((:)) _4 = %)
= % In (a'(r)) = a ; n) = In(@'(r)) —In(@'(r0)) = (1 — n) (In(r) — In(ro))
— In(@(r)) =In <ﬂ’(r0) <;}> . ) — @'(r) = <"fo?}> r(t=m,
0
Integrando mais uma vez, concluimos que
a—+ br, n=1
=< aln(r)+b n=2
n>3

a(r) =
mz tb

Observamos que fizemos as contas de maneira pouco cautelosa. Afinal supomos nas passagens
que @'(r) > 0 e assim por diante. No entanto, isso pouco importa. Sabemos dos cursos de EDO

que uma equagao de segunda ordem terd duas solugoes linearmente independentes. O que fizemos foi
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apenas uma conta pouco rigorosa para tentar descobrir essas fungdes. Quem quiser, pode verificar que
a funcdo @ obtida de fato resolve a Equagao (2.5.1).
Vamos entdo enunciar nossa conclusao na forma de uma proposigao.

PROPOSIGAO 75. As solugdes radiais u : R™\ {0} — R do problema de Laplace Au(x) = 0 sao
dadas por

a+blz], mn=1

w(z) =4 aln(jz])+b n=2

—2+b n>3

||

)

em que a e b sao constantes reais.

Existe uma escolha de constantes a e b muito usada e util. Com estas escolhas, definimos o que
chamaremos de solugoes fundamentais.

DEFINIGAO 76. A solugdo fundamental (canodnica) do operador de Laplace —A é a fungéo  :
R™\ {0} — R definida como

—3 ||, n=1
d(r) = —oIn(|z]), n=2
L n>3

1
n(n=2)|B(0,1)] |z|"~*’

Esta escolha de constantes é particularmente interessante devido & proposicao abaixo, que sera
importante no futuro.

PROPOSIGAO 77. Sejan > 2, r >0 ewu: 0B(z,r) = R uma funcéo continua. Logo a solugdo
fundamental (candnica) satisfaz

(25 Lo 05w nasw =—f  uasw),

OB(z,r)

em que v é a normal que aponta para fora de B(x,r). Em particular, se u = 1, temos, para todo r > 0,
que

0P
2.5.3 / (y —x)dS(y) = —1.
( ) OB (z,r) ov )
DEMONSTRAGAO. Vemos que se n > 2, temos
2—n 1-n
Vo(x) = \Y
@ =g B Y
2—n 1—p 1 T
- o' " =

~n(n—2)|B(0,1)]

Por outro lado, se n = 2, temos

e[ n|B(0,1)] [«

1 11 =z 1 =z 1 T
Vo) =—g Vi) = =g = —on >~ n|BO, )] [z

Portanto, para qualquer n > 2, temos

iy S L ) L=

W 1 ly — af? @) 1 /
= - GBOT| uly) e dS(y) S e u(y)dS(y
850 Jonen "y~ e TV T TRBO DT oy W

®@___ 1 u(y)dS(y) = —][ u(y)dS(y).

|6B(I7T)| OB(x,r) 9B(x,r)

Em (1) usamos que v(y) = \5:3 e o item 4 do Lema 37. Em (2) usamos que |y — x| = r. Em (3)

usamos o item 2 do Lema 37. O
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Antes de estudar mais consequéncias das equacOes acima, vamos lembrar alguns fatos sobre o
teorema da divergéncia.

2.5.1. Teorema da divergéncia e algumas consequéncias. Para enunciar o teorema da di-
vergéncia, vamos antes recordar algumas definigoes.

DEFINIGAO 78. Seja U C R™ um aberto. Dizemos que u : U — R pertence a C*(U), para k € No,
se u € CF(U) e para todos |a| < k, as fungoes 0% : U — R se estendem a uma fungdo continua de U
em R. Dizemos que u: U — RY pertence a C*(U;RY) se u = (uy, ...,un) e cada funcio u; pertence

a CF(U).

Observamos que a extensdo tem que ser tnica. De fato, pela continuidade, se x € OU := U\U,
entao

0%u(zo) = lim  9%u(x).

zelU,z—xo

Note também que a classe de fungdes C*(U) forma uma algebra, ou seja, combinagdes lineares e
produtos de fungdes em C*(U) continuam a pertencer a C*(U).

Se k = 0, entdo C(U) pode denotar as funcdes continuas u : U — R e pode denotar as funcdes
u: U — R que admitem uma extensdo continua em U. Isto ndo causa muita confusdo. De fato, se
u: U — R & continua é claro que uly : U — R possui uma tnica extensao continua em U. Por outro
lado, uma funcdo u : U — R que admite uma extensdo continua em U pode ser identificada com a sua
extensdo de U em R.

EXEMPLO 79. Seja U =]0,1[C R. A fungéo u : U — R dada por u(z) = v/x é tal que

1) A fungao u pertence a C (U), pois é continua no interior deste intervalo.

2) A fungao u pertence a C (U), ja que z € [0, 1] % € uma extensao continua de w.

3) A funcdo u pertence a C' (U), jé que 9% (z) = 2f é uma fungdo continua em U.

4) A fungao u nio pertence a C'* (U), j& que a derivada nao tem extensdo continua em [0, 1]. De
fato, temos limyey 40 %(m) = 00.

Lembramos também a definicao de abertos de classe C*, k € Ny.

DEFINIGAO 80. Dizemos que um aberto U C R™ é de classe C*, k € {1,2,...}, se para todo ponto
zo € AU, existir um aberto U 3 2o e um difeomorfismo ¢ : U — B(O 1) € R™ de classe C* tal que
o(UNU) ={z = (z1,....,x,) € B(0,1); 2, > 0}
o(UNAU) = {x = (x1,...,x,) € B(0,1); 2, = 0}
o(UNUS) ={z = (21,....,z,) € B(0,1); 2, < 0}

OBSERVAGAO 81. Usando a definigdo acima, dado um ponto zg € U e a func¢ao ¢ como na
defini¢do acima, podemos definir ¢ : {2’ € R"~!;|2/| < 1} — U por

p(x') = ¢~ (', 0).
A funcio ¢ ¢é de classe C*, ¢ um homeomorfismo (j4 que é a restricio do homeomorfismo ¢~
em {z = (x1,....,2,) € B(0,1);2, =0}) e ¢'(2') (W) = ((,0_1)/ (2’',0)(h/,0) tem posto n — 1. Logo ¢ é

uma parametrizagao (veja o livro do Elon, analise real volume 2, capitulo 7. O livro cinza dele). Isto
implica que OU é uma superficie de classe C* de dimensdo n — 1, ou seja, uma hiperficie.

1

TEOREMA 82. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R"™ um aberto limitado de classe Cleuce
ct (U;R"). Logo a seguinte igualdade € vdlida

(2.5.4) /UV.u(:c)dx: /SU u(z).v(z)dS(x),

em que v(z) € R™ € a normal que aponta para fora de U no ponto x € OU. A fungdo u(z) no ponto
x € OU corresponde a unica extensdo continua de u em U.
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COROLARIO 83. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C' e u € C*(U). Logo a seguinte
igualdade € vdlida

ou
(i = | @ @as).

em que v(z) = (v1(x),...,vn(z)) € R™ € a normal que aponta para fora de U no ponto x € oU. A
fungao u(x) no ponto x € OU corresponde a inica extensio continua de u em U.

DEMONSTRAGAO. Basta definir ' € C' (U;R™) por F(z) = (Fi(2),..., F,(2)), em que F(z) =
diju(x), ou seja, F(z) = (0,...,0,u(x),0,...,0), em que u(x) aparece na j—ésima casa. Assim, temos

(2.5.5)

que
- ou ou
(52, ) = 2
e
=Y F@ui(z) =) u(@)dyvi(x) = u(@)v;(x).
i=1 i=1
Desta forma, aplicando o teorema da divergéncia para a funcdo F' implica o resultado. O

E interessante notar que se u = (U, ...,Up) € ! (U; R") € se somarmos em j a expressao 2.5.5
para u = uj, obtemos 2.5.4. Desta maneira, as duas férmulas sao equivalentes.

O teorema da divergéncia também pode ser interpretado como um teorema sobre interagao por
partes. De fato, podemos facilmente provar a seguinte consequéncia:

PROPOSICAO 84. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C' e f e g duas funcées em C! (U)
Logo

0 0
(2.5.6) L (2)g(a)do = —/ f@) =2 @)de+ | f@)g(@)wi(e)dS (),
axl U ox; 15104
em que i € {1,...,n} ev(z) = (11 (x),...,vn(x)) € a normal a OU no ponto x e que aponta para fora de
U.
DEMONSTRAGAO. Basta aplicar a equagao 2.5.5 para u(x) = f(z)g(x). De fato, neste caso temos
| g G@ende= [ fagtan @is).
xa U
Como 5 of 5
g
5 (@)a(o) = 7 @ola) + @) 7 @),
o resultado segue facilmente. 0

OBSERVAGAO 85. A formula acima é a versao n-dimensional da formula

b
[ L ogtare =~ [ 108 wyar + 10190) - Sgta)

OBSERVAGAO 86. Se assumirmos a validade da féormula 2.5.6 para todas as fungdes f e g em
ct (U) entdo, dada uma funcdo u = (uy,...,u,) € C*(U;R"™), podemos colocar g = 1, f = u; e obter
Ou;
“ (ac)dx:/ w;(z)v;(2)dS(x).
v O ou

Novamente, somando em i, reobtemos o Teorema da divergéncia. Desta maneira, o Teorema da
divergéncia equivale a validade da férmula para todas as funcdes f e g em C* (U)

E interessante notar que as formulas (2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6) sdo todas equivalentes, ou seja, uma
implica a outra.
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2.5.2. Formulas de Green. Algumas consequéncias simples e importantes do teorema da di-
vergéncia sdo as chamadas formulas de Green. Elas serdo bastante usadas a partir daqui.

PROPOSIGAO 87. Sejam U C R™ um aberto limitado de classe C1 e f,g € C%(U). Logo as sequintes
igualdades sao vdlidas:

1) fy Af(@)dz = [, 5E(x)dS(x).

2) Primeira identidade de Green:
| vt Vot == [ f@ag@des [ s @as).

3) Segunda identidade de Green:

. PR )
[ @90 - s@aryas = [ (105w - a5 w) asto)

Aqui % indica a derivada direcional na direcao v, que é a normal que aponta para fora de OU.
Em livros de calculo, geralmente s6 se define derivadas direcionais de pontos dentro de conjuntos
abertos. Aqui estamos usando a notagdo para um ponto x € OU. Assim, a derivada direcional deve
ser entendida como

of

oL @) = V(@) ()
of

em que 5> (x), v € OU, corresponde a (finica) extensdo continua da fungao g L em U.
A nomenclatura primeira e segunda identidade foi retirada do livro do Strauss.

DEMONSTRAGAO. 1) Basta observar que

v v U

oU 31/

Em (1) usamos o teorema da divergéncia e em (2) usamos a definicio de 2 87'
2) Inicialmente, observamos que (verifique!)

V.(fVg) = fAg+ Vf.Vg.

/Vf Vy(z /f )Ag(z m+/v (z)) dx

Q_ /f )Ag( )da:+ f(x)Vg(l”)-V(l?)dJC

2 [ swage [ 0%

Em (1) usamos o teorema da divergéncia e em (2) usamos a deﬁnlgao de derivada direcional em
ou.
3) Usando o item 2, sabemos que

/Vf V(o /f )Ag(a da:+/f as ()

| V@ Va@its = = [ swar@ans [ g@zwis)

Assim, igualando as equagoes acima, obtemos

Assim

dx.

— X xT)ax X xI)ax "ng x
[ r@sgen+ [ @ t@as == [ g@af@aes [ g3l @ase.

v oU v

Isto conclui o resultado. O
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Referéncias:
Evans

Strauss

Elon

2.6. Teorema de Liouville

Uma consequéncia simples das propriedades de fungdes harmonicas e de (2.5.5) é o teorema de
Liouville.

TEOREMA 88. Seja u: R™ — R uma funcao harmonica e limitada. Logo u € a fun¢ao constante.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que, como u é harmonica, entdao u é C*° pelo Teorema 52. Pelo

Teorema de Schwarz, temos
ou 0
A (81@) (x) = oz, Au(z) =0.

Assim, a funcao % : R"” — R também é harménica para todo i. Pela formula do valor médio,
temos

ou ou 1 ou 1) 1
@=F =g [ S e [ uwast)
Oz; B(x,R) OTi |B(z, R)| JB(a,r) O |B(z, R)| JoB(z,R) ) )
em que usamos a Equagdo (2.5.5) em (1). Sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que |u(y)| < C
para todo y € R™. Assim,
ou 1
)| < ——7— w(y)v;(y)| dS(y
55 < B gy 001850
1 |0B(z, R)|
<Cim—= dS(y) = C——"=+
B A o™~ B B
R"10B(z,1)] |0B(z, 1)\ 1
R |B(x,1)] | B(z,1)]

7
Como isto vale para todo R, temos

ou |0B(z,1)]\ 1
)| < lim (C——-% ] = =0.
)| < Jim (5T ) 7
Concluimos que as derivadas de u sao nulas. Portanto u é uma fungao constante, ja que o conjunto
R™ & conexo. O

2.6.1. Exercicios.

ExErcicio 89. Se v : U — R, U C R™ um aberto, for uma fung¢ao harménica, entao mostre que
0% : U — R também é harmonica, para todo o € Ng.

Exgrcicio 90. Se v : R® — R for uma fungdo harmonica para a qual existe C' > 0 tal que
lu(z)| < C (14 |z), para todo = € R", entdo mostre £ sio fungdes limitadas (Dica: siga o argumento
do teorema de Liouville). Conclua que existem constantes ag, a1, ..., a, tais que

u(x) = a1y + ... + apx, + ag.

ExXEeRrcicio 91. Generalize o exercicio anterior: Mostre que se v : R® — R for uma funcao
harmonica para a qual existem constantes C' > 0 e N € Ny tais que |u(z)| < C (1 + |z|)", para todo
x € R", entao v é um polindémio.

(Dical: Use o argumento do Teorema de Liouville com R = |z|, para |z| > 1, para mostrar que se
lu(z)] < C (1 + |z|)™, entdo %(x)’ <o+ |zhN N

(Dica2: suponha que 0%u(z) = 0 para todo = € R" e todo |o| = M. Use a formula de Taylor para
provar que u é um polinémio.)
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EXERCICIO 92. (Outra demonstragao do Teorema de Liouville. Folland Teorema 2.16) Seja z € R™,
R > |z| e D o conjunto (B(x, R)\B(0,R)) U (B(0, R)\B(z, R)).
i) Mostre que se y € D, entao R — |z| < |y| < R+ |z|.
ii) Mostre que
(Rl = (R—Jal)"
R—o0 R"
iii) Suponha que u : R™ — R é uma fungdo harmonica e limitada. Use a féormula do valor médio

w(®@) = fp(p. ) wy)dy e u(0) = f5, p uly)dy e conclua que

][ u(y)dy — ][ u(y)dy ][ u(y)dy — ][ u(y)dy
B(z,R) B(0,R) B(z,R) B(0,R)

A igualdade (1) é a tinico ponto que é preciso mostrar. Para isto, use i) e ii).
iv) Conclua que vale o teorema de Liouville.

0.

= lim W 0.
R—o0

|u(e) —u(0)] =

Referéncias:
Evans
Folland

2.7. Representacao de uma funcao de classe C? (Aula do dia 16 de setembro)

Uma consequéncia da segunda identidade de Green é a possibilidade de representacao de uma
funcdo de classe C? através de uma integral. Aqui e adiante, sempre usaremos a seguinte notacao: Se
g : K — R é uma funcgao continua e limitada definida sobre o conjunto K, entao

[ull oo (1) := SUPek ()]
TEOREMA 93. Seja U C R™, n > 2, um aberto limitado de classe C* e u € C?(U). Logo para todo

x e U, temos

et = [ (8- 0500 - G- ou ) ast) - [ e -2 dumd.

DEMONSTRAGAO. Seja x € U e B(x,e) C U. Vamos definir V; := U\B(z,¢). Logo V; também é
um aberto limitado de classe C''. Assim, concluimos pela segunda identidade de Green que

0P ou
/VE (u(y)A®(y — ) — ®(y — x)Au(y)) dy = /We (U(y)ay(y —z)—P(y — w)ay(y)> dS(y).

Note que v é sempre a normal que aponta para fora de V..
A Equagao (2.7.1) sera obtida tomando o limite e — 0 na expressdo acima.
Antes disso, observamos que A®(y — x) = 0 para y # x. Como este é sempre o caso em V;, temos

0P ou
- [ wtw—mautiy = [ (ut)G0—) - 0= 230 ) dsto)
Como 0V, = 90U U dB(x, €), concluimos que
0P ou
Lo (0500 -06-n50) i)

du 0
- /aU (q)(y - x)@(y) - u(y)a(y - x)) dS(y) — /v ®(y — z)Au(y)dy.

Assim, para terminar a demonstracao basta provar que
i) limeo [, ®(y — @)Auly)dy = [, @(y — 2)Au(y)dy.
ii) lime0 faB(m,e) Py — x)%(y)dS(y) = 0.

iii) lime_0 faB(z’e) u(y)g—‘f(y —x)dS(y) = u(z).
Vamos provar por etapa:
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Demonstragao de i)
Basta observar que

lim [ By - 2)Au(y)dy = / By — ) Auly)dy

e—0 V. U
— lim O(y — x)Au(y)dy = / O(y — x)Au(y)dy,
e—0 B(:c,e) U

pois
| ety - a)auwy
B(z,e€)

A expressao acima vai a zero, ja que y — ®(y — x) é uma funcdo integravel. De fato,

[y S R P
B(z,¢) gn—1 n2f0rdr n>2"

em ambos o0s casos, vemos que o limite as expressoes vao a zero quando € — 0. Em (1) usamos o item
3 do Lema 37.

Demonstragao de ii)

Para n = 2, temos

< 18Uy [ 1=l dy

(mVE)

1
| e-wdst) =5 [ (e dS(y) =l (o).
dB(z,€) T JoB(0,¢)
Para n > 3, temos
1 1
By~ 2)ds() = | 2d5()
/E)B(z,e) 9B(0,¢) n(n - 2) |B(O7 1)' |IZ’| ?
1 1 1 jen—11 D) 1
— n Sn = .
P T P A Al ey
Em (1), usamos que n |B(0,1)| = |S"~!|, de acordo com o item 4 do Lema 37 com z =0 e r = 1.

Assim

[ e-ogwdsm|=|[  ey-oVu)rwis)
OB(x,€) 0B(w,€)

< VU@l om0 /8 (- )l ds(),

z,€)

(71%2) Hvu(y)”LW(aB(m,e)) € ,n> 2
||Vu(y)||L°°(aB(m7E)) elne ,n=2

Acima usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz:
Vu(y)-n(y) < [Vu)[Hv @) = [Vuy)ll-

Vemos facilmente que o limite vai a zero quando € — 0 para n > 2.
Demonstragao de iii)
Vemos que

o® &) B o »
L v nas C f  umase) = f ) - () dSt) + )

Em (1), usamos 2.5.2. O sinal positivo em (1) aparece devido a dire¢ao da normal: A normal que
aponta para fora de V; aponta para dentro de B(z,¢).
Como

f o ule) - uw)ds)
OB(z,€)

< 7@3(%6) u() — u(w)] dS(0) < flu(z) — uOll g~ o)
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e u é continua (aqui usamos u(z) — u(.) para denotar a funcgéo y € 9B(x,€) — u(z) — u(.), ou seja, o
ponto indica a variavel que esta sendo tomado o sup), concluimos que

lim (@) = u()ll L 9p(2,e) =0
e que
| o9
lim e u(y)a(y —x)dS(y) = u(x).

2.7.1. Exercicios.

EXERCICIO 94. (Strauss, exercicio 3 da se¢@o 7.2: Outra demonstracao da formula do valor médio)

Seja u: U — R, U C R™ um aberto, uma funcdo harménica. Seja x € U e r > 0 tal que B(z,r) C U.
Use a formula 2.7.1 para U = B(z,r) e mostre que a férmula do valor médio vale.

EXERCICIO 95. (Strauss, exercicio 2 da se¢do 7.2) Seja ¢ : R® — R uma fungdo de classe C? tal
que ¢(x) =0 para |z| > R, em que R é uma constante. Mostre que

00) = ~3 | ardoa)ds.

em que U C R? & qualquer aberto limitado de classe C! que contém a bola B(0, R).

Referéncias:
Evans
Strauss



CAP{TULO 3
Distribuicoes

3.1. Motivagao

Como podemos interpretar a solucdo fundamental da equagdo de Laplace? Vamos nesta segdo
buscar uma interpretagdo. Os calculos nessa se¢do nao serao feitos de forma rigorosa.
A solugao fundamental ® aparece em diversos contextos fisicos. Em trés dimensoes, ela é dada

por
1 1 1 1 1
d(x) = = = .
(@) n(n—2)|B0,1)||z]""* 3B-2)37|z>* 4r|z|
Usamos em (1) que a bola de raio r em dimenséo 3 tem volume 37r®. Em particular, |B(0,1)| = 3.
Lembramos de dois exemplos em que esta expressao ocorre:

(1) Na teoria da gravitacdo de Newton, o potencial gravitacional ¢, de um corpo localizado em
(0,0,0) com massa m é dado por

G
(3.1.1) pg(x) = —ﬁ = —4rGmP(z).
x
Assim, a solugao fundamental é igual a ffﬁéﬁi, em que @q(x) é o potencial gravitacional

gerado por uma massa m concentrada na origem.
(2) Na teoria do eletromagnetismo, o potencial elétrico ¢. de um corpo localizado em (0,0, 0)
com carga q é dado por

q q
#e() dreg |x| € ()

Assim, a solugao fundamental é igual a , em que @.(x) é o potencial elétrico gerado

€ope ()
. q
por uma carga q concentrada na origem.

Vimos no comec¢o do estudo de fun¢des harmonicas que os potenciais elétrico e gravitacional satisfazem
as equagoes abaixo:

(3.1.2) Apgy(z) = 4AnGpy(x) e Ap(z) = —pee(ox),

em que pg ¢ a densidade de massa e p. é a densidade de carga. Quem seriam entao as fungoes pg e pc?

Vamos considerar a fungdo py, ja que o argumento para p. é igual. Para x # (0,0,0), sabemos
que A®(z) = 0. Logo a funcdo p, deve ser igual a 0 para = # 0. Por outro lado, suponha que valesse
o teorema da divergéncia na bola B(0,1) para funcio ® (Nao vale! A funcdo ® nao é C!!). Logo
teriamos

(€) @ 1 3) 1
pdx:/ pdx:—/ Apy(z)de = —— ArGmAP(z)dx
/n g BO1) 47G J(o,1) #o() 47G J 0,1 (=)

0P
= —m/ AD(z)dr = —m/ V.V®(x)dx D _m —(x)dx D
B(0,1) B(0,1) 8B(0,1) ov
Em (1) usamos que p,(z) deve ser igual a zero fora da origem. Em particular, py(z) = 0 para
xz ¢ B(0,1). Em (2), usamos a equagao (3.1.2). Em (3), usamos (3.1.1). Em (4) usamos (nao pode!)
o teorema da divergéncia. Por fim, em (5), usamos (2.5.3).

44
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Assim a fungao p, : R™ — R deve ser igual a zero fora da origem e tal que flR" pgdr = m.
Isto nos motiva a definir “a fungao” delta de Dirac. A funcao delta de Dirac dg : R™ — R € tal que
do(x) =0 para x # 0 e [;, do(x)dr = 1. Se uma tal fungao existisse, terfamos

pg(x) =mdo(x) e Apy(x) = 4rGmdy(x).

Ou seja, a fungao delta de Dirac dy representa a densidade de massa quando a massa total do
sistema ¢é igual a 1 e esta concentrada na origem.
Da mesma forma, usando o potencial elétrico e 0 mesmo argumento acima, teriamos

pe(w) = adolr)  Ape(r) =~ Zdox).

Ou seja, a funcao delta de Dirac representa aqui a densidade de carga quando toda a carga total
do sistema é igual a 1 e estd concentrada na origem.
Por fim, pelas contas acima, vemos que a solugao fundamental ® deveria ser tal que

—Ad(z) = o (x).

Infelizmente uma funcdo como a delta de Dirac nao existe e as contas acima nao podem ser feitas de
forma rigorosa, ndo como feito acima pelo menos. Algumas referéncias ainda assumem que 6y (0) = oo,
mas isso nao ajuda em nada. Mesmo usando a teoria de integracao de Lebesgue e a reta estendida
[0, 0], a integral de uma tal fungdo sempre seria igual a zero.

Mas vamos insistir um pouco mais. Suponha que a tal funcao delta de Dirac existisse. O que
aconteceria se integrassemos 0p(x) f(z), em que f: R™ — R é uma fungdo continua? Bom, terfamos

S@)f@)de = [ S(@)f()de = [ 5(@)f©0)dw=70) [ sz = f0) [ s(x)dx = £(0),
R {0} {0} {0} R

em que usamos que a integral em R™ é igual a integral em {0}, ja que do(x) = 0 para z # 0. Nao tente

justificar a conta acima!!! E uma baboseira mesmo. No entanto, serve para motivar uma definicao

rigorosa da “funcgao” delta de Dirac. Vemos acima que ela leva fungbes continuas f nos ntimeros reais

£(0). Podemos, portanto, definir deltas de Dirac como funcionais lineares. Isto sera justificado através

da teoria das distribuigoes.

Esta teoria surgiu nos anos 40 e foi desenvolvida pelo francés Laurent Schwarz, que ganhou a
medalha Fields com isso. Os resultados desta teoria apresentados nestas notas, aqui desenvolvidos
muito rapidamente, sao provavelmente os resultados mais recentes que serao vistos nesse curso.

Referéncias:

Para o potencial elétrico e gravitacional veja o capitulo 6 de

Tom W. B. Kibble, Classical Mechanics, Imperial College Press.

Para a histéria da Teoria das Distribuigoes veja o capitulo 6 de

L. Schwartz, A Mathematician Grappling with His Century. Birkh&user, 2001.

3.2. Voltando ao rigor matematico

Agora vamos parar com as tais contas sem rigor da secao passada e comecar a fazer a teoria de
forma séria. Antes de mais nada, vamos definir um conceito que sera bastante importante: o de suporte
de uma funcgao.

DEFINIGAO 96. Seja f : U — R™ uma fungao continua. O suporte de f é o conjunto em U definido
da seguinte maneira

supp (f) = U N{z € U; f(z) # 0}.
Lembrando que o conjunto U N {z € U; f(z) # 0} pode ser definido também como o fecho de
{z e U; f(z) # 0} em U (veja o livro do Elon, Analise 2, pra mais detalhes sobre as definigoes).

EXEMPLO 97. Considere a fungdo f :]0,1[— R dada por f(z) =1 —2z,se x < 1, e f(z) =0, se
x> 1. Logo {z € U; f(z) # 0} =]0, [ e

supp(f) = 10, =[]0, 1[= [0, = .

s i]m]ov 1[:]03 5]

N |
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Observe que o suporte ndo é compacto.

A defini¢ao é mais simples do que parece e podemos mostrar as seguinte equivaléncias (verifique!
E apenas um exercicio de topologia de R"):

ProOPOSIGAO 98. Seja f : U — R™ uma fungio e X C U. Logo as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

a) X = supp(f).

b) x € X se, e somente se, existe uma sequéncia (x,) em U tal que limy, o0 T, = x € f(x,) # 0.

¢) X = (U{A CU; Aéum conjunto aberto e f|, =0}), ou seja, X € o complementar do maior
aberto em U dentro do qual f se anula.

Usando o conceito de suporte de uma fungao, podemos definir classes de fungbes de suporte
compacto em um aberto. Esses conjuntos de fungoes sao muito tteis.

DEFINIGAO 99. Seja U C R™ um aberto. A classe de fungdes C*(U), k € Ng U {oc}, chamada de
classe das funcoes C* de suporte compacto, consiste no conjunto de todas as funcdes f : U — R de
classe C* cujo o suporte supp(f) é um conjunto compacto.

ExeEMPLO 100. Um exemplo de fungdo em C¢° (R™) é dado por f : R" — R definido da forma

abaixo:
_) e R , |zl <R

Neste caso, supp(f) = B(0, R).

Podemos ver facilmente que C*(U) ¢ um espago vetorial. Além disso, uma fungao f € C*(U)
sempre pode ser estendida a uma fungdo f € C*(R") da seguinte forma:

sy | flx), z€U
fa={ 15 15y

Neste caso, é facil verificar que supp(f) = supp(f). Além disso, f é uma funcao C*, ja que
KeUU =R", flp. =08C*, f|,; & Cke K¢ eU sao abertos. (Lembramos que a propriedade de uma
funcao ser C* é um propriedade local: basta verificar em abertos cuja unifo é igual a todo o conjunto
onde a fungao esta definida).

No conjunto C°(U), podemos definir a seguinte nogao de convergéncia:

DEFINIGAO 101. Seja (¢;) ¢y, wma sequéncia em CZ°(U) e ¢ € C2°(U). Dizemos que lim; o ¢ =
¢ em C*(U) se

1) 3K C U compacto tal que suppp; C K, para todo j € Ny esuppg C K.

2) lim; o [|0%(¢; — ¢>)||Lw(U) =0, para todo a € N.

Lembramos que se g : U — R ¢ continua, entdo [|g| e 1y := sup,cy 9(x)]. Assim, a propriedade
2) nos diz que as derivadas de ¢; convergem uniformemente para as derivadas de ¢.
Com isto, podemos finalmente definir o que sao distribui¢des num aberto U C R™.

DEFINIGAO 102. Uma distribui¢do u € D'(U) é um funcional linear continuo em C°(U), ou seja,
uma distribui¢do é uma fungao u : C°(U) — R tal que
1) u é linear: Para todo ¢ e ¥ em C°(U) e a € R, temos

u(@ +¢) = u(@) +u(®) e u(ad) = au(@).
2) u é continuo: Se lim;_,o ¢; = ¢ em C°(U), entao

lim u(¢;) = u(o).

j—o0
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OBSERVAGAO 103. As distribuigoes sdo usualmente definidas como funcionais continuos sobre os
complexos, isto é, u : CX(U) — C, em que C°(U) sao consideradas como funcdes com valores
complexos. Em muitas situagoes, os niimeros complexos ajudam muito. Veremos um exemplo disso
ao estudar a transformada de Fourier. Aqui optamos por trabalhar apenas nos reais. No entanto,
observamos que toda a teoria desenvolvida aqui se estende para fungoes e distribuigoes com valores
complexos de maneira trivial.

E interessante observar que as distribuigoes generalizam de certa forma as fungoes. Vamos ver
como isto ocorre na proposi¢ao seguinte:

PROPOSIGAO 104. Seja U C R™ um aberto e f € C(U). Logo podemos definir Ty : C°(U) — R

da seguinte forma
0) = [ fa)s(wyis
U

O funcional linear Ty € uma distribuicao. Além disso, a aplicagdo dada por f € C(U) — Ty €
D'(U) € injetora. Assim, toda fungdo continua € associada a uma, e somente uma, distribuicao. Com
esta identificagdo, podemos considerar o conjunto C(U) como um subconjunto de D'(U).

DEMONSTRAGAO. Vamos inicialmente provar que T é uma distribuicao. De fato, temos que T

esta bem definida, ja que
0= [ f@owis= [ j@oaas
supp¢

e a integral acima existe, pois é uma integral de uma fungao continua sobre um compacto (Aqui vemos
a importancia de ¢ ter suporte compacto!).
A funcao Ty ¢é linear, ou seja,

T(p+1) =Tr(¢) + Tr(¥) e Tr(ag) = aTy(¢),

para todas as funcdo ¢ e ¢ em C°(U) e o € R. (E facil! Segue diretamente da linearidade da integral.
Verifique).

A funcdo Ty é continua. De fato, seja (¢;) uma sequéncia em CZ°(U) que converge para ¢ €
C2(U). Logo existe um compacto K C U tal que supp¢; C K, para todo j € Ny, e suppg C K. Além
disso, ¢; converge uniformemente para ¢ (assim como todas as suas derivadas). Portanto

Ty (0) = Tr(95)| = [Ty (6 — ¢5)| = ‘/ f(@) (¢5(z) — ¢(x)) d

)
< [ 1@liose <|m<Gwm )/vw

Em (1), assim como em muitas outras passagens, estamos usando que se f e g forem continuas e
maiores ou iguais a 0 em um conjunto A C R", entao sempre vale

/ F@)g(@)dz < (igﬁ f(x)) /A o(z)dz.

A ultima expressao vai a zero. De fato, pela definigdo de convergéncia em C2°(U), a sequéncia de
fungodes (¢;) converge uniformemente para ¢ sobre o compacto K. Logo lim;_, (Sup,¢cx |¢;(x) — ¢(z)]) =
0. Note que as derivadas de (¢;) também devem convergir uniformemente para as respectivas derivadas
de ¢, de acordo com a nossa nocao de convergéncia, mas aqui este fato nao é necessario. Concluimos
que

lim Tf(qﬁj) = Tf(¢)

Jj—oo
Por fim, vamos mostrar que f + T é injetora. Suponha que Ty =T}, em que f e g pertencem a
C(U). Logo
Ty(¢) = Ty(0), Vo € CZ(U).
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Assim
(3.2.1) / (f(2) — g(x)) dla)dz = 0, Yo € CX(U).
U

Se existe xg € U tal que f(xo) > g(xo), entdo existe uma bola B(xg,€) C U tal que f(z)—g(x) >0

para todo x € B(xg,¢), pela continuidade das fungoes f e g. Seja ¢ : U — R dado por

1
¢($)={ e Tl lz—aof <e

0, |z —xo| > €

Logo ¢ € C°(U). Como a fungdo x € B(zg,€) — (f(z) — g(x)) ¢(x) é estritamente positiva e
continua, temos

/ (f(2) — g(x)) dla)dz = / ((2) - g(z)) d(x)dz > 0.
U B(zq,¢€)

Isto ¢ uma contradicdo com 3.2.1. Logo f(xzo) < g(xo). Porém se f(zo) < g(zo), 0 mesmo
argumento acima também nos leva a um absurdo. Concluimos desta forma que f(z) = g(x) para todo
zelU. O

OBSERVAGAO 105. A proposigdo acima pode ser generalizada para fungées localmente integraveis.
Lembramos que f : U — R ¢ localmente integréavel se, e somente se, f é mensuravel! e tal que

[ 1@l <o

para todo conjunto compacto K C U. O conjunto dessas fungdes ¢ usualmente denotado por L. (U)
(apos a identificagdo por fungoes iguais em quase todo o ponto, para quem ja estudou a teoria de
Lebesgue).

Um exemplo é a distribuicdo associada a fungao caracteristica de um conjunto V- C U. Seja
xv : U = R tal que xy(z) =1, se x € V, e igual a 0, se z € U\V. Assim podemos associar a
distribuicao Ty, : C°(U) — R por

Ty, (6) = /U xv (@)d(z)dz = /V o).

Pode-se provar continuidade de maneira semelhante ao feito na Proposigao 104.

Por fim, observamos que nem todas as distribui¢oes sao definidas através de uma fungao. Aqui
finalmente poderemos definir de forma precisa o delta de Dirac.

EXEMPLO 106. O Delta de Dirac: A distribuicdo d,, : C°(U) — R definida abaixo é chamada de
delta de Dirac centrada em xg:

610 (d)) = ¢($0), v(j) € CSO(U)
De fato, a funcao é linear (verifique!) e continua, pois se uma sequéncia (¢;) de C2°(U) converge

para uma fungao ¢ € C°(U), entdo a sequéncia converge uniformemente. Logo também converge
pontualmente. Assim

Jim 8,y (65) = i ;(z0) = B(z0) = b2y (9).

EXEMPLO 107. O Delta numa superficie: Seja S C U uma superficie de classe C! (por exemplo, se
n = 3, entdo S pode ser uma superficie de duas dimensoes ou uma curva de uma dimensao). Definimos

55(6) = /S bds.

1Caso nunca tenha estudado integragdo de Lebesgue, pense em termos de fung¢oées Riemann integraveis
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A func@o acima é linear (verifique!) e continua. De fato, se uma sequéncia (¢;) de C°(U) converge
para uma funcdo ¢ € C°(U), entdo a sequéncia converge uniformemente e todas elas tém suporte sobre
um mesmo compacto K C U. Assim

185(6;) — ()] s/ 165 — 6]dS — 0.

SnK
Exemplos desta distribui¢des sdo fungdes do tipo dg2 : C°(R?) — Re 90,1[x {0} x{0} : O (R3) - R
dadas por

1
ds2(¢) = . ¢(x)dS(x) e d)o,11x {0} x {0} (@) = /0 ¢(z,0,0)d.

O interessante é que, ao contrario das fungoes, podemos definir a nogao de derivadas de qualquer
ordem para uma distribuigdo. Assim, uma fungdo continua pode néo ter derivadas “classicas” (no
sentido usual), mas sempre terd derivadas no sentido de distribuigoes. Esse fato ¢ bastante ttil no
estudo de Equagoes Diferenciais Parciais.

3.2.1. Derivadas de distribui¢oes (Aula do dia 18 de setembro).

DEFINIGAO 108. Seja U C R™, a € Njj e u € D'(U). Definimos a distribui¢do 0%u € D'(U),
chamada de derivada da distribui¢do v de ordem «, da seguinte forma:

0“u(¢) = (—1)l*lu(6%¢),

— o

em que usamos a notagao 9% := g—.

A consisténcia da definicdo precisa ser verificada, ou seja, precisamos verificar que se u é uma
distribuigao, entdo 9%u também é. A linearidade segue facil, jo que tanto u : C°(U) — R quanto
0% : C*(U) — C°(U) sao lineares e a composigao de fungoes lineares também é linear. Para verificar
continuidade, observamos que se (¢;) converge para ¢ em C°(U), entdo (0%¢;) converge para 0%¢
em C°(U). De fato, os suportes de 0%¢; e 0%¢ estao contidos nos suportes de ¢; e ¢ para todo j.
Além disso, a convergéncia uniforme das derivadas de ¢ implica a convergéncia uniforme de 0%¢ e de
suas derivadas.

EXEMPLO 109. Seja g : C2°(R™) — R o delta de Dirac. Logo temos
0%05,(9) = (=1)%184,(89) = (=1)1*!0%¢(x0).

EXEMPLO 110. Seja f € C* (]0,1[) e ¢ € C2° (]0,1]). Assim, existe 0 < € < 3 tal que ¢(z) = 0 se
x < eoux>1-—e Portanto, temos

A y0) = -1, <jj) - @) 2 )i = - / T 0% (@)a

1—e e df
=— f(@)o(x)]. "+ 2 (B)e()dz
1—e¢ df
=—fA=€)o(1—€)+ fe)p(e) + 7 (@)e(x)dz
1
d
- | L @ote)ds =Ty o).
Concluimos que a derivada de Ty ¢ a distribuigao associada a %. Neste sentido, a derivada de
distribuicoes e fun¢oes coincide, quando a funcao tiver derivadas. Note como o sinal “—" foi importante

na definicado de derivada de distribuicao. Ele aparece para cancelar o sinal da derivacao por partes.

ExeEMPLO 111. Definimos a fun¢ao H : R — R dada por

1,z>0
H(x){ 0,2 <0
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Essa é a chamada funcao de Heaviside. Neste caso, temos %TH = dy. Para provar isso, conside-
remos ¢ € C°(R). Logo

CZETH@)TH(Z?)/ @@= [ L

——(2)dr = — lim ($(R) — ¢(0)) = ¢(0) = do(¢).

R—o0 Jg dx R—o0
EXEMPLO 112. Seja f : [0,1] = R e a9 € ]0,1]. Suponha que f : [0,29] > Re f :]xo,1] = R
sejam continuas e os limites laterais lim,_, + f (z) existam (note que o valor de f(z() pouco importal).
Logo a derivada de Ty no sentido de distribuicoes ¢ igual a

T df+T df+<1im f()—hm fz )) z0s

X[0,z9[dz X]zo.1] dw PR z—sxT
0 0

em que Xy é a fungdo caracteristica do intervalo I (igual a 1 em I e a 0 em [0, 1]\]).
Vamos provar este resultado, consideremos ¢ € C2°(]0, 1[). Logo

din(fb):—Tf /f / fz d¢ /f

= s+ [ jf @)t — f@ol, + [ Liarote)ds
0 zo

—— tim f@)oe)+ [ L@o@de s tm f)ow)+ [ o

+ —
(13—)(12'0 (13—)(12'0

——o(e) tim o)+ [ L@ot@de + o) tim f)+ [ L otaris

Tz dx T,

o 1
¢($o)<1imf( )~ i f(e >> | @etan+ [ L@tz

=T x—)zo zo

= Il — 1 T T .
(xirilo f(x) Jm, [z )) 0o (@) + T, D)+ T, ar (D)

Noés vimos que quando a funcdo é C! num intervalo de R, entdo a derivada clssica coincide com
a derivada no sentido de distribui¢oes. Vamos mostrar que isto ocorre em geral. Para tanto, vamos
primeiro provar um lema simples.

LEMA 113. Seja U C R™ um aberto e K C U um compacto. Logo existe uma fungao x € C°(U)
tal que x se anula numa vizinhanga de K.

DEMONSTRAGAO. Sejar = d(K,U¢). Como K C R™ é um compacto, U¢ é um fechado e KNU® =
(0, concluimos que r > 0. Seja V = {x € R";d(z, K) 2} Logo V C U, pela definigao de r. De fato,
se existisse y € V\U, entdo a distancia de K e U¢ seria menor do que §, o que ¢ um absurdo.

Seja ¢ € C°(R™) definida por

_ ) cer- lfl2 lz] <1
T) = _ ’
9() { 0, |z] > 1

~1
1
c= / el-l=” dg ,
B(0,1)

ou seja, fR,,L ¢dxr = 1. A fungao caracteristica de V' e a fungao yy : R” — R dada por

1, z€V
XV(x): 0 .’E¢V

em que ¢ > 0 é dado por
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Usando as fungbes ¢ e xy acima, definimos y : R® — R por

= (3 Lo (s (52)) = () [0 (572

Logo x € C*(R"). De fato, temos uma integral sobre um compacto e uma fungdo C*° em =z.
Assim, podemos derivar simplesmente passando a derivada para dentro:

e[ o)) () a6 (257

(Podemos provar a segunda igualdade acima usando diretamente a definigao de derivada parcial e
inducao finita em |«|).
Observamos o suporte de y — ¢ (3 (%)) ¢igual a B(z, %) %), j& que ¢ ( (
3(%=4)] <1, isto ¢, |z —y| < 5.
Agora observamos que se d(z, K) < g e [y — x| < 3, temos que

)) # 0 se, e somente

se,

d(y, K) < d(y,xz) +d(z, K) < g+f = _.

Assim, se d(z, K) < &, o suporte de y +— ¢ (3 (Ir;y)) esta contido em V. Portanto, a fungao
y— ¢ (3(=2)) ¢ igual a zero fora de V. Assim,

= Lo (5= () Lofo(=5) a2 e

em (1), fizemos z = 3 (17 ) e dz = (f)n dy. Concluimos, assim, que x € igual a um numa vizinhanga
aberto de K dada por {x e R™:d 6}
Por outro lado, se d(z, K) > |y —z| < 3, temos que
or  r 1

d(y, K) > d(z, K) — d(z y)>gfg:§.

Assim, o suporte de y — ¢ (3 (z;y)) esta contido em V¢, o complemento de V. Portanto, a fungao
y+— ¢ (3(%2)) ¢ igual a zero fora de V¢. Assim,

(&) [ (5 mm () oo

Isto nos mostra que o suporte de x esta contido em {m eR™d(z,K) < 56—’"} que é compacto (é
limitado e fechado) e contido em U, ja que a distancia dos pontos a K é menor do que 7.

TEOREMA 114. Seja U C R™ um aberto, f € C™(U) e ¢ € CZ(U). Logo

/f V0% () dx = ( ‘“'/8“

para todo || < m. Em particular, 0°Tf = Tpay.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar apenas para |a| = 1. O resultado geral segue por indugao.
Seja K := suppp C U e x € C*(U) uma fungao tal que x(z) = 1 num aberto que contém K.

Assim
9 29
| 15w = [ x5 e

Como ¢ e xf tém suporte compacto, podemos estender essas fungoes a zero a funcoes definidas
em todo R™. Continuaremos denotando esta extensao por ¢ e xf. Seja B(0, R) com R grande tal que
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U c B(0,R). Logo

¢ 9¢
@@ gt war= [ )5 @

@ _ /B 9 @) f (@) d(a)da + /a o (O @@ (@S (2)

(0,R) Ox;

@ _/B Ox (x)f(m)gb(m)dx—/ x(z )af( )o(x)dw

(0,R) Ox; B(0,R) Ox;

@ of )z & — of x)dx
2 @@ E = [ @

B(0,R) 9%;
®) of
2 | @

Em (1), usamos integracdo por partes: Equagao (2.5.6). Em (2) usamos que x se anula em
0B(0, R), ja que seu suporte estd em U C B(0, R). Em (3), usamos que y é igual a 1 num aberto que
contém o suporte de ¢, logo aaTXj é igual a 0 neste mesmo aberto. Em (4) usamos novamente que y é
igual a 1 no suporte de ¢. Por fim, em (6) usamos que ¢ se anula fora de U.

Assim, vemos que uma derivada passa para o outro lado com um sinal. Logo

0 B af B
50 = =1y (52) == [ o gae = [ o @otertr =1y (o)
O caso geral segue facilmente por inducao. O

PROPOSIGAO 115. (Teorema de Schwarz para distribuicoes) Seja U C R™ um aberto e u € D' (U).
Logo a ordem das derivagoes produzem a mesma distribuicdo, isto €, para qualquer k e i1,...,0 €
{1,...,n}, temos

0*u 0*u

895“833% 8.’1)1‘0(1) ...axig(k)

b
em que o : {1,...k} = {1,...,k} € uma permutagdo qualquer (uma fungio bijetora).

DEMONSTRAGAO. A demonstragao segue do Teorema de Schwarz para fungdes C°°. Vamos mos-
trar para duas derivadas. O caso geral segue por indugao.
Seja ¢ € C°(U). Logo

0%u 0 87u( B
O0x;0x; v)= Ox; Ox; v = 895] axz

_ (0%
-~ \0z;0z; 83: 81‘]

ou [ Op
Oy ((%]) N 6xj6:ri ()

3.2.2. Multiplicagao de fungoes C*° e distribuigoes. Podemos em diversas situa¢oes multi-
plicar distribuicoes por fungoes. Em particular, dado g uma fungao C*° e u uma distribuigao, é sempre
possivel definir a distribui¢ao gu.

0

DEFINIGAO 116. Seja U C R™ um aberto, u € D'(U) e g € C*°(U). Entdo definimos a distribuigao
gu € D'(U) da seguinte maneira:

gu(p) = u(gyp).

PROPOSIGAO 117. Seja U C R™ um aberto, u € D'(U) e g € C*°(U). Entdo a distribuicdo acima
estd bem definida.
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DEMONSTRAGAO. Para mostrar que gu estd bem definida, observamos primeiramente que se ¢ €
C(U), entao gy € CX(U). Logo u(gy) faz sentido.
Agora observamos que gu € linear. De fato, temos
gu (a1 + Bp2) = u(g (ap1 + Be2)) = u(ager + Bge2)
= o (ge1) + Pu(gp2) = agu (1) + Bgu(p2).

Por fim, vamos provar que gu ¢ continua. De fato, se (¢,) ¢ uma sequéncia em C2°(U) que converge
para ¢ em C°(U), entdo, pela regra de Leibniz, temos

0% (9;) — 0% (99) = Y < g )8’398"‘ﬂ% -y < g >3ﬁ93“%

BLa B<La
— Z( ) (0°=Fp; — 0°Py) |
BLla

Logo se K C U for um compacto que contém o suporte de todas as funcoes ¢; e ¢, temos que
10 (905) = 0 @)y < (5 ) 100l iy 10705 = 0Pl
B<La
Como

lim ||a“ Bcp —0“" ﬁg&HLm

s =0

concluimos que
: « N\ Ao _
Jim 0% (905) = 0% (90) | (1) = 0-
Assim, a sequéncia (gg;) converge para gp em C2°(U). Desta maneira,

lim gu(p;) = lim u(gp;) = lim u(gp) = gu(p).
j—o0 Jj—o00 Jj—o00

Vamos ver alguns exemplos usando o delta de Dirac:

EXEMPLO 118. Seja §p € D'(R). Logo 269 = 0. De fato, se ¢ € C°(R), entdo
2o (p) = do(zp) = 09(0).

EXEMPLO 119. Seja 6} € D'(R). Logo zd) = dp. De fato, se ¢ € C°(R), entdo

w8(9) = Sy(ae) = - @oe)| = (o) + 29/ @y

= ¢(0) + 0¢'(0) = ©(0) = do()-
Por fim, é interessante saber como a multiplicagao funciona com distribuigoes definidas por fungoes.
ProroOSIGAO 120. Se f:U — R € uma fungdo continua, entio g1y = Tyy.

A proposicao acima pode ser interpretada da seguinte forma: Ela diz que se a distribuigao for
associada com a funcao f, entdao a multiplicacao por uma fungao g de classe C*° coincide com a
multiplicacao usual de fungées. De fato, a distribuicao resultante é exatamente aquela que corresponde
a multiplicacao entre as funcoes.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ € C°(U). Logo
9T (p) = Tr(9%) /f z)de =Ty ().
Assim, gTy = Tyy. O

OBSERVAGAO 121. O fato de que 0“7y = Tpay € g1y = T, nao é uma coincidéncia. A multipli-
cagao e a derivacao foram definidas da forma que essas relagoes valham.
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3.2.3. Convergéncia de Distribuigoes. Por fim, vamos definir convergéncia de distribuigoes,
que serd util também mais para frente.

DEFINIGAO 122. Seja U C R™ um aberto e (u;) uma sequéncia de distribuigdes em D'(U) e
u € D'(U). Dizemos que lim;_, u; = u em D’(U) se para todo ¢ € C°(U), o seguinte limite é valido:

lim u;(¢) = u(9).

Jj—oo

EXEMPLO 123. Seja U C R” e (f;) uma sequéncia de fun¢oes continuas em U. Se esta sequéncia
converge para uma fungao f : U — R uniformemente sobre compactos, entao Ty, converge para Ty no
sentido de distribuigoes.

De fato, se ¢ € C°(U), entdo K := supp¢ € um compacto e K C U. Assim

Ty, (¢

: / f(@)é()da = /U (f5(2) - F(x)) dla)de + /U F(@)d()de
— [ @)~ f@) dla)da + [ fla)o(w)is
K U

Agora basta observar que

[ 1) = @) 9@ da < 1y = Flymi [ 10}l do 0.

ASSim, limj_mo Tfj ((,25) = Tf ((,25)

EXEMPLO 124. Seja xo € R™. Consideremos a sequéncia f; = em que x indica

1 1
‘B(%%)‘XB(%,F),
a fungdo caracteristica. Logo T, converge para d,,. (Note que Ty, (¢) = fB(a:o 1) ¢(x)dx & a média

: .

nas bolas).
De fato, se ¢ € C°(R™), entdo

1
TfJ / fi(z dx—/n 43(3303%)‘XB(:%,j ( ) (z )dx— Ble. 1 ‘/B(xg 5

1
" frr, @@ ¢<xo>>dx+¢<xo>‘3 -y /B .

1

Basta agora observar que

1

T < ¢ = é(@o)ll Lo (B(a 7))—>0 J — 00,
|B(ao, 1) >

/ (6(x) — b(z0)) da
B(zo,3)

em que usamos a continuidade de ¢.
Assim, im0 Ty, (@) = 0z, (¢).

EXEMPLO 125. Seja zp € R™. Consideremos a sequéncia de distribui¢oes T (¢) = fé)B(wo 1) d(x)dS(x).
¥

Logo T} converge para 0.
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A demonstragio ¢ idéntica a do exemplo anterior. Vamos fazer s6 para deixar completo. Seja
¢ € C(R™), entdo

1
Ty = z)dS(z
R rrr /83(%7})¢<> (x)
1 1
= r) — ¢d(xg)) dS(x To)—— dS(x
o T / s gy O NS0+ ) / s
— e [ (0() — 6(0) dS (@) + o(a).
0B(xo, 5)| /9B(0.5)

Basta agora ver que
1
0B (w0, 1)

/ (6(x) — B(x0)) dS(a)
8B(zg,+)

<ll¢— ¢($0)||Loo(aB(x0,§)) — 0,7 = o0,

em que usamos novamente a continuidade de ¢.
Assim, lim;_, o Ty, (¢) = 0z, (@)

OBSERVAGAO 126. A notacao T para denotar a distribuic@o associada a funcao f nao é usada em
geral. Como a associagdo entre fungoes (continuas ou localmente integraveis) é injetora, entdo usamos
a notagao f para indicar tanto a fung@ao como a distribuicdo associada.

Referéncias:
Grubb
Strauss

3.2.4. Exercicios.

EXERCICIO 127. Seja U C R™ um aberto e (u;) uma sequéncia de distribui¢oes em D'(U) e
u € D'(U). Suponha que lim;_, o u; = u em D'(U).

i) Mostre que lim;_, o, 0%u; = 0%u para todo a € N.

ii) Mostre que se g € C*°(U), entdo lim;_, gu; = gu.

EXERcicIO 128. (Grubb) Seja U C R™ um aberto limitado de classe C*. Definimos yp : R® — R
por xu(z) =1,se x € U, e xu(z) =0, se x ¢ U. Seja T, € D'(R™) a distribuicao dada por

Ty (o) = /n xv(z)p(x)dr = /U<p(m)dx.

Mostre que

AT () = [ GPds(a).

EXEMPLO 129. (Grubb) Seja ¢ € C*(R™). Mostre que se Jp(¢) = 0, entdo pdy = 0 como
distribui¢ao em D’'(R).
EXEMPLO 130. (Grubb) Seja f € C*°(R).
a) Mostre que existem constantes ¢y e ¢ tais que a identidade vale
f(% = codg + 61(56.

b) Para k € Ny, mostre que existem constantes cx; € R tais que
k .
d* d’
—dp = Cri—=——00-
fdl'k 0 jz:% kj A 0

ExEercicio 131. Seja f € C(R). Definimos f; € C(R) por fi(x) = f(t + z). Mostre que

lim; o T‘f‘;Tf = 4T em D'(R). (Aqui, T} & a distribui¢io Ty(p) = [, 9(2)¢(z)dz).
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EXERCICIO 132. Para cada a € R, definimos a fungao delta de Dirac d, : C°(R) — R centrada

em a por d,(¢) = ¢(a). Mostre que lim;_,o 573—60 = 0y.

EXERCICIO 133. (VASY cAP. 5.5) Mostre que a tnica solugao de fil—;f = 0 ¢ uma constante, quando
u e D (R).

(u’ = 0 significa que u (¢') = 0 para todo ¢ € C° (R). Estamos pedindo para mostrar que nesse
caso existe uma constante ¢ € C tal que u(¢) = T, (¢) = ¢ [ ¢ (x) dz, para todo ¢ € C° (R). Para
tanto, mostre que ¢ = ', com ¢ € C (R) se, e somente se, [¢dx = 0. Considere ¢y € C° (R)

tal que [ ¢odz = 1. Escreva ¢ (z) = (¢ (z) — ¢o (z) [ ¢dz) + ¢o () [ ¢dx e tente concluir o resultado
dessa expressao.)

EXERCICIO 134. (VASY CAP. 5.9) Seja ¥ : R — R definida como

0, z< -1

1+z, -1<x<0

v (x) = -z, O0<z<1
0, x>1

Assim, ¢ > 0, [¢dz =1e ¢ (z) =0 se |z| > 1. Considere ¥; (z) = ji (jx), para j € N.

a) Mostre que lim;_,o ¥; = § em D’ (R)

b) Seja ¢ € C® (R) tal que ¢ (z) = 1 se |z| < 1. Mostre que [¢3¢dx ndo converge. Conclua que
w]z nao converge para nenhuma distribuicao.

¢) Conclua que nao existe uma extensio continua da fungao @ : C (R) — C (R) dada por Q (f) = f>
para @ : D' (R) — D’ (R), no sentido que leva sequéncias de distribuigdes convergentes em distribuigoes
convergentes. Assim, nao podemos multiplicar distribui¢oes em geral.



CAPITULO 4

Equacao de Poisson

4.1. Definigcao geral de solugao fundamental e a equagao de Poisson em R"

Com o que desenvolvemos sobre teoria das distribui¢oes anteriormente, vamos agora dar a definigao
geral de solucao fundamental.

DEFINIGAO 135. Um operador diferencial com coeficientes constantes P (9) = Z|a|<m 0%,
aq € R para |a] < m, é uma transformacao linear P (9) : D’ (R™) — D’ (R™) definida por

em que a derivada é entendida no sentido de distribuigoes. Uma distribui¢ao u é chamada de solucao
fundamental do operador P (9) se satisfizer P (0)u = dy.

Usando a nossa definigao de derivagao de distribuigoes, uma solugao fundamental v do operador
P(0) sera tal que para todo ¢ € C2° (R™), a seguinte relagao é valida:

o 9%¢
|az<maaa - =60 (¢) <= alz<m \ la (W) = ¢(0).

Em particular, se u = Ty, em que g é uma funcdo continua ou localmente integrével, entao u sera
uma solugao fundamental se, e somente se,

> 00 [ o)y s = 6(0), v6 € C2 (R,
lal<m

No caso do Laplaciano, por exemplo, uma funcao localmente integravel g é uma solugao funda-
mental do operador —A =Y | 0?2 se, e somente se,

2
,Z/n 8 ¢ )z =¢(0) <= — | g(@)Ad(z)dz = $(0),

para toda a funcao ¢ € C'° (R™).

Aqui claro que estamos identificando g com a distribuicdo T,;. Vamos mostrar a seguir que, com
essa definicao, a solucao fundamental candnica do Laplaciano é, de fato, uma solugao fundamental no
sentido que acabamos de definir.

TEOREMA 136. A funcio ® dada na Definicao 76 é uma solug¢ao fundamental de menos o lapla-
ciano —A. Mais precisamente, se f € C2(R"), entio

—/)N@Aﬂﬂwzf@)

Em particular, o igualdade acima vale para toda f € C°(R™). Assim, temos —AD = 6y, em que
identificamos ® com a distribuicao Te.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar o caso para dimensées maiores ou iguais a 2. O caso n = 1
deixaremos como exercicio.

57
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Comegaremos dividindo a integral em duas:

/ (o)A f(x)dr = / B(y)Af(y)dy + / (y)Af(y)dy,
B(0,€) R™\B(0,¢)

em que 0 < e < 1.
Agora observamos que

/ B(y)Af(y)dy
B(0,¢)

A ultima passagem pode ser justificada da seguinte maneira:
Se n > 3, entao

€ 2
/ O (y)dy @ C/ (/ r2_"r"_1dS(y)> dr=C |S"_1| SN 0,see =0
B(0,¢) 0 Sn—1 2

em que usamos o item 3 do Lema 37 em (1).
Se n = 2, entao para € < l, temos

/ (1)0/ (/ (r)rdS(y )) dr < C|S"!|In(e)e* — 0, see — 0
B(0,¢) Sn—1

em que usamos o item 3 do Lema 37 em (1) e o fato de que rIn(r) < €ln(e), ja que r — rIn(r) é uma
fungao crescente para r < é e, portanto,

/0E In(r)rdr < ln(e)e/o€ dr = In(e)€?

Vamos entao estudar o limite do dltimo termo da Equagao.
Sabemos que existe R > 1 tal que suppf C B(0, R), ja que f tem suporte compacto. Assim,

/ B(y)Af(y)dy = / () Af(y)dy
R\ B(0,¢) B(0,R)\B(0,¢)

L / (@) AL (y)dy — f(y)Ad(y)) dy
B(0,R)\B(0,¢)

= of T o2 x x
2 [ S (<I>< )X (2) — 1) 22 >) aS(a)
®3) of . o

2 o (P05 - s 5 @) ) asto

Em (1) usamos que A®(y) = 0 para y # 0. Em (2) usamos a segunda identidade de Green.
Em (3), usamos que 9 (B(0, R)\B(0,¢)) = 0B(0,R) U9B(0,¢) e que f se anula numa vizinhanga de
0B(0,R). Logo f e ‘?f é igual a zero em 9B(0, R).

Note que

<Al [ L B 0.0

—~
—

—~
—

lim
e—0t

[ ewilwise )‘ 0
90B(0,¢)

pois

< ||Vf||LoQ(Rn)/8 ®(x)dS(z) — 0, quando € — 0T,

[ el wse
8B(0,¢) 5(0,¢)

ja que
of

5, @) = Vi@).v@)] < [IVF@)l (@)l = IV £()l
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e, para n > 3, temos

/ O(x)dS(x)
0B(0,€)

Para n = 2, temos

/ O(z)dS(x)
9B(0,¢€)

C

€n—2

|0B(0,€)| = ¢ |0B(0,1)| "' = € = 0, quando € — 0.

<
- 611—2

< Clne|0B(0,¢)| = C|0B(0,1)] elne — 0, quando € — 0.

Por fim,
| @S @ise Y faase - o)
8B(0,¢) v 0B(0,¢)

Usamos em (1) a Equagao 2.5.2 tomando atengdo com o sinal, ja& que a normal v acima aponta
para fora de B(0, R)\B(0,¢), ou seja, para dentro de B(0,¢€). O

O interessante da solugao fundamental é que ela nos da naturalmente uma forma de encontrar
solugoes do problema de Poisson em R”, conforme a proposi¢ao abaixo.

TEOREMA 137. Seja f € C2? (R™) e considere o problema de Poisson
—Au(z) = f(z), x € R™
Logo uma solugao deste problema € dada pela fun¢ao
u(w) = [ Bz =) )y,

DEMONSTRACAO. Basta observar que

uw) = [ ow-niwir? [ s -y,

em que fizemos a mudanga de variavel § = x — y e depois chamamos g por y. Agora observamos que

su) =& ([ 2 -nir) = [ oA nay Y a0 = ~fa)

em (1) estamos usando o Teorema 136 para a funcdo y — f(x — y).

O que precisamos justificar é a passagem das derivadas para dentro da integral. Isto pode ser feito
usando diretamente a definicao de derivada.

Vamos mostrar aqui o caso de uma derivada. Seja e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R", em que o 1 s6
aparece na i-ésima casa. Usaremos a férmula:

1 1
f(a+h)—f(a):/0 d%(f(a+9h))d0:h/0 F'(a+ 6h)d8,

em que f € C([a,a + h]). Aplicando essa férmula, temos

ai (/ @(y)f(x—y)dy> ~ Jim (/ q:(y)f(“hei_z) —f(x—y)dy>

1
=1i d
Agora observamos que

1
/Rn ‘P(y)/o 88;: (z + hbe; —y)d9dy—/n é(y)g;: (x —y)dy

:/n @(y)/ol <§a{;(x+h06i —y) — gi(xy)) dody.

gj (x + hbe; — y)d@dy) .
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Como f tem suporte compacto e f é de classe C?, entdo % é uniformemente continuo. Logo,
dado € > 0, existe § > 0 tal que se |h| < ¢, entdo

of of
‘8xi(x—|—h061 —y) — axi(x—y)‘ <e.
Além disso, para z fixo, 6 € [0, 1] e para todo h pequeno, a fungao

of o of
oz, (z + hée; —y) oz,

se anula fora de um compacto K C R™. Assim, temos

1 a 8
/n ®(y) /0 <8a]; (x + hbe; —y) — 89{- (x — y)> dﬁdy‘
of (z + hbe; —y) — gf (x — y)’ dody .

- [ o | 1 =
<[ o | edbdy = c | @t

Como € é um numero qualquer, concluimos que

Y —

(z—y)

1 o o
i ([ o) [ S s e —panar) = [ o)L -y

Isto conclui a demonstracao de que podemos passar a derivada para dentro da integral. Para
passar duas derivadas, é so repetir o argumento. O

Expressoes como a integral fR” O(z — y) f(y)dy aparecem intmeras vezes no estudo de equagoes
diferenciais: elas sao chamadas de convolugao. Faremos um estudo mais detalhado da convolugao
quando formos estudar a transformada de Fourier.

4.1.1. Exercicios.

ExERrcicio 138. (FoLLanND 2.C.2) Sabemos que para n > 3, a funcao ® (x) = % éa
solugdo fundamental canonica de —A. Note que para n = 1, temos @ (z) = —%. Esta é a chamada

solucdo fundamental canénica em R!.
S} 2 ~ .
a) Mostre que [~ @ (x) 4 f (x)dx = —f (0), para toda funcdo f € C2? (R). (Interpretamos isso

dz2
d? 5 _
como — ¢ = 0).

b) Conclua que u(z) = [*_ @ (z —y) f (y) dy é a tnica solugdo limitada (médulo constantes) da
2

equagio —2% (z) = f (x), f € CZ(R)
Referéncias:
Evans
Folland

4.2. Problema de Poisson em abertos de U C R" (Aula do dia 23 de setembro)

Vimos anteriormente que podemos encontrar solugoes da equagao de Poisson em R”™ através de
uma integral: a convolugdo (conceito que iremos estudar com calma mais para frente) da solugao
fundamental com a fun¢ao —Au, veja o Teorema 137.

Nesta se¢ao, vamos procurar uma representacao integral da solucao do problema de Poisson em
um aberto limitado. Aqui ndo vamos provar existéncia de solugdoes em um aberto U em geral. Apenas
vamos mostrar que, caso a solugao exista, ela pode ser escrita como uma determinada integral. Esta
integral serd usada, entao, para provar existéncias de solugoes em dois dominios simples: semiplanos e
bolas.
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Consideremos um aberto limitado U C R™ de classe C''. Vamos estudar a equacdo de Poisson com
condicoes de Dirichlet:
—Au(z) = f(z), ze€U

(4.2.1) u(z) = g(x), z€dU "’

Nestas condigdes, vimos que toda fungao u € C?(U) pode ser escrita como
Ju od
ww) = [ (2= a5 - ut) G- )) s - [ 8- D)auay
oU 14 8U U

Assim, se u € C? (U) é uma solugdo da equacgao de Poisson 4.2.1, f € C (U) e g € C(9U), entao
u pode ser escrita como

aze) )= [ (s- 05w s G- 0) s+ [ # - 0swa

Note, no entanto, que a equagao acima nao é satisfatéria. O lado direito depende de %, que nao
é um dado do problema com condi¢oes de Dirichlet. Vamos entao procurar uma representacao de u
ou

que nao dependa de . Para tanto, definiremos as fungoes de Green.

Suponha que, para cada x € U, exista uma fungao ¢ € C? (U) tal que
Ap(y) = 0, yeU
o*(y) = P(y—=), yedU "’

Neste caso, podemos aplicar a segunda identidade de Green para as fung¢oes ¢* e u e concluir que

[ @@ - awasma= [ (65 - un 5w ds).

Como A¢” =0, ¢*(y) = ®(y — x), ulyy = g e —Au = f, concluimos que

| ow-a5wise =- [ cwiwa+ [ onG-wis).

U

Assim, conseguimos eliminar o termo com % da Equagao (4.2.2), obtendo, assim,

ww) == [ o fdn+ [ o Grwase) - [ s Grw-oisw+ [ w6
x 0" oP
— [ -ew-aswi+ [ (G050 -0)dwase)
— [ @) - o) fwdn+ [ @) - 2y - ) w)dS(w)
U oUu Yy

Finalmente, a expressao acima nos mostra uma representagao integral para a fungdo u em termos
dos dados do problema: as fungoes g e f. A férmula obtida nos motiva a definir a funcao de Green
como faremos a seguir.

DEFINIGAO 139. Seja U C R"™ um aberto limitado de classe C'. Uma funcdo de Green em U é
uma funggo G : (U x U)\D — R, em que D = {(z,y) € U x U; = y}, dada por

G(z,y) = By — 2) = ¢"(y), (x,y) € (UxU)\D = {(z,y) €U x Uz # y},
em que ¢ € C? (U) é uma fungao tal que

A¢®(y) = 0, yeU
*(y) = Ply—=z), yedU "’

Note que nao provamos a existéncia da funcao de Green. Para tanto, deveriamos mostrar a
existéncia da funcao ¢* € C? (U) para cada x € U. Vamos mostrar isto apenas em casos muito
particulares. Para quem se interessar, uma demonstracao de que a fungao ¢*, e, portanto, a fungao de
Green existe, pode ser encontrada no Folland sobre a condigao de que U C R™ é um aberto de classe

ce.
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Vamos resumir a nossa discussao anterior no seguinte resultado, que provamos anteriormente nas
nossas contas.

TEOREMA 140. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C*. Suponha que exista uma funcdo
de Green G : (U x U)\D — R. Logo se u € C*(U) for uma solugio do problema

—Au(z) = f(z), z€U
u(z) = g(z), z€dU”’

em que f € C(U) e g € C(OU), entio u ¢ dado por

/ Gle.)f %G  y)a(w)dS(y).
o 00,

Antes de estudar propriedades e exemplos, observamos a relacdo entre a definicdo da funcao de
Green e a teoria das distribuigoes. Para cada x € U fixo, a fun¢io y € U — G(z,y) é localmente
integravel. Logo podemos associar uma distribuigdo em D’(U) a essa fungao e derivar em y no sentido
de distribuigoes.

O que podemos verificar é que, para x € U fixo,

(4.2.3) AyG(z,y) = Ay (P(y —2) — 9" (y)) = Ay P(y — ) — Ay¢*(y) = —0,.

ou seja, para todo ¢ € C°(U), temos
~AG@)(0) = 6:(0) = ~Glr9)(By0) = ~5.(0) <= — [ Gla.u)Ad(w)y = o(a).

Na Expressao 4.2.3 usamos que A¢®(y) = 0 para todo y € U. A expressdo A,P(y — x) deve ser
interpretada da seguinte forma: associamos a fungao y € U +— ®(y — x) a distribuicao T (. _,) dada
por

T (9) = [ Sw—adot)ds @ [ oy =)oy, ¢ € C2U).

em que em (1) estamos apenas fazendo a extensao usual de ¢ para uma funcao em C2°(R™) dizendo
que o(y) = 0 para y € U°.

Logo A, ®(y—x) & interpretado como a distribuicdo AT (0 2 esta sempre fixo). Pela definigao
de derivacao de distribuigdes, para cada ¢ € C°(U), temos

ATa—(¢) = Taa)(B0) = [ By =) Ap(u)dy

) /n D — y)Ap(y)dy 2 / O(y)Ap(r —y)dy

3
= —p(z —0) = —p(z) = —ba(p).

Em (1) usamos que ®(z) = &(—x), j4 que a solugdo fundamental depende apenas de |z|. Em (2)
fizemos a mudanca de coordenadas § = x — y e depois chamamos § de y. Em (3), usamos o Teorema
136 aplicado na funcdo y — Ag(x — y). Isto termina a demonstracdo de 4.2.3.

Além dessa relagao no sentido de distribui¢oes, observamos que, para y € 9U, temos

Glz,y) =0(y —z) — ¢"(y) = (y —z) — 2(y —2) = 0.
Concluimos que, para cada = € U, a funcao de Green deve satisfazer

-A,G(z,y) = 0y, emU
G(z,y) = 0, parayedU '

Uma interpretacao para a funcao de Green é que ela representa, a nao ser por multiplicagao por
constantes fisicas, o potencial elétrico gerado por uma carga no ponto = € U e que se anula em OU.
Isto é semelhante a interpretacdo dada & solucdo fundamental. A diferenca é que agora a carga esta
confinada numa regiao limitada U de R™.
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Por fim, antes de comecarmos os exemplos, vamos provar a seguinte propriedade de simetria da
fungao de Green.

TEOREMA 141. Seja U C R™ uma aberto limitado em R™ de classe C para o qual existe uma
fungao de Green. Logo, para todo x,y € U, x # y, temos que G(x,y) = G(y, x).

DEMONSTRAGAO. Fixamos z,y € U com z # y. Vamos definir v : U\{z} 2 Rew: : U\ {y} = R
da seguinte forma
v(z) = G(x,2) e w(z) =G(y, 2).
Assim, vemos que Av =0 em U\ {z} e Aw =0 em U\ {y}. Além disso, vy, = w|y, = 0.
Vamos definir V, := U\ (B(z,€) U B(y,€)), em que € > 0 & tal que B(x,e) N B(y,e) =0 e B(z,e)U
B(y,e) C U. Aplicando a segunda identidade de Green em v e w em V;, concluimos que

/ave (v(z)?j(z) - w(z)gz(z)> d5(2) = /v (v(2)Aw(z) — w(2)Av(z)) dz =0,

pois Aw = Av =0 em V.. Note que 9V, = 90U U 0B(x,€) UOB(y,¢€). Logo

[ (v5ee - v ) st + [ - (15061~ wr o)) as)

vf » (015 )~ w()gta) ) astz) =0,

Como v e w sdo iguais a zero em AU, concluimos que

Lo, (O5@-wag@)ise= [ (w65 -6 5o ast)

Como a relagao acima vale para todo € > 0, entao também teremos uma igualdade quando to-
marmos o limite e — 0. Abaixo, vamos mostrar que tomar esses limites nos leva a conclusao de que
w(z) = v(y) e, por consequéncia, & demonstragdo do Teorema.

Faremos a andlise quando ¢ — 0 apenas na bola dB(z,¢€), j4 que para 0B(y,€) basta trocar os
papéis de v e w.

Primeiro, observamos que

ow
v—dS(z
/83(x,e) ov (2)

< [0B(z, €)[ vl Lo (92,00 VW Lo 03,01

n—1| n—1
<[S"H e M vl L 0.0 V0l L 08501 -

Note que w ¢ C' em B(z,€) para ¢ pequeno. Logo [Vl o (9B(y,e)) € uniformemente limitado
para € pequeno (Diremos que [|[Vwl|pwgp(y.0) < D1). O termo [[v]| < gp(,)) ¢ mais delicado. Ele
pode ser analisado da seguinte maneira:

”UHLC’O(SB(:E,E)) = |Gz, -)HL°°(6B(:E,5)) =[®(=—.) - ¢z(')||L°°(6B(w,e))
<@z = Ipe@pe) T 19"l e @B, -

Note que [[¢"(.)[| o (95 (z,e)) € uniformemente limitado para e > 0 suficientemente pequeno (diremos
que [|¢" ()l Lo oB(z,0) < D2) e [|2(x = )l pe 0Bz, = Ce* " sen > 2 eigual a Clne, se n =2, em
que C' é uma constante dada pela Definigao 76. Assim, temos

/ va—wdS’(z) < {
OB(x,€) ov

De qualquer maneira, o limite vai a zero, quando ¢ — 0.

Sn—l

€""1Dy (Ce*™" + Dy) = [S"7 Dy (Ce+ Dae™™t), n > 2
Sn—l

€Dy (Clne+ Dy) = |[S"~!| Dy (Celne + Dse), n=2"
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Agora vamos estudar o termo w%. Temos

v o o B®
/BB(.T,E) wadS(Z) B /BB(fc,e) 'LU(Z) al/z <Z B l‘)dS(z) a AB(m,E) w(z) 81/2 (Z)dS(Z)

& ]fm(m (2)dS(2) /8 CEACEC!

Em (1), usamos Equacéo (2.5.2).
Note que

Ioloud
/3 o V) 5 (SC)

< ||w||L°°(8B(w7e)) HV¢IHL°°(8B(Q:,6)) ‘Sn_l‘ C

Como w e ¢* sdo limitados em B(x,¢€) para € pequeno, concluimos que a expressdo acima vai a
zero quando € — 0. Por outro lado, temos

faB(m,e) w(2)dS(z) = ]éB(m,e) (w(z) —w(z)) dS(z) + ][ w(x)dS(z)

OB(z,€)
—f (W)~ w(@) dS(:) + w(o)
OB(z,€)

Como w é continua em B(z,€), concluimos que

lim JiB(I,@ (w(=) — w(@)) dS(2)| < Iim [l0() ~ W@ 1~ (s = O
em que [[w(.) = w(@)| Lo (9p(s,e)) = SUPyeoB(a.e) [W(Y) — w(z)].

Juntando tudo, concluimos que

i Jw v .
o 9B (z,¢) (v(z)ay(z) - w(z)é)z/(z)> dS(z) = (2).

e—0

O mesmo argumento trocando v com w e x com y nos leva a

i v w .
2 Jas <w(2)5v(z) _”(Z)ay(zo dS(z) = —v(y).

e—0

Concluimos assim que
Gy, z) = w(z) =v(y) = G(z,y).
O

COROLARIO 142. A func¢ao de Green pode ser estendida a uma funcio G : (U X U) \D — R, em
que D = {(z,y) € U x U; & =y}, tal que

G(z,y) = G(y, ).

DEMONSTRAGAO. Sabemos que G : (U X U) \D — R ¢é tal que G(z,y) = G(y,z) para x, y em U
tais que = # y. Vamos agora definir G(x,y) = 0, para todo 2 € OU, y € U com x # y.

Neste caso, se & # y, temos os seguintes casos:

1) Se x € U e y € U, entao ja sabemos que G(z,y) = G(y, x), pelo Teorema 4.2.

2) Sexz € U ey € U, entdo temos G(z,y) = 0. Pela nossa definigdo da extensdo de G, temos
G(y,z) = 0 também.

3)Sex € OU e y € U, entdo ja definimos a extensdo de G como sendo G(z,y) = 0. Se y € U,
entdo, pela nossa definigdo da extensao de G, temos G(y, x) = 0 também. Se y € U, entdao G(y,x) = 0,
pela defini¢ao de fungao de Green.

Assim, em todos os casos, a extensdo da fungao de Green definida em (U X ﬁ) \D satisfaz G(x,y) =
G(y,x). O
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Referéncias:
Evans
Folland

4.3. Exemplos de fungoes de Green

4.3.1. Funcao de Green na bola. Vamos agora achar explicitamente a fungao de Green na
bola B(0,1) para dimensdes n > 2. Para tanto, usaremos o conceito de ponto dual.

DEFINIGAO 143. Seja z € R™\ {0}, n > 2, entdo & = # ¢ chamado de ponto dual de z com
respeito a 0B(0,1).

Note que = e £ tém o mesmo sentido e diregao. Além disso, z.Z = 1.

DEFINIGAO 144. Seja x € B(0,1) C R™, n > 2. Vamos definir ¢* : B(0,1) — R da seguinte forma:

1) Para  # 0, a funcdo ¢* : B(0,1) — R & definida por
o) =@ el - 2) = (Il (- 75 ) ).

2) Para z = 0, a fungao ¢° : B(0,1) — R é definida por

0 n=2
¢ (y) = { 1
n(n—2)|BOD]* " >3

PROPOSIGAO 145. Para todo x € B(0,1) C R™, n > 2, a fun¢do ¢* : B(0,1) — R satisfaz
{ A¢®(y) = O, y € B(0,1)

DEMONSTRAGAO. Vamos considerar primeiro x # 0.
Derivando uma vez ¢*, obtemos

0¢” 0 0

5, 0) = 50 (@ (ol (v = )] = lal 5 (Jal (v~ ).
Com mais uma derivac¢ao, chegamos a

foatied 0*® .

Tyf(y) = |33\2 Biy? (lz] (y — 7))
Logo

. " 9%® 5

AG*(y) = [a* o7 (=] (y — 2)) = 0,
i=1 7t

———C

pois se x € B(0,1)\ {0}, entdo & € B(0,1) e, portanto, y # Z.
Agora seja y € 9B(0,1) e x € B(0,1)\ {0}. Entao vemos que

2 ~12 2 2 ~ ~12 2 2 Y.z 1
ol ly = 3l* = lol” (lol? - 293 + |&”) = |o] <|y| —2W+W>

2 2 @®), 2 2 2
=lz["|y|” = 2yx +1 = |2[" =2y + [y|" =y —z|".

(4.3.1)
Em (1), usamos que |y| = 1.
Assim, se y € B(0,1) e x € B(0,1)\ {0}, temos, para n = 2, que

6°(9) = @ (12l (y — 7)) = - (Jal Iy — &) = 5 In(y — 2l) =@ (y ).
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Para n > 2, temos que

1
n(n —2)|B(0,1)]

ly—af =0 (y-a).

¢*(y) = @ (|z[(y — 7)) = ] (y — &)™

_ 1
~ n(n—2)|B(0,1)]

Logo ¢® satisfaz as propriedades desejadas.

Agora vamos considerar x = 0.

E claro que A¢? = 0, pois ¢° é uma funcio constante.
Além disso, se n =2 ey € 9B(0,1), temos

#(y) = 0=~ Inly) = 2(y).

Sen>2eye€dB(0,1), temos

1 1 1

0 _ _ _
o°y) = n(n—2)|B0,1)]  n(n—2)[BO, D] jy"~2 ().

O

Usando a fungao ¢*, podemos definir a fun¢ao de Green para a bola, seguindo a teoria geral em

DEFINIGAO 146. A funcao de Green para a bola unitaria em R™, n > 2, é a funcao

G {(az,y) € B(0,1) x B(0,1),« 7ey} SR

definida da seguinte forma:
i) Para z € 0B(0, 1), temos G(z,y) = 0.
ii) Para = € B(0,1)\ {0}, temos G(z,y) =@ (y —z) — ¢*(y) = D (y — z) — D (Jz| (y — &)).
iii) Para = = 0, temos:
Para n =2, G(z,y) = @ (y) — ¢°(y) = —5- In (lyl) -

Para n > 2, G(x,y) =9 (y> - ¢O(y) = n(nfg)l‘B(o’l)‘ (|y|*1"*2 - 1) .

Por fim, vamos aplicar a féormula do Teorema 140 no estudo da equagao de Poisson na bola. A
formula se torna:

oG
we) = [ g wndsw) [ Gl st

v B(0,1)
Para tanto, vamos calcular %—f. Temos
P P
@) = 5 (Bl = 9) = (el ~ 2)) = 5y =) ~ lal 5 (Jal (v~ )

&) 1 TiZYi 2] || (yi — T4)

n|B(0,1)] ly —«[" n|B(0,1)] |z|" |y — "
©) 1 TiZYi 1 (| yi — ;)

n|B(0,1) ly —z[" * n|B(0.1)] |y—a|

1

1 2
n (xi — Y+ |x| Yi — -Tz)
_Jj‘

- n[BO, ]y —a”
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W Ir\"’ o que é verdade para n > 2. Em (2) usamos a Equagao

4.3.1. No ponto y € 9B(0, 1), a normal que aponta para fora de B(0, 1) é justamente v(y) = y. Assim

oG 1 (kP -1)
E(xvy) - <VG(x,y),1/(y)> - <n|B(0,1)| |y _x|n y,y>

L (e (k)

= n Y,Yy) = n
WBO] ly—a U= B -

Podemos resumir esses resultados no seguinte Teorema:

Em (1), usamos (% ® () =
1

TEOREMA 147. Seja f € C(B(0,1)) e g € C(0B(0,1)). Logo se u € C*(B(0,1)) for solu¢io do
problema abaizo:
—Au(z) = f(z), =€ B(0,1)
wxz) = g(z), x€0B(0,1)’
entdo u é dado por

oG
wn)= [ cwse- [ S powas)

:/ (@ (y — ) — @ (|z] (y — 2))] f(y)dy
B(0,1)

2
1 (1- 1)
n|B(0,1)] 6B(0,1) ly — x‘n

Note que a expressao acima nao mostra a existéncia de solugao. Isto pode ser delicado. De fato,
nio é verdade que para toda funcao continua f € B(0, 1) sempre vai existir uma funcio u € C?(B(0, 1))
tal que —Au(z) = f(z), para todo z € B(0,1). No entanto, quando f = 0, podemos provar o seguinte
Teorema:

+ 9(y)dS(y).

TEOREMA 148. Seja g € C(0B(0,1)). Logo a fun¢do u: B(0,1) — R definida abaizo

@) = 0 st
u(z) = 9(y)dS(y
| (0,1)] 8B(0,1) |y—$|n
€ tal que:
1) A fung¢io u pertence a C*°(B(0,1))
2) A fungio u € harmonica: Au(z) =0 para todo x € B(0,1).
3) Para todo xo € 0B(0,1), temos

li = .
w%wo,;;IEIIB(O,l)U(w) g(xO)

Em particular, a funcio u definida acima pertence a C?(B(0,1)) N C(B(0,1)), pois tem extensao

continua em 9B(0,1), pelo item 3. Esta extensdo u : B(0,1) — R (note que continuamos a usar a
mesma letra u para facilitar) é tal que ul, B0,1) = 9- A funcao u é, portanto, a tnica (pelo principio
do méaximo) solugao do problema abaixo:

Au(z) = 0, x € B(0,1)
u(z) = g(x), z=e€dB(0,1) "

Antes de provar este Teorema, vamos analisar a expressao para n = 2.

ExEMPLO 149. Para n = 2, obtemos

1 1— a2 — 22
u(xy, ) = */ ( ! 2) 59(y)dS(y).
2w Jon(o,1) |(y1 — w1, y2 — 22)|
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Usando coordenadas polares 1 = 1 cos(f) e x2 = rsen (6) e definindo v(r, 8) = u (r cos (0) , rsen (6)),
temos
1 1—r?

2 / |(cos (t) — rcos (6) ,sen (t) — rsen (6))]

vo(r,0) = 59 (cos(t),sen(t)) dt.

Note que
|(cos (t) — rcos (0) ,sen (t) — rsen (6))]?
= (cos (t) — rcos (8))* + (sen (t) — rsen ()
= cos? (t) — 2r cos (t) cos (A) + r? cos? () 4 sen? (t) — 2rsen (t) sen (0) + r2sen? (0)
=1 —2r(cos (t) cos (A) + sen (t) sen (0)) r* 4
=1—2rcos (0 —1t)+r°

Assim, concluimos que

olr ) — (1=72) [*"  g(cos(t),sen(t))
(r,0) = /0 dt.

2 1—2rcos(6—t)+r?

Observamos também que resultado que obtivemos pode ser usado para resolver o problema numa
bola de raio r > 0 através de uma mudanca de variavel. Consideremos o problema

Au(z) = 0, x € B(0,71)
u(z) = g(z), x€0B(0,r) "’
Se uw € C%(B(0,7)) N C(B(0,7)) é uma solugio do problema acima, entao v(x) = u(rz) é solugao
Av(z) = 0, x € B(0,1)
v(iz) = h(x), z€0B(0,1)’

em que h(z) = g(rz). Logo v é dado por

1 (1 - |$|2>
v(z) = n B0 1) 7 h(y)dS(y).

0, D] Jopo,) |v— =

Assim, temos

u(w) = v(%) = — (- |||n) 9(ry)dS(y)

r’ B0 D] Jer |y -2

! (=P
B0, D /s =z S dsw)

12
1 1-|2
& —/ Hg(y)dé’(y)
oB(0,r) |

|B(0,1)|rn1

T

(bt

B n|B(0,1)] 8B(0,r) |y —95|

= w /6 %g(y)dS (y)

n|B(071)|T B(0,r) |y_$|
em (1) usamos o item 1 do Lema 37. A funcdo K : B(0,r) x dB(0,r) — R dada por
r2 — |z 1
n|B(0, )] |y —=z["
¢ chamada de Kernel de Poisson da bola B(0, 7).
Vamos agora demonstrar o Teorema 148:

K(.’E,y) =
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DEMONSTRAGAO. 1) Podemos verificar que
. (1= 1F) L ((=1F)
o | [ Lowdse) | = [ a2 2 | awas).
aB(0,1) ly — | dB(0,1) ly — =

Isto pode ser provado observando que estamos integrando uma fungao continua sobre o compacto
0B(0,1) e C* na variavel . A demonstracao de que podemos derivar passando a derivada para dentro
da integral é feita de forma semelhante ao que foi feito na demonstragao do Teorema 137.

2) Como

— |z 2 “ 2
: /83(0 1) <1|||n)g(y)d8(y) N /83(0 1) A (1||n> 9(u)dS ),

ly —x ly —

(1=l=)

basta provar que A < > = 0. Isto é verdadeiro, pois

ly—z|"
2 2
e A T I Gl L)
T n = n N n =
Y\ ly - ly — | ly —2["*?
€
=B\ 2w, )
3 AR [P Y2 Uk 1 S W A
T\ ly— = ly — x| ly — x| ly — |
2 2 2
(1-1af) ( 2)(1—|x|)(xj—yj>
—n——%5+n(n+
ly — 2™+ ly — ="
2
i sy (1)
= ) +4nmj (x] nflijz) —-n nt2
ly — | ly — 2 ly — =
2 2
i (1= 1) (a5 =)
nin Y .
ly — ™"
Assim,
2 2
A (l_m) N zj (x5 — yj) (1_|x|)
| —l‘|n o | _x|n+ n 2 -n 2
Y = \Y ly — 2| ly — 2|
<1f|$‘2) (z; y])2
+n(n+2) iy o
2 2
ey 0RF) (1)
B A A v A A v
—2n z.(x —y) (1 - |$‘2>
= y—a|” +4”‘y7x|n+2 +2 y— 2"
2n
:W(—|y—x|2+2x.(9c—y)+l—\x|2>
2n

2 2 2 2
:W(_M +2y.x — |z + 2] —2:r.y+1—|x|>

[
S
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Usamos na ultima igualdade que y € 0B(0,1) e, portanto, |y| = 1.
3) Vamos dividir a demonstracdo em partes:
i) Se zp € 0B(0,1) e V é uma vizinhanga de z¢. Vamos mostrar que

(4.3.2) I ! / (= FP) dS(y) = 0
.3. im _ —F——=dS(y) = 0.
z—xzo,2€B(0,1) N |B(0, 1)| 9B(0,1)\V ‘y — $|n

De fato, se B(xg,r) C V, entdo a fun¢ao B(xg,r) x (0B(0,1)\V) > (z,y) — ﬁ é continua

no compacto B(zg,r) x (0B(0,1)\V). Logo é limitada: existe ¢ > 0 tal que I < ¢ para todo

1 _
y—a|”

(z,y) € B(zg,r) x (0B(0,1)\V). Assim

1 (1- 1)
e EY] / ————dS(y)
n|B(0, )| [Jopoaipv |y — ]

2
m ‘83(0,1)'0(1 — |J)| ) — O7 ser — Xo

ja que, se x — x¢, entdo |z| — |zg| = 1.
ii) Se x € B(0,1), entdo

! (= FP) dS(y) = 1.

n|B(0,1)] Jopwo) |y— ="

De fato, sabemos que se v : R” — R é harmonica, entdo v satisfaz Av(z) = 0 para x € B(0,1)
e assume valores iguais a v(x) em 90B(0,1) (isto é 6bvio). Logo, usando o Teorema 147 para f =0 ¢
g = v, temos para x € B(0,1):

o (1- 1)
V@) =SB0 Jopon g el W@

Assim, para v = 1, obtemos a igualdade abaixo para todo z € B(0,1):

(4.3.3) | L (- z|2)d5( )
3. = —— - a5(Y).
n|B(0,1)] 8B(0,1) ly — 2|
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Assim,
|lu(z) — g(zo)]

—~
N2

n_ 1 (1-1P)
“n[B(,1)] /aB(O 5 e (9(y) — 9(x0)) dS(y)

ly — |

1 (1 - le2)

SaBOD] ononny |y_$‘n l9(y) — g(x0)| dS(y)

(1- m
5 / 19(y) — g(x0)] dS(y)

(1 — |z )
SHIBO.D] Jopy Ty 10 Al 40

1 (1 - \g;|2)
Ty 0 sl J, 450

@, L (1 _ |x|2) ds
= HgHLOO(aB(O,l)) m 83(071)\‘/ W (y)
+19() = 9(@o)ll o (vr) -

Em (1) e (2) usamos 4.3.3. Em particular, que g(z¢) = (1] )dS( )) g(xo).

Bt J:
n[B(0,1)] JOB(0,1) [y—z[™

Sabemos que g é continua. Logo dado € > 0, podemos escolher uma vizinhanca de V tal que
19(.) = 9(x0)ll o (vy < 5- Fixada essa vizinhanga, vimos na Equagao 4.3.2 que existe § > 0 tal que se

|z —zo| <0 ex e B(0,1), entdo

| (1-1al?) s ‘
T~ ANl - _n_ y < DETEETE
n|B(0, 1) Jopoinv v — | 4lgll = oB(0,1))
Assim, concluimos que se |z — xg| < 0, € B(0,1), temos

lu(z) = g(xo)| < e.

Referéncias:
Jiirgen Jost
Evans

Folland

4.3.2. Exercicios.

ExERcICIO 150. Seja zg € R er > 0e f : 0B(xg,r) — R uma fungdo continua. Considere o
seguinte problema de Poisson em B(zg,r):
Au(z) = 0, x € B(xzg,r)
u(z) = f(z), x€0B(xg,r) "’
Mostre que existe uma unica fungao v € C (B(xo,r)> N C? (B(zg,7)) que resolve o problema
acima. Esta fungao é dada por
R? — |z — x0|2
u(z) = / wf (y)dS (y) -
0B (xo,R) [0B (0, 1)| R |z —y|

(Dica: Considere a funcdo v(z) = u(zo + rz) e aplique o Teorema 148)
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EXERcICIO 151. Seja U C R™ um aberto, zo € U e r > 0 tais que B (xg,7) C U. Mostre que se
w: U — R é uma fun¢do harmonica, entao

12 — |z — xo|?
4.3.4 u(x :/ =u (y)dS (y) .
(4.84) = osenm PBO D e — g W)

Use a expressao acima para achar mais uma demonstragao de que vale a formula do valor médio:

u(zp) = faB(xw_) u(y)dS (y) para todo B (xg,7) C U.

ExErcicio 152. (Folland ex.3 cap.2.H e Evans) Suponha que u : B (z9, R) — R é uma fun¢ao
continua, harménica em B (0, R) e maior ou igual a zero. Mostre que se |z — zo| = r < R, entdo

R u() Su) < mu()
—\R

[1+ (%)]
ExERrcicio 153. Use a expressdao do exercicio anterior e mostre que se v : B (0, R) — R é uma
fungao continua, harménica em B (0, R) e positiva, entdo mostre que para todo x € B (0, R), temos
1 =l 1 =l
—Rn_lu(O) <wu(x) < —Rn_lu(O).
1+ (7)) - (%))
Usando a expressao acima, prove que toda fungao v : R” — R harménica e estritamente positiva é

constante. Este resultado também é chamado por algumas referéncias de Teorema de Liouville. (Dica:
O que ocorre quando tomamos R muito grande?)

Exgrcicio 154. Usando a expressao do exercicio anterior, prove que toda funcao uv : R® —
R harménica e estritamente positiva é constante. Este resultado também é chamado por algumas
referéncias de Teorema de Liouville. (Dica: O que ocorre quando tomamos R muito grande?)

EXERCICIO 155. Se n = 2, mostre que se u € C? (B (0,1))NC (B (0, 1)) é uma fun¢ao harmonica
em B (0,1), entdo

u (rcos (8) rsen (0)) = % /0 ! o cis_(trf T U (cos (t),sen (t)) dt,

. 172 _ " |k| ikt
Mostre também que ;—- o= = D e oo e

4.3.3. Fungao de Green no semiplano R’ = R""!x]0,00[. Vamos comegar definindo a refle-
xao para construir a fungao de Green. Ela fard o papel andlogo ao dual de x visto no caso da bola
B(0,1).

DEFINIGAO 156. Seja © = (21,...,x,) € R7. A sua reflexdo em relagao a OR7 = R"~* x {0} ¢
definida como
T= (1,0, Tp-1,—Tp).

Com isto, poderemos definir ¢* da seguinte forma:
DEFINIGAO 157. Seja x € R’}. Definimos ¢ : R”} — R como
¢"(y) =y — ) = ®(Y1 — &1, -, Yn—1 = Tn—1,Yn + ).
Vamos mostrar que ¢* é o corretor que queremos. De fato, temos
Ap™(y) = AP(y1 — 1, s Yn—1 — Tn—1,Yn + Tn) = 0,
se y € R, ja que y, + , > 0 e, portanto, y — & # 0. Além disso, para y € R"~! x {0}, temos
" (y) = P(y1 — &1, Yn—1 — Tn-1,Tn) = P(Y1 — @1, -, Y1 — Tp—1, —Tn) = D(y — ),
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ja que ®(x) depende s6 de |z|. Usando a fungdo ¢*, podemos definir a fungdo de Green da seguinte
forma:

DEFINIGAO 158. A funcdo de Green em R} ¢ a funcdo G : {(z,y) e RT xRz £y} —» R &
definida como

G(r,y) =@y —z) — ¢(y — 7).

Vamos aplicar a formula:

ue) == [ ) G @)dS )~ [ 6o au)as().

Nesse caso, temos que a normal é definida como v = (0, ...,0, —1). Logo devemos calcular % para

oG
conhecer 57 (z,y). Vemos que

9 (1) = % @y —2)— By — 7)) = 22 (y—a) - ggw—@

Para n = 2, temos

@ :—71 _— = =
(y) o nly| = o0, (y)

2yl lyl 27 |y)*

Para n > 2, temos

1 2—n
d(y) = .
W= =B Y
Logo
o 1 1-n Yn 1 Yn
[ y = 2 —n y —_— =
oy, V) "B C T T T BO
Assim, para n > 2, temos
Oy n|BO, D[ \|y—=[" |y-2|"/)"
Se y € OR, entdo |y — x| = |y — T|. Assim,
7(557111) = - no —n = [N
Yn n|BO, D \|ly —z|" |y—2 n|B(0,1)] |y — x|
Concluimos que
%(x )= — 2n
v Y T TRIBO Dy — 2

Usando esta expressao, podemos provar o seguinte Teorema, anadlogo ao Teorema 148.

TEOREMA 159. Seja g : R"~! — R uma fungdo continua e limitada. Logo a funcdo u : R? — R
definida abaizo

() = o U
n|B(0, )] Jrn-r |y — =
em que identificamos R" =1 com R"~! x {0}, € tal que:
1) A fungio u pertence a C> (R’ ) N L>= (R )
2) Temos Au(x) = 0 para todo x € R}.
3) Para todo xg € OR". = R™~! x {0}, temos

dy,

I = :
- u(z) = g(xo)

Referéncias:
Evans
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4.3.4. Exercicios.

ExERCicIO 160. Estude a demonstracdo do Teorema 159. (Teorema 14 do capitulo 2 do Evans).

2

EXERcCicIO 161. (FOLLAND 2.E.2) Mostre que a fun¢io de Green para —--; em 0, 1[ é dada por
_ T (1 - y) , T < )
G (@) _{ y(l—z),z>y
Dica: Resolva
{ A¢*(y) =0,y el
" (y) =@ (y—=),ycdlU ’
para o caso U = ]0,1[ e aplique a defini¢do de fungdo de Green dada em sala de aula. Note que & é
dado pelo Exercicio 138.

ExErcicio 162. (Evans Cap.2.9) Seja u a solugado do problema:
Au(x' z,) = 0, (2/,2,) € R"1x]0,00]
u(z’,0) = g(2’) ' e R*1
dado pela formula de Poisson. Suponha que g seja continuo e limitado e que g(z’) = |2'| para |z/| < 1.

e L : . u(Aen)—u(0
Mostre que Vu(z) ndo é limitado proximo a 0. (Dica: Estime %)

4.4. Consequéncias da formula de Poisson

Vamos agora mostrar algumas consequéncias da férmula de Poisson.

4.4.1. Principio de reflexao. A primeira consequéncia que provaremos é o principio da reflexao,
analogo ao que é conhecido em anéalise de uma varidvel complexa. Vamos usar a seguinte notagao para
x € R™

x=(2,z,),
em que ' € R""! e x,, € R. Assim, temos
TEOREMA 163. Seja U C R™ um aberto tal que, se (x',x,) € U, entio (x',—x,) € U. Considere-

mos 08 sequintes conjuntos:
Up ={(z',x,) €U; z,, =0}
Uy ={(a,z,) € U; x, > 0}
U_ ={(z',z,) €U; z, <0}
Seja u : Uy UU4 — R uma fungio continua tal que “|U+ : Uy — R € de classe C? e Au(x) =0,

para todo x € Uy. Se u(x) = 0 para todo x € Uy, entdo a fungio v : U — R definida abaizo €
harmonica:

u(a’, xn), e Uy
(' z,) =14 0, z e Uy
—u(a', —xy,), zeU_
Note que, com as hipoteses acima, Uy = {(2/, —z,); (¢/,2,) € Us}. A extensdo acima é seme-
lhante a uma extensao impar, que sera vista mais & frente no curso.

DEMONSTRAGAO. Como u é continua, entdo v também é continua. De fato v|;; e vy, sdo de
classe C?. Logo continuas. Se 2° = (2'°,0) € Uy, entdo

lim v(r' ) = lim u(z’, ) = u(z™®,0) =0,
(z/,xy)—(29,0), £, >0 (z/,xp)—(29,0), £, >0
lim vz, xy,) = lim w(x', —xy,) = lim —u(z’°,0) =0,
(2’ 2n)—(2°,0), 2, <0 (2’ ,2n)—(2°,0), 2, <0 (z”,2n)—(20,0), n >0

pois u : Uy UU4 — R é continua.
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Vemos facilmente que v|; e v|;, sdo harmonicas. De fato, v|;;, é harmoénica, pois ¢ igual a u.
U_ U ? Uy )
Para ver que v|;, ¢ harmonica, considere = (2/,z,) € U_. Logo

ov 0 ou
O (l“lﬂ?n) = D (—U(fﬂla —Zn)) = 87(% —Zn)

2 2
0“v (w/,$n> — i <8u($,, _-%'n)> — _271;(55/7 _xn)
n n
Portanto,
Av(z' x,) = A (—u(2', —x,)) = —Au(z’, —z,) = 0.

Assim, v é harménica em U_ e em U,. Falta s6 entender o que ocorre em Uj.

Seja zg = (x,0) € Uy, 2, € R* 1 e r > 0 tal que B(xg,r) C Up. Seja w : B(zg,r) — R uma
fungao continua tal que u|B(zo,r) é de classe C? e resolve

{Aw(x) = 0, z € B(wo,7)
w(z) = v(x), x € dB(xg,7)

Sabemos que uma fungdo w como essa existe, pelo Teorema 148. Além disso, ela é dada por

r? — |z — x0|2
= n U dS .
) /BB(%,T) |0B (0,1)]r |z — y| (y)dS (y)

Agora observamos que se © = (2/,z,,) € B (zo,7) e y = (¥, yn) € OB (x0,7), entéo

2 — (2, —@a) — (24,0)]?
wﬂc',—xn :/ r |(x7 xn) (mo, —v /’ n ds /, "
) = ooy OB O, D)1 [, —) — (g7 78 45 W m)
2

v (@ — 2y )| ,
- - nv(yayn) dS(ylvyn
lém%mﬂaB@JJer—Vrﬂm—ywl )

12 — |(z — zp, )| ,
= ’ 70 (Y, yn) dS (V' yn)
/BB(;EO,T) |8B (07 1)‘ r |(.’L‘ - yl’xﬂ + y’ﬂ)|

(€]

r? — |(x — 176"@71)‘2

n U (y/v _yn) ds (y,7 yn)
/aB(zO,r) 0B (0, 1)[r[(z — ¥, 20 — yn)|

/ P Mo eh il ) a5 ()
9B(xo,r) |aB (07 1)| r |(‘T - ylaxn - yn)‘n ’ 7

—~
~

© —w(z', xp).
Em (1), fizemos a mudanga de variadvel y — —y. Em (2), usamos que v (y', —yn) = —v (', yn)-
Em (3), usamos novamente a formula de Poisson.
Em particular, concluimos que w(z’,0) = 0. Assim, w coincide com v em Uy N B(xg,r). Vamos
agora definir
By (zo,7) = {(z,2n) € B(zo,7); n > 0}
B_(zg,r) = {(z,2,) € B(xo,7); xr, < 0}
Observamos, portanto, que tanto w como v satisfazem as equagoes abaixo:

{ Ag(z) = 0, (2, 25) € By(x0,7) o { Ag(x) = 0, (', 2,) € B_(x0,r)
g(z) = wv(x), (2 ,z,) € 0Bs(xo,7) g(z) = wv(z), (' ,z,) € dB_(xg,r)

Como ambas as fungoes pertencem a C(B (wg,7)) N C?(By(z0,7)), quando restritas a By (xg,7),
e pertencem a C(B_(xq,7)) NC?(B_(x¢,r)), quando restritas a B_ (¢, ), concluimos, pela unicidade
do problema de Dirichlet (veja Proposi¢ao 59) que w = v tanto em By (zg,7) como em B_(xq,r).
Desta maneira, w = v em B(xg,r). Como w é harmonica em B(xg,7), entdo v também é, pois é igual
a w. Assim, v é de classe C? em B(xg,r) e é tal que Av = Aw = 0 em B(z¢,r). Concluimos que v &
harménica numa vizinhanca de cada ponto xy em Uj.
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Com isso, concluimos que v é harménica em U = Uy UU_ U U,. O

Referéncias:
Folland
Evans (mas o Evans deixa como exercicio).

4.4.2. Exercicios. Abaixo, usaremos R = R""!x]0,00[ e R =R""! x [0, o0].
EXERcCICIO 164. Sejam f : M — R uma fungao continua e harmoénica em R’}. Mostre que se f
for limitada e f(2/,0) = 0, entdo f ¢ igual a zero em todo o ponto de R~ x [0, oc].
EXERcicIO 165. Sejam u : @ —Rewv: M — R funcdes continuas, de classe C? em R% e tais
que resolvem a equagao abaixo:
Au(z’,z,) = f@'2,), (2/,2,) € R}
u@,0) = gl@), o Rl
em que f : @ — Reg:R*"! — R sao funcdes continuas. Mostre que se u e v forem funcdes
limitadas, entdo v = v. (Dica: faga u — v).

4.4.3. Remocao de singularidades. Usando um argumento semelhante ao da reflexao, prova-
remos que “singularidades podem ser removidas”, algo que pode ser deixado mais claro no enunciado
abaixo.

TEOREMA 166. Seja U C R™ um aberto e zo € U. Considere uma fungio w : U\{zo} — R
harménica tal que

: Ju(o)] _ _
(4.4.1) e ) =0 n=2
limg_yqy |2 — 2" " |u(z)] = 0, n>2

Entao existe o limite limy_,, u(x), o limite € finito e a fungdo v : U — R dada abaizo é harmonica

o(a) = { u(z), x #

limg 0, u(z), ==
Antes de provar o Teorema, vamos tentar entender melhor o enunciado. Observamos que m

e lz—axo["" % n > 2, vAo a zero. Assim, se u for limitada em uma bola B(zo,7)\ {zo}, entdo as
condigoes do teorema ja sdo satisfeitas. Na verdade, u(x) pode até ir ao infinito quando = — x, desde
que mais lentamente do que In(|z — z¢|), quando n =2, e |z — x0|2_" quando n > 2.

O teorema é, portanto, surpreendente. De maneira informal, o que queremos dizer é que: Se
u: U\ {zo} — R é harmonica, entao ou o limite lim,_,,, u(x) existe ou a funcao “explode” rapidamente
quando z — zo. Mais ainda: Se nao explodir rapidamente, entdo a fun¢do u na verdade é a restrigao
de uma fungdo harménica em todo U. Isto justifica o nome remogao de singularidade: Uma funcao
harmoénica em U\ {z¢} também é harménica em U (podemos remover a singularidade {x¢}), desde
que ela nao exploda muito rapido em zo (no sentido dos limites do enunciado do Teorema).

Podemos reconhecer facilmente as fungdes In(|z — zq|) € |z — 20|°" do teorema. Elas sdo, a menos
de uma constante, iguais a solu¢do fundamental do laplaciano. Assim, podemos reescrever o enunciado
usando a notacéo “o-pequeno”!, definida abaixo:

ILembramos que existe as notagdes “o-pequeno” (o mintscula) e “O-grande” (o maitscula). O Apostol, volume 1,
fala um pouco mais dessas notacoes. Apenas por curiosidade, a notagao “O-grande” funciona da seguinte maneira: Sejam
f,9 : U — R fungdes ndo negativas. Dizemos que

f(x) = O(g(x)), paraxz € U

se existir uma constante C' > 0 tal que f(z) < Cyg(z), para todo z € U.

Existem diversas variacOes dessas notagoes, mas todas contém de certa forma a mesma ideia: O-grande quando
uma fungdo é menor do que uma constante vezes a outra e o-pequeno quando a divisdo vai para zero. Observe que se
f(z) = o(g(x)) para x — zo, entdo limgz 4, % = 0. Assim, ‘%‘ < e para & € B(xo,9)\{zo}, em que 6 > 0 é uma
constante. Portanto, |f(z)| < e|g(z)| para € B(zo,0)\ {zo}, ou seja, f(z) = O (g(z)) para z € B(zo, )\ {zo}-

Concluimos que o-pequeno implica O-grande. Assim, exigir o-pequeno é mais do que exigir O-grande.
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Dizemos que

f(z) =o(g(z)), paraz — xo
@) _ g
g(z) o _ _
Neste caso, as condigoes da Equagao (4.4.1) sdo equivalentes a

u(z) = o(®(x — xp)),

se limg_, 4,

em que ¢, como sempre, é a solugao fundamental do Laplaciano.
Vamos agora provar o Teorema. Os ingredientes serao: férmula de Poisson, solucao fundamental
e principio do maximo.

DEMONSTRAGAO. Considere 7 > 0 tal que B(zo,r) C U. Como ulyp,, ) : OB(zo,r) = R &
continua, sabemos pelo Teorema 148 e 59 que existe uma tnica fun¢ao w € C(B(xg,r)) NC?(B(zo,7))
tal que

Aw(z) = 0, x € B(xg,T)
w(zx) = u(z), z € I0B(zo,r)

Se mostrarmos que w = u em B(x,7)\ {zo}, entdo concluiremos que o limite lim,_,,, u(z) existe,
Jja que

ml;rr;ﬂ u(x) = ml;n;ﬂ w(z) = w(xg).

Além disso, a fungdo v do enunciado é harmoénica em U, ji que u é harmonica em U\ {zp} e
coincide com v nesta regido e w ¢ harmonica em B(zg,7) e coincide com v nesta regido. Como
U\ {zo} U B(zg,r) = U, isto encerra a demonstragao.

Vamos agora provar que w = u. Para tanto, definimos a fungéo g : B(zg,r)\B(z¢,d) — R da
seguinte forma:

g(x) =w(zr) —u(z) — € (CI)(:L" —Tg) — fi)) )

em que ® é o valor de ® em qualquer ponto de dB(0, ) (Lembramos que a funcio ® é radial), 0 < § < r
e € > 0 s@o constantes que serdao determinadas a seguir. Observe que a fun¢ao ®(z — z) — P é sempre
positiva, pela definigdo de @, e é igual a zero quando = € dB(xq, 7).

Podemos escrever g também da seguinte maneira:

w(z) —u(z) — € (<I>(x —Tg) — (i))

(s — 1 w(z) B u(x) N ) :
=2 o) lq’(fﬁ—fo) ®(z — o) <1 ‘I’(Jﬂ—mo)>1

Note que

= —e<0.

o |e@ @) &
T—T0 (I)(LL' — .’)30) (b(.’L' — 330) (P(l‘ - 370)

Assim, fixando § > 0 suficientemente pequeno, temos que g é negativa em 0B(xg,d). Note que w,
u e ® sdo todas fungdes harmonicas em B(zg, )\ {zo} e continuas em B(zg,r). Portanto, g é continua
em B(zg,r)\B(zg,d) e harmonica no interior de B(zg,r)\B(zo,d) (que é igual a B(xg,r)\B(x0,9)).
Assim, vale o principio do maximo. Como g(x) = 0 para x € 0B(xg,r) (pois w(z) = u(x) e P(x—xg) =
® nesta regiao) e g(x) < 0 para & € dB(z0, ), o principio do maximo nos diz que g(z) < 0 para todo
x € B(xg,r)\B(xo,9).

Como ¢ > 0 fixado pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos que g(x) < 0 para todo
B(zg,7)\ {zo}. Portanto,
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para todo = €B(xg,7)\ {zo}. Mas isto vale para todo ¢ > 0. Assim, fixando x € B(zo,r)\{zo} €
tomando o limite € — 0, concluimos que
w(z) < u(x).

Se definirmos uma outra fungéo g : B(xg,r)\B(x0,d) = R trocando u com w, ou seja, da seguinte
forma:

§(@) = u(@) = w(@) - ¢ (O(z - a0) — B)
e fizermos exatamente o mesmo argumento anterior, concluiriamos que u(z) < w(z). Assim, devemos
ter u =w em B(xg,7)\ {zo}. O

Referéncias:
Folland
Apostol

4.4.4. Exercicios.

ExErcicio 167. (Exemplo de Zaremba) Considere o seguinte problema de Dirichlet em U =

B(0,1)\ {0}:

Au(z) = 0, x € B(0,1)\ {0}
u(z) = g(z), x€dB(0,1)
u(0) = o

a) Mostre que se ¢ = 0 e ug = 1, ent@o nao existe nenhuma fungao continua u : B(0,1) — R que
seja harmonica em B(0,1)\ {0} e que resolva a equagao acima.
b) Generalizando o item a), mostre que se g : 9B(0,1) — R é continua, entao existe uma fungao

continua v : B(0,1) — R que é harmonica em B(0, 1)\ {0} e que resolve a equagao acima se, e somente
se, ug = faB(o 0 g(z)dz. Neste caso, a fungao é harmonica em todo o aberto B(0,1).

4.4.5. Analiticidade das fungoes harmonicas. Nesta secdo, definiremos que sdo fungoes reais
analiticas e daremos uma demonstragao de que toda fungao harmonica é real analitica.

Para deixar a apresentacao mais breve, deixaremos algumas propriedades sobre as funcoes reais
analiticas apenas enunciadas. Livros como o Fritz John provam partes dessas propriedades.

Antes de mais nada, recordaremos a série de Taylor e a féormula do bindmio generalizada:

PROPOSIGAO 168. Seja U C R™ um aberto e uma fung¢ao u : U — R de classe C*°. Logo se
zo €U, h € R™ e [xg,h] := {two + (1 —t)h; t € [0,1]} C U, entao

N-1 1
1 N _
u(zo+h) = > —0%u(wo)h® + > aha/o (1 =0V 0%u(xo + Oh)do

7=0 |a|=j la]=N
PROPOSIGAO 169. Para cada N € Ny e xq, ..., z, em R, temos que
N _ N! o
(x1+ .. +x,)" = Z 70[1!“@”!3: )
la|=N
Um corolario importante é dado pela seguinte relagao obtida considerando z; = ... = x,, = 1:
N!
N _
(4.4.2) M= R oL
la|=N la|=N

Essas férmulas serao uteis a seguir.

DEFINIGAO 170. Sejam U C R™ um aberto e u : U — R uma fungdo. Dizemos que u é real
analitica se para cada z¢ € U, existe r > 0 tal que B(xo,7) C U e uma sequéncia (¢q)qcn, de nimeros
reais tais que:

1) Bmy o0 D<ol h|!*! < oo, para todo |h| < r.

2) u(zo 4+ h) = limy_ 00 2 la|<N Cah®, para todo |h| <.

Tanto r como (c,) dependem em geral de xo.
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E facil notar que o conjunto das funcdes reais analiticas forma um espaco vetorial. De fato, basta
somar as séries para provar que a soma de fungoes reais analiticas é real analitica e multiplicar as séries
por constantes para provar que a multiplicagao de uma funcao real analitica por um escalar continua
sendo real analitica.

ExeEMPLO 171. Em R, conhecemos diversas fungoes reais analiticas. Exemplos sao as fungoes
polinomiais (a série ¢ finita neste caso), fungdes trigonométricas e a fungdo exponencial. De fato,
podemos definir as fungoes seno, cosseno e exponencial pelas suas séries de Taylor.

ExeEMPLO 172. Seja U C C um aberto e f : U — C uma funcdo holomorfa. Logo Re(f) e
Im(f) : U — R sdo fungdes reais analiticas, em que identificamos C e R?. De fato, pela teoria das
fungbes de uma variavel complexa, para cada zo € U, existe r > 0 tal que B(zg,7) C U e

1d] .
o) =3 5o,

|dz]
0

em que a série converge absolutamente em B(zo, ). Assim, se zg = (x0,90) € h = (h1, ha), temos

0o j o J . j
Ldf P -
f(Io + h1,y0 + h2 ZO wo,yo)(hl +’Lh2 > g ( ) ﬁdz] ( 0>y0) Jh h ]

Logo

Ref(xog + hi,y0 + ho) = ZZ( ) 1 (il;{(l‘o,yo) j) hlfhg_j-

§=0 k=0

A série acima converge para Ref(zg + h1,y0 + ha). Além disso, a convergéncia é uniforme para

|h| < 5. De fato,
7=0 k=0 j

&f : -
Re (54 a0, )= ) b

> 1 .
SZZ( ) P (w0r90) | = [ s
j=0k=0 gt
ZZ; xo,yo) ([ha] + |hal)
d :
< Z xo,yo) 12h) < Z ’ f(xo,yo) ! < o0.

O mesmo pode ser feito para Imf.

O item 1) da definigdo acima garante que a série

1\}5%0 Z Ccoh® = A}gnooz Z coh® = Z Z coh®

la|<N J=0 |al=j J=0|a|=j

é absolutamente convergente. Logo ela converge para cada |h| < r. O item 2) nos diz que ela converge
justamente para u(zg + h). As vezes, o item 2) é expresso como

u(xg + h) = Z cah®,
aeNp

2z oo P ~
j& que a soma } .~ Z|a\: ; percorre todos os a € No. (Como a série converge absolutamente, nao
precisamos nem nos preocupar com qual ordem somamos os termos c,h®. O argumento é semelhante
ao de séries de uma variavel real encontrado no Elon, curso de anélise volume 1).
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PrOPOSIGAO 173. Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma fungdo real analitica. Assim temos
as sequintes propriedades:

1) Para cada o, considere 0 < r < d(xg,U°) e (cq) tais que as propriedades 1) e 2) da Defini¢io
170 sejam satisfeitas. Se 0 < T < r, entdo a série Zj‘V:OZ\oA:j coh® e todas as suas derivadas
convergem uniformemente para u e suas respectivas derivadas para x+h € B(x,T). Assim, concluimos
que u € uma fungao de classe C*° e

N
lim sup |Oyu(xo+h) — O Z Z cah® = 0.
N —o00 z€B(xo,7) 3=0 |a|=j
2) As constantes co correspondentes ao ponto xq sio dadas por co = 0%u(xg). Assim, a série
ZaeNo cah® corresponde a série de Taylor de u:

N

1

=1 —0“ e,

u(zo + h) e Z Z a!(? u(xo)h
J=0 |a|=j

A proposicao acima garante que toda fungao real analitica é de classe C*°. No entanto, o inverso

nao é verdadeiro.

ExXEMPLO 174. Seja f: R — R dada por
1
_Joetr, >0
&’ f

Ja vimos que a fungao acima ¢ C*°. Além disso, mostramos que %+ (0) = 0 para todo j € Np.
Assim,

- o 1df

1) Para qualquer r > 0, a série )2 5 55

De fato, todos os termos da série sdo iguais a zero!

© 1df

§=0 31 dts

(0)h? converge absolutamente para qualquer |h| < 7.

2) Para qualquer h > 0, a série ) (0)h? converge, mas nio para f(h), ja que f(h) >0e

co 1df o
Zj:O Gl dts (O)h =0.

Concluimos assim, que a fungao acima nao é real analitica, j4 que as condigoes da defini¢ao nao
valem para o ponto zero. Note, no entanto, que como a exponencial e t > % sao real analiticas para

t >0, a funcdo f: R\ {0} — R & real analitica (retirando o zero de R).

Em geral nenhuma funcao C'°° de suporte compacto é real analitica. Isto é consequéncia da
Proposigao abaixo.

ProOPOSIGAO 175. Seja U C R™ um aberto conexo e u : U — C uma fungdo real analitica. Se
existem C € R, g € U e r > 0 tais que B(xg,7) C U e u(x) = C para todo x € B(xg,7), entio u € a
funcao identicamente igual a constante C em todo o aberto U.

DEMONSTRAGAO. Vamos definir v : U — R por v(z) = u(x) — C. Logo v é real analitica, ja que
u e uma constante sao fungdes reais analiticas. A fungao v é igual a zero em B(zo, 7).
Agora vamos definir

C:={x € U;0%(x) =0 para todo o € Njj}.

O conjunto C nao é vazio.
De fato, B(zg,r) C C, pois se v é igual a zero na bola B(xg, ), entdo todas as suas derivadas sao
nulas nessa bola.
O conjunto C é fechado em U.
De fato, se (z1) é uma sequéncia em C que converge para x € U, concluimos, pela continuidade
das derivadas, que
nhﬁngo O%v(xg) = 0%(x) = 9%v(x) =0, pois 0%v(xx) = 0,Vk € Ny.

O conjunto C é aberto em U.
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Neste momento, o fato de que v é real analitica é crucial. De fato, seja = € C, entdo, ja que v é
real analitica, existe r > 0 tal que em B(z,) temos

1
v(xz +h) = lim —0%(x)h® = 0.
N—o0 a!
la| <N

Logo em B(x,r), a funcdo v ¢é igual a zero. Portanto, todas as suas derivadas também sdo iguais
a zero. Logo B(z,r) C C.

Como C é aberto, fechado em U e nao vazio, e como U é conexo, concluimos que C = U. Em
particular, v(z) = 0 para todo = € U e u(x) = C para todo z € U. O

COROLARIO 176. Seja U C R™ um aberto e u € C(U). Se u for real analitica, entdo u é
identicamente igual a zero.

DEMONSTRAGAO. Vamos inicialmente supor que U é um conjunto conexo. Neste caso, como
K := suppu é um compacto em U, concluimos que U\ K é um aberto nao vazio. Logo dado z¢ € U\ K,
existe r > 0 tal que u\B(mo’r) = 0. Pela Proposigao 175, a fungao u é identicamente igual a zero em
todo U.

Se U nao for um conjunto conexo, entao basta aplicar o argumento anterior para cada componente
conexa de U. g

Um fato interessante e muito 1util para verificar se as fungoes sao reais analiticas é o seguinte:

ProrOSIGAO 177. Sejam U C R™ e V. C R™ abertos. Considere as fung¢ées u : U — R e
g=1(91,.9n) : V =>U, j=1,..,n. Suponha que u e g; : V = R, j = 1,...,n, sejam todas reais
analiticas. Logo a funcdo uog:V — R também € real analitica.

Por fim, é interessante notar a seguinte caracterizacao de fungoes reais analiticas.

PROPOSICAO 178. Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma fun¢ao. Logo u € real analitica se, e
somente se, u € uma fungao C*° e para cada compacto K C U, existem constantes rg >0 e Cg >0
tais que

|0%u(x)| < CKTL?‘CV!,
para todo x € K e para todo o € Njj.

Vamos agora usar todos esses fatos para demonstrar o principal teorema da segao:

TEOREMA 179. Seja U C R™ um aberto e u : U — R uma funcdao harmonica. Logo u € uma
funcao real analitica.

DEMONSTRAGAO. Seja g € U e R > 0 tal que B(xg, R) C U. Logo, pelo Teorema 148, sabemos
que

’["2 _ |.]:' _ $0|2
e n U ds .
() /f)B@o,R) |08 (0,1)| R |z — y| (y)dS (y)

A fungao K : (R™ x R")\ {0} — R dada por K(z,y) = %

composigao de fungoes reais analiticas (raiz quadrada, elevar ao quadrado, elevar a n-ésima poténcia,

¢ real analitica, pois é

divisdo e etc.). Logo para o compacto K := B(zo, &) x dB(x¢, R), existe Cx > 0 e rx > 0 tais que
(4.4.3) }8g,yK(a:,y)| < C’Krll?‘a!,

para todo (z,y) € K e para todo a € N3".
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Usando série de Taylor na variavel z, temos, para |h| < R, que

u(zo +h) = / K(zo + h,y)u(y) dS (y)
OB(zo,R)

(1)
= aaK ,y)h®
/@BM ¥ > 0K ()

J=0 la|= J
+ 3 —h“/ 0)N " 92 K (20 + Oh.y) | dOu (y) dS (y)
\a| N
—le (/BB(W LK (o, y)u (1) dS (y >>
@ 1 0N oK (2 U
+I|ZNh /aB(IO,R) (/O (1—6) 8$K(o+9h,y)d0> (y)dS (y).

Vamos agora mostrar que para r = min{ﬁ, %} e Co = faB(mo R) LOYK (x0,y)u (y) dS (y),

temos todas as propriedades da Definigdo 170. Para tanto, iremos, a partir de agora, sempre assumir
que |h| < 7.

Propriedade 1) da Definicao 170:
Para provar a convergéncia absoluta da série, seguimos os seguintes passos:

( [ Kl ds <y>>
. 9B (xzo,R)

< : (/83( » o |5 K (zo, )||u(y)dS(y)> ||/

lor]
1
CKO"TK ||UHL°°(6B(IO,R)) 0B (z0, R)| (2717%>

o

IN
lQ‘r—l

N—
< Ck |[ull (9820, r)) 0B (20, R)| Z Z ( >
:0 =

N-1

1
< Ck Hu”Loo 9B(z0,R)) |0B (o, R)| Z 27
7=0
Em (1) usamos a Equacao 4.4.3 e |h| < 5-—. Em (2), usamos a Equagao 4.4.2.

Propriedade 2) da Defini¢cao 170:
Para provar a convergéncia da série, basta mostrar que

lim / ( / — )N 92K (0 + A, y)d9> u(y)dsS (y) =
N—oo 9B (z0,R)

IIN
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De fato, temos

N ! -
S o[ ([ a-eY ek o) ) ds
la|=N o dB(z0,R) \JO

1) N a
< > 0B, B)| Cralr! lull po (o521

lal=N
<Ck |0B(wo, R)| N ||ull Z (|| i)'
<Ck 0 L (8B(x0,R)) k
la|=N
(2) 1\"
<Ok |0B(wo, R)| N ( 5 [ull o (0 Bmor) D 1

|a]=N
3) n"
<Ck |0B(xo, R)| N 3 lull Lo (0820, R))

Novamente, em (1) usamos a Equacdo 4.4.3 que é valida, pois zg + 0h € B(zo,%). Em (2)
usamos que |h| < 2nlm' Em (3), usamos a Equacao 4.4.2. Como limpy o (%)N N = 0, obtemos o
resultado. ]

Vamos tentar interpretar uma das consequéncias desse teorema. Suponha que um corpo seja
representado por um conjunto U C R™ conexo. Se este corpo estiver em equilibrio térmico, entao a
sua temperatura é uma fun¢do harménica v : U — R. Assim, pelo Teorema 179, a temperatura é uma
funcéo real analitica.

Concluimos assim, que se existe uma bola B(xg,7) C U na qual a temperatura é constante, entao
a temperatura sera constante em todo aberto U, pelo Teorema 175. Portanto, ou a temperatura “esta
sempre mudando em U” (ndo é constante em nenhuma bola aberta dentro de U) ou a temperatura ¢
constante em U.

Referéncias:

Fritz John

Folland

4.5. Principio variacional

Seja U C R™ um aberto limitado de classe C''. Vamos considerar novamente o seguinte problema
de Poisson com condigoes de Dirichlet:

—Au(z) = f(z), ze€U

(4.5.1) w(z) = gl), wedU’

em que f € C(U) e g€ C(OU).

Vamos comegar com uma nova demonstragao de unicidade do problema acima.
TEOREMA 180. Eziste no mdzimo uma solu¢io u € C*(U) do problema acima.

Note que o Teorema acima ndo prova existéncia de solucées. Apenas unicidade, caso existam.
O problema de existéncia é delicado. Podemos sim afirmar que existe uma fungao que pode ser
considerada uma solugao do problema acima, mas essa fungao nao precisa necessariamente estar em
C?(U). Por essa razao, ao discutir solugdes somos levados a considerar outras fungdes e distribuicdes
como funcoes Holder continuas e espagos de Sobolev, que nao serao tratadas neste livro.

DEMONSTRAGAO. Suponha que u e U sejam solugdes do problema e pertencam a C?(U). Seja
w :=u — u. Logo

—Aw(z) = —Au(z)+ Au(x)
w(x) u(x) —u(x)

|
=
N>
I
~
—~
8
~
|

0, €U
0, z€dU -

|
2,
Nk

|
2,
&

[
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Lembramos que a primeira identidade de Green nos diz que se v; e vy pertencem a C?(U), entdo

8’02
/UVful(x).va(x)dx = f/le(x)Avg(x)dx+/aU vl(x)g(x)dS(:n).
Assim, para v; = vy = w, temos
2de = — | w(z)Aw(z)ds w(z ow x x) =
| vu@Pde == [ w@auvis+ [ w@gl@ase - o

2, ~ . . o L )

Como z — |Vw(x)|” é uma fungdo continua e positiva cuja integral é igual a zero, concluimos que
Vw(x) = 0 para todo z € U. Assim, w é uma constante em cada componente conexa de U. Como
w(xz) = 0 para x € U, concluimos que w = 0 e, portanto, u = . O

OBSERVAGAO 181. A demonstracio acima é uma alternativa da prova de unicidade que foi dada
usando o principio do maximo. No entanto, aqui assumimos mais regularidade de U do que antes:
agora precisamos que U seja de classe C2. Também exigimos mais regularidade de v do que antes: aqui
precisamos que u € C?(U), ou seja, que as derivadas de ordem menor ou igual a 2 tenham extensoes
continuas em U. Na demonstracao de unicidade anterior, assumimos apenas que v € C(U) N C?(U),
ou seja, nao exigiamos extensoes continuas das derivadas de u.

A demonstragao acima mostra a importéncia de integrais do tipo

/U\Vu(m)\2dac

para o estudo do Laplaciano. O estudo dessas integrais nos leva ao principio de Dirichlet:
TEOREMA 182. (Principio de Dirichlet) Considere a fungio T : A — R definida em
A= {ue C*O) uly, - g}
e dada como

2 = [ (5190 - u(@) (@) ) s

1) Seu € C?(U) é uma solugdo de 4.5.1, entio I(u) = min,ea Z(w).
2) Seu e A € tal que T(u) = min,e 4 Z(w), entdo u € uma solugdo de 4.5.1.

OBSERVAGAO 183. Atencao! Acima nada é dito sobre a existéncia do minimo! Assim, o principio
acima nao pode ser usado para provar a existéncia. E possivel, no entanto, trabalhar com outras classes
de fungoes (espagos de Sobolev) e usar fungoes semelhantes a Z para provar existéncia de solugoes.

DEMONSTRAGAO. 1) Suponha que u € C?(U) seja uma solugdo de 4.5.1. Logo se w € A, entdo
u(z) —w(x) =0 para z € OU e

W /U (—Au(z) — f(2)) (u(z) - w(z)) dx
= [~ Au(a) (ula) — wle)) — () (u(z) — w(z)) de

U
(E)— ul\r) —w\xr aU(x) T u\x ul\xr) — w\r)) — T)\ulxr) — wx X
2 [ (@)= w@) B 5@ + | Vulw). (Vuta) = Vala)) - @) (ua) - wia)) d
2 | V). (Vu(e) - Vw(@)) - f(2) (u(2) - w(2) da.
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Em (1) usamos que —Au(z) = f(z). Em (2) usamos a primeira identidade de Green. Em (3)
usamos que u(x) = w(x) em OU. Assim, temos

/ Vu(z).Vu(x) — f(x)u(z)de
/Vu ).Vw(z) — f(z)w(x)dx

(1)1
/|Vu |dac+ /|Vw |dx—/f

Em (1), usamos que
(1) (21
Vu(2).Vu(z) < [Vu(@)|[Vu(z)] < 5 [Vule o) + = |Vw 2,

em que (1) usamos Cauchy-Schwartz e em (2) usamos que
2 g2
b

(a—b)2>0 < a>+b*>—2ab>0 ab < o+

Portanto, temos
[ (191 - s ) ao < [ (G1Vul) do - o) d

Z(u) < Z(w),
para todo w € A. Assim, u é o minimo valor de 7.

2) Seja v € C2(U) e h : R — R dado por h(t) = Z(u + tv). Por hipétese u ¢ um minimo de Z.
Vemos que u + tv € A, ji que v se anula em OU, por ter suporte compacto em U, e u ser igual a w,
por pertencer a A. Assim, concluimos que

h(0) =Z(u) < Z(u+ tv) = h(t).

Assim, vemos que 0 é um ponto de minimo local (e global) de h. Se h for derivéavel, isto implica

que 9 dh +(0) = 0. Note que

h(t) = T(u + tv) = /U (; IV (u() + to(@))[? = (u(z) +tv(x))f(:c)) do
:/ (; Vu(z)]* + %tQ IVo(z)|? + tVu(z).Vo(z) — u(z) f(z) —tv(m)f(a;)) da
U
1 2 1 2
:§t2/1]|Vv(a:)\ d:v+t/U(Vu(x).Vv(x)dxfv(:c)f(x))deri/U\Vu(x)\ dxf/ u(z) f(z)dz.

U

Logo

A fungdo h é um polindmio. Logo ela é de classe C*°. Calculando sua derivada, obtemos
dh
E(t) = / Vu(z).Vo(z) + t|[Vo(z)]> — v(z) f(z)dx
U

Logo
dh
0= /U (Vu(z).Vo(z) - v(z) f(z)) do
ou

(€]
Y- [ @u@) + s@) @+ [ o3 @ist)
D [ (dut@) + fa) via)da.

U

Em (1) usamos a primeira identidade de Green. Em (2) usamos que v tem suporte compacto em

U. Logo v se anula em 9U.
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Concluimos que, se u é o minimo, entao

| (@) + 1) viydz =0,
U

86

para todo v € C°(U), ou seja, Au + f é igual a zero no sentido de distribuigdes. Como Au + f é
continua, concluimos que —Au = f. Como u € A, temos que u(x) = g(z) para todo z € OU. Assim,

temos que u € solucao de 4.5.1.

Referéncias:
Evans

O



CAPITULO 5

Transformada de Fourier

5.1. Motivagao

Uma importante ferramenta no estudo de equagoes diferenciais parciais é a transformada de Fou-
rier. Vamos motivé-la através de um problema simples.
Seja P : R™ — C um polinémio que nao se anula, ou seja,

P(x) = Z aqaz® e P(x) #0,Yx € R",

|| <m
em que a, € C. Assim, dado f : R™ — C, vamos supor que queremos resolver a seguinte equagao
P(x)u(z) = f(z), z € R™
Esta equagao é trivial! De fato, u serda dado por
u(z) = P(z)~" f(x).
Agora vamos considerar uma equagao diferencial com coeficientes constantes
(5.1.1) P(D)u() = f(a),

em que P(D) = 7, <, @a0”. Assim, vemos que P(9) ¢ um “polinémio” nas derivadas. Portanto,
ingenuamente poderiamos dizer que
u(z) = P(D)™" f(2).
Mas afinal, o que quer dizer P(D)~1?
Um exemplo bem simples é dado por P(D) = I — A. Neste caso, para resolver

u(z) — Au(z) = f(z),
devemos achar
u(@) = (I - &) f(z).

O que veremos a seguir é uma forma de transformar P(D) em um polinémio. Com isto, conse-
guiremos interpretar P(D)~! e resolver a Equacao (5.1.1). O que permitira fazer essa transformacao
é justamente a transformada de Fourier.

Referéncias para todo o capitulo:

Evans

Folland (EDP e o livro de Fourier Analysis)

Grubb

Djairo

5.2. Definigao de Transformada de Fourier

Vamos agora definir a transformada de Fourier. Para tanto vamos usar uma classe de fungoes
que permite fazer os célculos com tranquilidade (podemos derivar, passar derivadas para dentro de
integrais e etc). Usaremos a classe de Schwartz (o mesmo Schwartz das distribuiges! De fato, essas
classes de fungdes permitem estender para determinadas distribuigoes os conceitos que veremos).

Note que ao trabalhar com transformada de Fourier, iremos trabalhar com fungoes com valores
complexos. Isso torna o estudo muito mais facil, mesmo quando estamos interessados apenas em
equagoes com coeficientes reais.

87
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DEFINIGAO 184. O conjunto S(R™) das fungoes de Schwartz corresponde ao conjunto das fungoes
f:R™ — C de classe C*° tais que

|20 £ o gy 2= sUP [2°07f()] < co,
para todo v e 5 em Nj.

E facil observar que S(R™) é um espaco vetorial complexo. De fato, se fi e fo pertencem a S(R™)
e a e [ sao nimeros complexos, entao
sup |220° (afi(x) + Bfa(x))|
rER™
< |a| sup |x0‘35f1(x)’ + (5| sup ‘xaa'@fg(x)‘ < 0.
zERn zER"

Vamos ver agora alguns exemplos.

ExeEMPLO 185. Toda fungao f € C°(R™), ou seja, C*° e de suporte compacto, é uma fun¢do no
espago de Schwartz, ou seja, C°(R") C S(R™). De fato 2*9” f é uma funcio continua (na verdade
C®) e também tem suporte compacto. Portanto ¢ limitada.

EXEMPLO 186. A fungdo f : R — C dada por f(z) = e’ o € R, o > 0, é6 uma funcio de
Schwartz. De fato, podemos provar por indugao que, para cada k € Ny, existe um polinémio Pj tal
que

d* 2
—Qx —Qxr
We Pk (I)G s
o . Caa? .
em que Py é um polindomio em z. Como lim,_, 1, x7e™** = (, concluimos que
k
l‘l d 6704952

dzk

é limitado para todo k,l € Ng.

EXEMPLO 187. Sejam fi, ..., fr : R = C fungdes em S(R). Logo a fungéo f : R™ — C definida
abaixo também é de Schwartz:

fl@1,yxn) = fi(xr).. fulzn).
Isto é verdadeiro, ja que
2?0 f(x) = (¢85! fr(@1)) . (25 057 fu ()
é uma multiplicagao de fungoes limitadas. Portanto é limitada.

ExXEMPLO 188. Seja f : R™ — C dada por f(x) = el = o= (@iHtal) — et el Logo f ¢
uma funcao de Schwartz. Isto segue dos Exemplos 186 e 187.

Note que essas fungoes sdo fechadas por multiplicagdo por polinémios e por derivacdo. Antes
vamos recordar a regra de Leibniz.

PROPOSIGAO 189. Sejam f e g duas fungdes de classe C™, em que m € Ny. Se o € N, |a| < m,
entao

o (fg) = 3 ( § ) 0w ota)

Bla

« - al . arl...ay,!
em que < 3 ) = Bla—P) — Bl Bullon—Bu) (@Bl

PROPOSIGAO 190. Seja f € S(R™). Logo x +— 2% f(z) € S(R™) e x + 0°f(x) € S(R™) para todo
0 em Nj.
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DEMONSTRAGAO. Vamos comegar com a derivada por @°. Isto é simples. De fato, se § € Ng,
entdo temos z°0°3° f(z) = 229 f(z) e, portanto, z +— x*9°9° f(z) ¢ limitada.
Para a multiplicacdo por x°, observamos que

w20 (@) = (0 ) e @o s U S e e a0 ),

| — (5 — |
¥<B 1<om<s B = MO =)
51

em que usamos em (1) que &7 (2°) = (5_7‘7)!3:5_7 e & igual a zero se v < § ndo for valido (ou seja, existir

7v; > 6; para algum j € {1,...,n}). Como as fungdes x — z*T9=795~7 f(z) sdo limitadas, concluimos
que a expressao acima ¢ limitada para todo o e 5 em N§. g

A proposicao acima nos leva a seguinte conclusdo. De maneira intuitiva, f é uma funcao de
Schwartz, ou seja, f € S(R™), se, e somente se, f é uma fungdo C'™ limitada que podemos derivar
e multiplicar por polinémios quantas vezes nés quisermos (claro, desde que finitas vezes) e a fungao
ainda continua limitada.

Uma das caracteristicas da funcao de Schwartz é que podemos sempre integra-la em R™.

PROPOSICAO 191. Seja f € S(R™). Logo f € integrdvel, ou seja,

[ 1s@lds < .

n
DEMONSTRAGAO. Basta observar que (1 + |$|2) f(z) é a soma de um polinémio vezes f. Assim,

f & uma fung@o de Schwartz pela Proposi¢do 190 e, portanto, é uma fung¢ao limitada. Logo existe
C > 0 tal que

@l <o (1+)

Assim,
/ |f(z)| dx = lim |f(z)|dx < C lim (1+|x|2)_ dx
n R—00 B(O R) R—o B(O R)
Y lim / / 1+ |rz| ) r"ldrdS(z) 2 ¢ lim / / (141r?) T ldrdS(z)
R—o0 §n—1 R—o0 §n—1
n—1 n—1
=l i [ = |/
. R Tnfl
+Cs |$&/‘u+ﬂﬂm<m’

em que usamos em (1) usamos o item 3 do Lema 37. Em (2), usamos que |z| = 1, jA que z € S"71. A
ultima desigualdade se deve ao fato de que

oo n—1 oo . n—1 o) _n |00
r T T 1
/ 5w dr < / 5dr < / Py = —| = - < 0.
1 (1+7?) 1T 1 —-ni n

Como a funcao f é integravel, podemos definir a transformada de Fourier da maneira abaixo.

DEFINIGAO 192. Seja f € S(R™). A transformada de Fourier de f é a fungdo Ff : R* — C
definida como

Fi©) = [ et @do

em que x€ = x1&1 + ... + xpén. R
Também usaremos a notagao f := F (f).
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A transformada de Fourier esta sempre bem definida, ja que

/ e f (x) da S/’ |f ()] dz < 0.

OBSERVAGAO 193. Existem diversas outras convengoes para a transformada de Fourier. Os resul-
tados da teoria sao sempre os mesmos. No entanto, podem aparecer diferentes constantes nas férmulas.
Algumas outras conven(;()es sao:

1) }'f (5 ¥ )2 fRW e~ ¢ f (2) dz usada pelo Evans e por livros de fisica.

[Ff &=

2) fR e~ 2m¢ f (1) dw usada pelo Stein e alguns livros de andlise harménica (e EDP
tambem)
2) Ff(€) = Jgn € f (z) dz usada por alguns livros russos.

EXEMPLO 194. Seja f: R — C dada por

M)

x

f@)=e7.

Vamos usar a notagao f para a transformada de Fourier. Assim,

d - d o0 X 22 oo ) 2 0o d .2
dfgf(f) = dig (/_OO e‘”ge—zdx> = /_Oo —ize e T dy = z'/_oo e—mﬁdx ( —7> dr
R R

i d z2 . 22 |’ d ) .2
= lim 2/ e e (e_T) dr = lim (z’e‘”fe_z ) — lim z/ — (e—”'i) e T dr
R—ooo J_pg dx R—o0 -R R—oo J_pdx

@ —1 /_oo 4 (e_“”&) e_édaj =-¢ /_Oo e_ier_%dl‘ = —ff (€.

. 22 .
Em (1), usamos o fato de que a fungio = + e *¢e~% vai a zero quando z — Fo00. Observe que
obtemos uma equagao diferencial da forma

df ;
i (&) =-¢f ().
Para resolvé-la, vamos integrar tudo de 0 a £ da seguinte forma:
£ fr 3
/ fA (S)ds = 7/ sds.
o f(s) 0

Fazendo a mudanca de varigvel y = f (s), temos dy = f' (s) ds. Assim

f(i)dﬁ__ £ f(f) —_g ) - 7§
/f(o) v /0 sds = ln<f(0)> =3 — [ =f(0)e 7.

Basta agora calcular f (0). Isso pode ser calculado facilmente. De fato,

(s (L ([
[t ([ )

—27r/ e_2rdr——27re z
0

= 2.
0

Em (1), usamos a mudanga de variavel: = = rcos(0), y = rsen (6) e dedy = rdrdf.
Concluimos que f (0) = V27 e que
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OBSERVAGAO 195. Acima calculamos a integral da fungdo gaussiana. Esta importante integral
serd usada diversas vezes aqui. Uma pequena mudanca de varidvel permite obter o seguinte resultado

para a > 0:
/oo o T
oo a

EXEMPLO 196. Seja f : R" — C a funcao dada por f (z) = e~ 2 . Logo f (€) = (277)% e~ 2z . De

fato, temos
. |2 e . «? o0 . z2
/ e e 2 dp = </ e”lgle2d:€1) </ e”"g"e2daﬂn>
" —0o0 —o0

_ <\/ﬂe§> <me€) —om)E e T

5.3. Propriedades basicas

Vamos agora enunciar algumas propriedades béasicas da transformada de Fourier que serao uteis
para aplicagoes. Aqui nos restringiremos a algumas propriedades simples que podem ser obtidas
praticamente de forma direta a partir da definigao da transformada.

Usaremos as seguintes notages: Seja g : R® — C, v € R" e § > 0. Definimos 73,9 : R" — C e
Msg : R™ — C por

Tof (z) = f(z—v)
Msf (z) = f(oz)

Usaremos a seguir a notacao e; = (0,...,1,...,0) para o vetor com 1 na j—ésima casa e zero nas
outras.

PRrROPOSIGAO 197. A transformada de Fourier possui as sequintes propriedades:
P1) Sejaa € R e f € S(R™). Logo

F(Tae, ) () =7 f (&) e F (" f) = Tuc, £ (€).
P2) Se 6 > 0, entdo

F(Msf) =z Myf.

o=

1
on
P3) Para todo a € Nij, temos

FO01)(€) = (&) f (&)
P4) Para todo oo € N}, temos
i10g £ () = F (1) (©).

DEMONSTRAGAO. P1) Vemos que

f@mﬂ=/

n n

e f (v — aej) dr = / TS f (z) dw = 71 (€)

F (eiawjf) _ /

P2) Novamente usando mudanca de coordenadas, temos

et f (g)do = [ e [ () do = (€ aey).

n n

F (Msf) :/ e f (6x) dx = ! e S f(a)de = —f <£> .

. 5 Jan
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P3) Vamos provar para |a| = 1. Neste caso, temos

= / e 0, f (z)dz = lim e 0, f () dx
n R—o0 B((LR)

©) . w . .

= — lim Dy, (e78) f(z)dx + lim e T f () vida
R—oo /B(o,R) ( ) (=) R—c0 Jap(0,R) () s

=¢¢; lim e f (z) dr + lim e f (2) vida
R—co Jp(o,R) R—co Jap(0,R)

=&, / e f (x) da + ngnoo B e f (2) vida

Em (1) usamos o teorema da divergéncia: Equagio (2.5.6).
Vamos observar agora que

/ e f (z) vjdr
9B(0,R)

g/ I (2)]dz < C (14 12f) " dr
8B(0,R) 0B(0,R)

@ 2\~ pn—1 w1 RV
= 1 d = S R E—— .
CSn—l( +R*) "R z C| |(1+R2)"

Em (1), usamos o item 1 do Lema 37.
n—1

Como limp_so T r™ = 0, concluimos que limp_, faB(O,R) e‘”’ff (x) vidz = 0. Assim

n

F0u,0)(© =6 [ e (@) de =67 (1) (©).
Por inducgao, é simples concluir que

F(02f) (&) =il*leF (£)(9) .

P4) Basta observar que

i10g £ (¢)
_ -|a|aa —iz€ dr = areq o —iz€ d
i g/ne f(x)dx =1 /Rn (e )f(x):c
_ x| s la] o —ixé dr = o, —izé d
i /n(z) x%e s f () dx /ane f(z)dz
=F (z°f).

O

As propriedades P3) e P4) sdo muito importantes. Elas mostram que a transformada de Fourier
transforma multiplicagdo por x em uma derivada. Por outro lado, transforma derivadas em multipli-
cagao por &.

Por fim, é importante destacar também a linearidade da transformada de Fourier.

PROPOSIGAO 198. Seja f € S(R™). Logo Ff também pertence a S(R™). Além disso, a transfor-
mada de Fourier F : S(R™) — S(R"™) define uma transformagao linear, ou seja, para quaisquer « e (3
pertencentes a C, f e g pertencentes a S(R™), temos

Flaf +Bg) =aF (f)+BF(9).
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DEMONSTRAGAO. Seja f € S(R™). Vamos comegar mostrando que F f também pertence a S(R™).

il tPle 9l F(1)(€)

_ i‘a+’3‘§a({9§ (/Rn e”gf(x)dx> (2 Z‘\alfa </n xﬁeiw&f(:c)dx)

@/ e~ i1TE Gor (l‘ﬁf(l')) dx (i) Z < 3 >/ e~ ey (.Z’ﬁ) aa*’Yf(;zj)dZE.
R" ke

<o

Usamos as propriedade P3 e P4 da Proposicao 197 em (1) e (2) e a regra de Leibniz, Proposigao

189, em (3).
Assim
e F()©)| = |1l Fipye| < 3 ( ° ) [ 1 o) de < o

V<o

ja que 07 (:rﬁ) 0%~ f(x) é uma fungao de Schwartz, pela Proposi¢ao 190 e as fungdes de Schwartz sao
integraveis pela Proposicao 191.
Para verificar a linearidade, basta usar a linearidade da integral:

n

Flaf + 89) (€) = / ¢~ (af (2) + By (x)) dE

= a/" e W f (x) dE + B e g (2)dé = aF f (&) + BFg(€).

R
O

5.3.1. Voltando a nossa motivagao. Com os resultados acima ja podemos avangar no problema
que usamos como motivagao: Dado f : R™ — C, ache u : R™ — C que resolve

P(D)u(z) = f(z),

em que P(D) = Z|a|<m a,0%. Vamos supor que f seja uma funcao de Schwartz. Logo, aplicando a
transformada de Fourier na equagao acima, obtemos

Assim,

F(Y aad®u) = f(€) <= Y aa(i€)”a(E) = f(8).
la|<m la|<m
Suponha que Zlalém aq (i€)* # 0 para todo £ € R™. Assim, temos que
o ()
R SR 73k

Em particular, no exemplo
u(z) — Au(z) = f(z),

temos que

PR ()
=

Nos exemplos acima, fomos capazes de determinar u. Para terminar de resolver esse problema,
devemos saber como obter u através de u. Isto é o que serd investigado a seguir.
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5.3.2. Exercicios.

Exgrcicio 199. (Djairo. 6, ex.2.4) Mostre que se f € S(R) é uma fungdo par, ou seja, f(x) =
f(=x), entéo a sua transformada de Fourier f é uma fun¢do que assume apenas valores reais, ou seja,
f(&) € R, para todo £ € R.

Exercicio 200. (Djairo. 6, ex.2.5) Mostre que se f : R — C é uma fungdo impar, ou seja,
f(z) = —f(—x), entdo a sua transformada de Fourier f é uma fungdo que assume apenas valores

imaginarios puros, ou seja, f(£) é um imaginéario puro para todo £ € R.

ExERcicio 201. (Djairo. 6, ex.2.7) Seja F a transformada de Fourier. Mostre que:
1) F(f(==))(§) = F(f)(=8).

it) F(F())(€) = F(N(=9).

EXERCcicIO 202. (Djairo. 3.3, ex.2.10) Mostre que
i) F(f(2)cos() = 4 (F(& =) + f(g +)).

il) F(f(z)sen(a)) = % (f(€ — o) = f(e+0)).

5.4. Inversa da Transformada de Fourier e féormula de Plancherel

Vimos anteriormente que a transformada de Fourier leva multiplicagdo por polinémios em derivadas
e derivadas em multiplicacao por polinémios. Leva multiplicagdo por exponenciais imaginarias em
translacoes e translagoes em exponenciais imaginérias.

Isso nos dé uma dica de como escrever u através de u. Parece que, de alguma maneira, quando
aplicamos duas vezes a transformada de Fourier, “voltamos ao mesmo lugar”. Assim, parece que a
transformada de Fourier inversa é a propria transformada.

Isso nao é verdadeiro. No entanto, como veremos abaixo, de fato a férmula de inversao é muito
semelhante a formula da transformada de Fourier.

5.5. Formula de inversao
O nosso principal teorema dessa se¢ao é o seguinte:

TEOREMA 203. A transformada de Fourier F : S(R™) — S(R™) é um isomorfismo (ou seja, uma
transformagdo linear bijetora). A sua inversa F~!: S(R") — S(R™) ¢ dada por

1 )

- (2723 d .

(27T)n /” € f(g) g

Note que a férmula acima é muito semelhante a transformada de Fourier. A diferenca é o sinal

positivo na exponencial e no termo ﬁ Assim, vemos que

(5.5.1) Flf(x) =

2
(5.5.2) Flf(2) = #ff(—x) — Ff(@) = @0)" F\f (—a).
DEMONSTRAGAO. Seja € > 0. Logo

ﬁ - f(g) €_§|f\2€l€dbd§ == (271)” ‘/Rn (/n e-iy&f (y) dy) e_§|£|2€i£xd£

em que usamos Fubini na ultima igualdade (troca da ordem de integragoes).

~ . . . 2¢)? - .
Na expressdo acima, vemos a importancia do termo e~ 2 . Se ndo colocarmos ele, a integral

f]Rn e€(*=v) ¢ sequer esta bem definida.

Note que
21g12 . 21g12
/ e e ¥ WDde = F (e 5 > (y—x).
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Sabemos, pelo Exemplo 196, que
_l=? no e
.7:<e 2 )(f)—(%r)?e 2
Vimos no item P2) da Proposigao 197 que F (Msf) (§) = 51nf (%) Assim
lew|? or\ 2 _lel?
T2 = _— €2 |
()= ()
Portanto
/ 6_52\25\2 i€ g — F (6_52252) (y— ) = (27Tn) 2 e_|y2—5\2 .
€
Assim,
1 N 2002 1 2le2
g [ FOeTreeic— o [ ([ i) 1 ay
(277)” Rn (27-[-)77, n n
1 / _ly—=l? @ 1 _ 1212
= — e 262 fydy: ﬂ\/ e 2f$+62 dz.
(2we?)2 Jrn ) 2m)2 Jre ( )
em que (1) fizemos a mudanga de varidvel z = Y== (note que dz = E%aly e y = ez + ). Concluimos
que
1 o .
FUFU)) (@) = =7 | F(&)e*"dg
(1@ = [ F©
(O 1 Y P -2
B el—l>%1+ 2m)™ Jgn F(&)em =™ etrde = el—l>r(r)1+ (27T)3 Lo flotez)dz

@ L e_‘z'fz )= [ (x
—<<2W)s/n d)f() ).

Em (1) e (2), as passagens do limite para dentro da integral podem ser justificadas usando o

teorema da convergéncia limitada. Quem nunca viu este Teorema, pode justificar usando integragao
de Riemann, mas ndo faremos aqui (fica bem mais longo...).

Provamos que F~'F & a identidade. A prova de que FF ! é também igual a identidade ¢ feita
da mesma maneira. g

62 ~ . .
OBSERVAGAO 204. Se nao tivéssemos usado o termo e*7|5|2, nao poderfamos ter usado Fubini.
De fato, chegariamos a algo do tipo

porém nao existe [,, e W) d¢.
Vamos usar o Teorema acima para calcular algumas transformadas de Fourier.
12 .
EXEMPLO 205. Seja f : R — C dada por f () = e~ = . Neste exemplo, vamos apenas verificar que

2
F~L(Ff) = f, sem usar o Teorema 203. Vimos que Ff (£) = v2re~ T e que F~Lf (z) = =Ff(~z),
pela Equagéao (5.5.2). Assim,
2
%) (-a)

- \/12?]: (e_ﬁj> (—z) = T — e = f(2).
Concluimos que, de fato, F~! (F (f)) = f.

9

™

FE) @) = (Vare % ) @) = 57
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5.5.1. Exercicios.

EXERCICIO 206. (Djairo. 3.5, ex.3.7) Mostre que se f € S(R™), entao
i) F(F(f)) = Cf(—x), em que C é uma constante. Determine essa constante.
it) F4(f) == F(F(F(F(f)))) = Cf(x), em que C é uma constante. Determine essa constante.

5.6. Convolugao: Definicao e propriedades

Vimos nas aulas anteriores dois tipos de expressoes envolvendo integrais que aparecem diversas
vezes em aplicagoes. Observe as integrais abaixo:
s

1
Férmula de Poisson na bola: u(r,6) = — P. (60— ) g(p)dp,

2 J_,

em que P, (0) = #&2)%‘ Ela foi vista no estudo da equacdo de Laplace com condigoes de

Dirichlet na bola unitéaria.

1 z—y|?
Formula obtida ao estudar : F~! — 6_‘ 2 I (y)dy.
(2me2)2 Jrn

Férmula de Poisson em R" : u(x) = / O(x —y)f(y)dy,

n

em que ¢ é dado no Teorema 137.

As expressoes acima tém algo em comum. Elas sdo integrais da forma [ h(z —y) g (y) dy. Estes
tipos de integrais aparecem aos montes: sao chamadas de convolucao. Elas aparecem tanto na teoria
como na pratica. Vamos estudar o caso em que as fungoes sao definidas em todo R. Para facilitar
vamos restringir nosso estudo a fungdes em S(R™), embora seja possivel definir convolugoes para classes
de fungbes mais gerais e até mesmo para distribuigoes.

DEFINIGAO 207. Sejam f,g € S (R™). Definimos a convolucao f % g : R™ — C pela integral
frg(x)= A fz—y)g(y)dy.
Note que a integral acima estd bem definida. De fato, temos

(561) £ra@I< [ 1f@=0a0)ldy < 1l | lo)ldy < ox.

ja que f e g sdo limitadas e integraveis. Assim, a convolugao é uma funcao bem definida e limitada.
Mais adiante, veremos que f x g pertence a S(R™). Vamos abaixo estudar algumas propriedades
importantes da convolugao.

PROPOSIGAO 208. A convolugdo satisfaz as sequintes propriedades para f e g pertencentes a S(R™):
i) fxg=gx*[f (A convolugdo é comutativa).

it) fx (ag+ Bh) = af xg+ Bf *xh (A convolugdo é linear).

iii) f* (gxh) = (f*g)*h (A convolugio é associativa).

DEMONSTRAGAO. i) Basta verificarmos que

Frg@ =] fae-vewdy 2L [ f)g—2dz=gxf(x),

]Rn Rn
em (1) fizemos a mudanga de variaveis z = x — y.
ii) Segue da linearidade das integrais que

[ x(ag+ Bh) = . [z —y)(ag(y)+ Bh(y))dy

=a Rnf(x—y)g(y)derﬂ Rnf(x—y)h(y)dy
=afxg(x)+Bf*h(x).
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iii) Primeiramente observamos que
[xgxh)(z)=fx(hxg)(z)
[ re-nerawa- [ se-n ([
R» R»

n

hy—2)g(2) dz) dy

L[ re-naenu-aa)a? [ ] jweene-w- 2.

Em (1) usamos Fubini e em (2) usamos w =z — y e dw = dy.
Por outro lado,

grayen=[ troe-nrwa= [ ([ sa-v-a9@nma)a
s ( Rnf(m—y—z)g(Z)h(y)dy) 2 [ [ rwene-w- 2

Em (1) usamos Fubini e em (2), usamos w =x —y — 2z, 2 = z e dydz = dwdz. O

Vamos agora mostrar agora como a derivada atua em convolugoes. Veremos mais adiante algumas
aplicagoes.

PROPOSIGAO 209. Sejam f,g € S (R™). Logo
O (frg)(x)=0"f*g(x).

DEMONSTRACAO. Basta ver que

o (rra@ =0 ([ fle-mawan) = [ ora@-nowa=os g,

R’Vl

O

COROLARIO 210. Sejam f,g € S(R™). Logo
O (frg)(x)=[fx0% ().
DEMONSTRACAO. Basta observar que
1 2
0° (f 9) (@) 2 0% (g5 ) (@) = 0+ f (2) 2 [ 09 (@)

Em (1) e (2) usamos a propriedade i) da Proposigao 208. O

COROLARIO 211. Sejam f,g € S(R™). Logo f * g € S(R™). Assim, a convolug¢io € uma operagio
em S(R™).

DEMONSTRACAO. Basta observar que

0% (f * g)(z) = - 0 f(z — y)g(y)dy

— / (x—y+y)* 0 f(x —y)g(y)dy

=2 < 3 > /Rn (x—y)* 0% f(x — )y g(y)dy.

Y<a

As expressdes acima sdo limitadas pela Equacdo 5.6.1, ja que z +— 22 798 f(z) e x +— 27g(z) sdo
fungdes de Schwartz. g
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5.7. Convolugao e Transformada de Fourier

Nesta parte final da aula, vamos mostrar a relacao entre transformada de Fourier e convolugao.
Estas relagoes tém diversas aplicagoes.

TEOREMA 212. As sequintes propriedades sio satisfeitas para funcoes f e g pertencentes a S(R™):
i) F(f*g)=F(f)F(g).

it) (2m)"F(fg) = F(f) = F(g).

iii) F~(f+g) = 2m)"FH(f)F g)-

w) F-H(fg) = F1(f)* F1(g).

DEMONSTRACAO. A demonstracdo segue das definicoes.
i) Vemos que

Firea© = [ e pgan= [ e ([ pate - i) i

_ / ) ( / ) e~ WEemI@—E £ (1) g (2 — y)dy) dz 2 / e () ( / ) e Ve g(z — y)d:c) dy
@ / e () ( / ) e“gg(t)dw> dy = < / ) eiygf(y)dy> ( / ) e”gg(t)dt>

= Ff(&)Fg(&).

Em (1) usamos Fubini. Em (2) usamos t =z — y e dt = dx.
iv) Vamos aplicar F~1. Seja f = F~'f e g = F 1g. Usando i), temos

F(F+9)=F(HF@).
Aplicando F~! a ambos os lados, obtemos
fxg=F FDHF @).
Substituindo f por F~'f e § por Flg:
FUFlg=F N (FFNF(F ) = F (f9).
Concluimos que F~! (fg) = F~1f x Flg.

iii) A demonstragao é muito semelhante. De fato,

FULro)e) = e [ €T g()de

PR
O L [ e ([ rwate -y ) ae

- (271r)" / . ( / . WS f(y)g (€ — y)dy> d¢
- (271T)n /nei”f(y) </R ei(”)xg(s—ym) ay

@ (o1 ((271& / eiyxf(y)dy> ((27lr)n / eitrg(t)dt)
= (2m)"F f(2)F (),

em que em (1) usamos que f * g = g* f, em (2) usamos Fubini e em (3) a mudanga t = £ — y.
ii) Basta aplicar F na expressido de iii). Seja f = Ff e § = Fg. Usando iii), temos

F(f#g) =" F (HF @)
Aplicando F nos dois lados, obtemos

Frg= @) F (FHHFG).

—
—
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Por fim, substituindo f por Ff e g por Fg, temos:
Ff*Fg=2m)"F(F Y FHF YFg) < Ff*Fg=(2r)"F(fg).

5.8. Formula de Plancherel

Vamos agora provar a importante formula de Plancherel. Para isto, vamos definir mais uma classe
de fungoes: as fungoes de quadrado integravel.

DEFINIGAO 213. Seja f : R® — C uma funcio. Dizemos que f é uma funcdo quadrado integravel®
se

/ If (@) da < oc.
O conjunto das fungées quadrado integraveis é denotado por L? (R™). Usaremos a notagao
||f||L2(Rn) =/ Jen |f | da.

Observe que se f € L* (R") N L™ (R™), ou seja, f ¢ limitada e [, |f (z)|dz < oo, entao automa-
ticamente temos que f € L? (R"). De fato,

[ p@itae= [ if@if@lde < [ Ufle e 1f @) de
< W limgaoy [ 1 @ = Ul [ Ly < .

Assim, ||f”i2(Rn) < N fll poe ey 1f 1l p1 gy Isto implica em particular que S(R™) C L*(R™), ja que
as fungoes de Schwartz sao limitadas e integraveis.
Estamos agora em condi¢oes de enunciar o Teorema de Plancherel.

TEOREMA 214 (Teorema de Plancherel) Sejam f e g pertencentes a S(R™). Logo
)" Jen f 2)de = [o. [(€)§(&)de.

2 < ™" ||f||L2<Rn Hf{

L2 Rn

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo ¢ um simples céalculo:
1. Vemos que

—~

1)

e [ s oo [ jegs [ e

- / ) ( / e f()i )df)d @ / n < / ” e”ff«c)dx) i€ = | feaes

em (1) usamos a formula de inversao de g, isto é, g(z) = (27r)" wa e g(€)d¢é. Em (2), usamos Fubini.
2. O resultado segue diretamente do anterior. Basta tomar f = g:

) 11y = )" [ If @ e = [ |Fi0)] de =

il

L2(R")

0

1Novamente7 a definigao rigorosa requer o uso das integrais de Lebesgue. Neste curso, ndo iremos ser tao rigorosos.
Em geral, basta lembra que:

L s8o fungoes “essencialmente” limitadas (uma definigdo precisa é dada em cursos de medida e integracéo). Se f
é continua, entdo f € L°°(R") se, e somente se, |f| é limitada.

L' sdo fungdes tais que [, |f (z)|dx < 0o

L2 sdo fungdes tais que [pn |f (2))? dz < .
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Vamos tentar interpretar esse resultado. Para tanto, vamos definir o produto interno em L?(R"™):

(f,9) > L*(R") x L*([R") = (f,9) € C
da seguinte forma:

(f.g) = /R f@ygCd

Recordamos em algebra linear que o produto interno sempre define uma norma:

sy = VR = | 1 @ o

Assim, o Teorema de Plancherel pode ser reescrito como

@m)"(f.9) = (FL, Fg) e @m)2 [[fll2@n) = IF (Dl 2@ny »
para toda funcdo f e g em L%(R™).

Usando argumentos conhecidos de analise funcional e o fato de que S(R™) & denso em L?(R") (a
demonstragao néo sera feita aqui), podemos usar as féormulas acima para estender a transformada de
Fourier para fungdes em L?(R™). Esta extensao ¢é tnica e as férmulas acima continuam sendo validas.
Com um pouquinho de cuidado, podemos trocar no enunciado do Teorema de Plancherel a frase “f e
g pertencentes a S(R™)” pela frase “f e g pertencentes a L? (R")”.

TEOREMA 215. A transformada de Fourier pode ser definida como uma transformacao linear
bijetora F : L*(R™) — L*(R") da sequinte forma.
Seja f € L*(R™), entdo
Ff(€):= lim e f(2)da.
N—00 B(0,N)
A inversa é dada por F~1: L?(R") — L*(R") definida como

—-17 — 1 . i £
Ffw) = g Jim, [ e i@e

O limite acima € definido no sentido L?>(R™) (veja observagdo abaizo).

OBSERVAGAO 216. 1) A convergéncia acima deve ser entendida como um limite em L?(R"), isto
é, Ff ¢ a tnica fungao tal que

2
li - —@8 f(z)dx| dE=0.
Jim [ AFr© - [ e =0

2) Se imy o0 [(0.m) e~ ¢ f(z)dx existe para cada & € R™, entdo o limite Ff (&) := limy 0o Js0.m) e~ f(z)dx
pode ser visto como o limite pontual.

A demonstragao do Teorema é técnica, mas é um exercicio para quem conhece anéalise funcional. Ela
esta fora do escopo deste curso. Vamos aplicar o teorema acima para calcular algumas transformadas
de Fourier de fungdes que nao pertencem a S(R™), mas que sdo quadrado integréveis.

EXEMPLO 217. Seja a > 0 e X[_q,q : R — C dada por

_J Lzl <a
X[—a,a] (‘r) - 0, |.’17| >a

Assim,
a

> —ix “ —ix efi:rzf
fX[—a,a] (g) = / € EX[—a,a] (IL‘)dSC = / € §dl, = 6

oo —a % e

_elaf —emiat 9 felal _e~ial\  2sen(af)

T 2i &
2sen(af)

Concluimos que FX[-a,a) (€)= ¢
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ExXeEMPLO 218. Sejaa >0e f: R — C dada por
flx) =
Sabemos que Ff(£) = 2nF 1 f(—£), pela Equacdo (5.5.2) e que FX[-a,a(§) = 25%(’15) Assim

F (M () = mrt (X)) (g = (2200 (g

sen(ax) .

X

X T X
=1 F H (FX[-aa) (=€) = TX[a.a) (=€) = TX[—a,a] (£),
ou scja, F (*242)) (€) = mx(_q(E).
EXEMPLO 219. Sejaa >0e f: R — C dada por
f(@) = el

oo [e’s) 0
FI&) = / e f(x)dx = / e ey, +/ e~y
0

—00 — 00

oo 0
— / e(mi€=a)z g, _|_/ e(—it+a)z 7.0
0 —00

0

Assim,

e(—ik—a)z | (—it+a)x 1 1 2a
= — + — =- +— = 22
“it—a |, —ié+a| o i€+a —if+a a®+¢
Concluimos que Ff(&) = (122%52

EXEMPLO 220. Sejaa >0e f: R — C dada por
1
fz) =

a2 + .'L'2 :
Vimos que F (e—a\z\) = a22f§2 Vamos usar esses resultados para calcular F ( Ehs ) Sabemos
que Ff(§) =2nF 1 f(=£), pela Equagao (5.5.2). Assim,

F (azj—aﬂ) (€) = 2nF <a?ix2> (=) = 2%7‘1 (azzfx2> (=)
_ 2T (f (efam)) (—g) = 2T el = T —alel,

2a 2a a

Obtemos acima que F (GQixz) — Te-aldl,

5.8.1. Exercicios.

ExERrcicio 221. Seja a > 0. Considere a fungao f : R — R dada por

1, z¢€[—a,aq
flz) = { 0, z¢[—a,d

(e e

EXERcicIO 222. (VAsY cAP. 8.3) Calcule as seguinte transformadas de Fourier para fungoes
definidas em R.

a) Calcule F(f).
b) Mostre que

a) f(z) = H (a — |z|), em que H (z) é igual a 1 para x > 0, igual a 0 para z < 0 e a > 0.
b) f(x) = H (z) e **, para a > 0.

c) f(x) = |z|" el , para a >0 en >0 um inteiro.

d) f(x)=(1+= ) . (Dica: Use transformada de Fourier inversa).
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5.9. Aplicagoes

Vamos ver diversas aplicagoes da transformada de Fourier mais a frente. Aqui nos restringiremos
a dois pequenos exemplos que ja citamos anteriormente.

du

5.9.1. Primeira aplicagao: Resolvendo a equagao —9-%(z) +u(z) = f(z). Seja f € S(R).
Vamos procurar uma solugao da equacao abaixo
d*u

—@(1‘) +u(z) = f(x), z € R.

PROBLEMA 223. Mostre que existe uma tnica func¢ao u € S(R) tal que

d*u
(5.9.1) —@(x) +u(z) = f(z).
A solugao é dada por
1 o0
u) =5 [ ey
—0o0
SoLUGAO 224. Unicidade:
Para a unicidade basta observar que se u e v sao solugoes da Equacgao 5.9.1, entao w = u — v é
solugao da equagao
d?*w
dx?
A solugao dessa equagdo pode ser achada explicitamente. Ela é dada por w(z) = Ae® + Be™®. No
entanto, w(z) nunca é limitada se A ou B for diferente de zero. Assim, se w € S(R), temos w = 0.
Logo u = v.
Existéncia:
Para achar a solucdo, vamos aplicar a transformada de Fourier na equacao diferencial:

- ( d2“) (€) + Fu(€) = FF(€).

da?

() =w(z), x € R.

Como F (%(I)) = (i€)" £(€), temos

200ey L aie) oy )
eale) +i(9) = 16) <= e =%
Podemos derivar a expressao acima e mostrar, por indugao, que £ +— 1f f&)z pertence a S(R).

Tomando a transformada inversa, podemos obter u:

u(z) = F ta(x) = F1 ( 1©) ) (x).

1+4+¢&2

Para conseguir uma expressao mais explicita, usaremos F~1(fg) = F1(f) « F~1(g). Logo
—1/ 7

)@

(1 _, 1 [ .

= (26 | l) *f(x)zi/ e 177V f(y)dy.

— 00

u(z) = Fla(z) = F~! (

Em (1), usamos o Exemplo 219.
Portanto, a solugao é dada por

1

u(z) = 5/:)0 eIV f(y)dy.

Podemos derivar e explicitamente que a expressao acima é solugao da Equagao 5.9.1. Por outro
lado, se u é dado pela expressao acima, entao basta seguir os passos contrarios para provar que u é
uma solucao da equacao desejada.
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OBSERVAGAO 225. Note que usamos a expressao F 1(fg) = F1(f) * F~1(g), mas o item iv)
do Teorema 212 é demonstrado apenas para f e g pertencentes a S(R™). Isto é um problema, pois
& ﬁ ¢ S(R). No entanto, nao é dificil argumentar que essa mesma expressio vale também para

f €S@®R") e ge L?*(R™) N LY(R"™), seguindo os mesmos passos do Teorema 212.

5.9.2. Segunda aplicagao: Resolvendo a equagao de Laplace no semiplano. Vamos agora
estudar a equagao de Laplace no semiplano Rﬁ_ :=R X [0, 00] com condigées de Dirichlet:

%(%yH%(%y) = 0, y>0z€eR
u(z,0) = f(x), reR

Vamos seguir novamente a abordagem anterior e aplicar a transformada de Fourier em z. Esta
transformada sera denotada por 4 ou Fu. Nosso argumento aqui serd mais informal. Nosso objetivo
é usar as manipulacoes vistas para derivar o niicleo de Poisson em Ri.

Vamos assumir que u seja de classe C? e que tanto u como gg vao para zero quando |z| — oo.

Além disso, vamos supor que x — u(z,y) € L*(R) e x %(az,y) € L?(R) para y > 0. Aplicando a
transformada de Fourier na variavel z, obtemos

F(55) €n+7 (55) €n=o

Note que
0%u * e0Pu o ([ . 0%
o2 ) e dv = —— ~iat do) = 24
F <8y2) /7006 B2 (x,y)dx PYE (/Ooe u(z,y) x) 052 (€,1)
e que
u i 0% R 9%
_ ) = —ix&Y _ _ize 07U
f<8$2> [me o2 (Z,y)dl‘ ngnoo 7R€ 02 (‘T,y)dx
s 0u R R 5 ) ou
= 1 _1-7;57 BT o —iag oJu
Rh—I>noo e 81’ (l‘,y) R ngnoo R 8"1} (6 ) az ({L‘)y)dw
R
ou
= 1 —qx€
i€ Jim [ e )
R
0 ey OU
— i iz€ o . o _izey OU
A e u(@,y)|_, — i€ A o (e7¢) 5, (@ y)de
B 752/ e~ u(z,y)dz

Concluimos, assim, que
Bhey) = alsy), y>0.(eR
§0) = f(9), eR
A solucao geral sera dada por
(&, y) = A(E)e W + B(&)ellv.

No entanto, a transformada de Fourier nio esta bem definida para ¥/, ja que essa funcéo cresce
rapido demais. Assim, vamos nos restringir a exponencial negativa:

(6 y) = Ae .
Usando as condi¢ao de contorno, temos
A =a(&0=7F(9.
Logo A
W& y) = f el
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FI1GurA 5.9.1. O nucleo de Poisson P (z,y)

Concluimos que

w(oy) = F (@ (&y) = F ' (Feelelr) = % /j" ¢ F (£) 1€l e,

Novamente podemos melhorar um pouco a expressao acima usando as propriedades de convolugao.
De fato,

(5.9.2) u(z,y) = F ! (f(g)e*\f\y) =F Y )« F (e )y = F1(e vy« f.
Pelo Exemplo 220, temos
_ _ Yy 1
(5.9.3) F(eve) =2 <y2 +x2> .

Juntando a Equacgao 5.9.2 e a Equacgao 5.9.3, concluimos que

s = |2 (i) =2 e o0
l/Oo Ytz —t)at.

T oo Y2+ 12

A funcao )
Py(l') = ;yQizQ
é chamada de kernel (ou nicleo) de Poisson e coincide com a equagao obtida no Teorema 159 para
n = 2. Note que aqui usamos novamente a expressao F 1(fg) = F~1(f) * F~1(g) para funcdes que
nao necessariamente pertencem a S(R). Novamente isto pode ser justificado com mais cuidado. Nao
o faremos aqui. Nosso objetivo foi apenas mostrar como podemos aplicar formalmente a transformada
de Fourier para descobrir a férmula de Poisson.
Veja a Ilustracgao 5.9.2 para o nicleo de Poisson em fungao de x e diferentes valores de y.



CAPITULO 6

Equacao do calor

6.1. Motivagao: Dedugao fisica

Seja U C R™ um aberto. Vamos supor que U represente um corpo. Gostariamos de deduzir uma
equagao que descrevesse a temperatura do corpo ao longo do tempo.

Nosso argumento se baseara na conservagao de energia. Desta forma, em cada aberto Uy C U de
classe C'!, temos a seguinte lei:

“A taxa de variagdo da energia total em Uy é igual ao fluxo de energia que entra em Uy mais a
taxa de calor produzido por fontes de energia em Ujp.”

Para escrever a lei acima de maneira matematicamente precisa, iremos denotar por:

1) e para a densidade de energia (lembramos que em unidades do sistema internacional, e tem
unidade J/m?).

2) j para o vetor do fluxo de energia (J/(m?s)).

3) f(z,t) para a densidade de energia gerada pelas fontes de calor por segundo (J/(m?s)).

Assim temos que

on e(x,t)dx é a energia total em Uj.
- faUO j(x,t).v(z)dr & o fluxo de energia que entra em Uy.
on f(z,t)dx é a energia por segundo poduzida em Uy devido as fontes internas.

Note o sinal — em — fan j(z,t).v(z)dz é necessario, pois, como a normal v aponta para fora, se
quisermos o fluxo para dentro, precisamos colocar o sinal menos.
Assim, o balango de energia se torna:

e(z,t)de = — /m] jlx,t).v(z)de + f(z, t)dx.

dt Uy Uy

Gostarfamos, no entanto, de achar uma equagao para a temperatura, que sera denotada por u (tem
unidade K no sistema internacional). Para tanto, vamos supor que a temperatura e a densidade de
energia sejam proporcionais em cada ponto. Seja p(r) a densidade do material (em unidades K g/m?).
Assim, assumiremos que e(t,z) = o(z)p(z)u(t, z), em que a fungdo o é chamada de densidade de calor
especifico e depende do material do qual o corpo consiste.

Lembrando que o gradiente aponta para a diregao de maior crescimento, é razoéavel supor valida a
lei de Fourier: o fluxo de calor aponta na diregdo em que a temperatura esta decrescendo mais. Assim,
existe uma fungdo positiva k, chamada de condutividade térmica, tal que j(z,t) = —K(x)Vu(z,t). A
fungdo K também dependera do material. Juntando tudo, obtemos

d

i /U p(x)o(x)u(t, x)dr = K(2)Vu(z,t).v(z)dx + " fla, t)dz.

oUp

Usando o teorema da divergéncia e supondo suficiente regularidade para passar a derivada para
dentro da integral, concluimos que

/U(, (p(m)a(w)?;:(x,t) -V (K(z)Vu(z,t)) — f(x,t)) dex =0

105
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para todo Uy C U de classe C!. Assim, chegamos & seguinte equacdo para z € U e t > 0:

ou 1 f(mv t)

a(z,t) = MV (K(x)Vu(z,t)) + o@)o (@)

A equacao do calor como a conhecemos é obtida supondo que a densidade de calor especifico, a
densidade do material e a condutividade sdo constantes. Assim, obtemos

9 1
(%(gg,t) = kAu(z,t) + ?pf(xvt)'

A constante k = p% é chamada de coeficiente de difusibilidade.

OBSERVAGAO 226. Modelos ainda mais realistas poderiam considerar que o calor especifico e a
condutividade dependem também da temperatura, isto é, o = o(z,u(z)) e K = K(z,u(x)). Neste
caso, somos levados naturalmente a problemas parabélicos quasilineares.

Para resolver esta equagao, ainda precisamos de condi¢oes de contorno. As mais comuns sao

1) wu(z,t) =0em Uy a temperatura é zero na fronteira.
2) j(z,t).v(z) =0em Uy nao ha fluxo de calor na fronteira: O sistema ¢é isolado.
3) j(z,t).v(z) = u(z,t)em AUy o fluxo de calor é proporcional a temperatura.

A primeira condigao é chamada de Dirichlet. A segunda de Neumann e equivale a % =0, em que
v é a normal que aponta para fora de dU,. A terceira condigdo é a condi¢do de Robin e equivale a
% = —\u.

E importante ressaltar que mesmo com as condi¢oes de contorno, a equagao ainda nao estd bem
colocada. De fato, se lembrarmos do curso de EDO, entdo sabemos que uma equacao diferencial
ordinaria do tipo u/(t) = f(¢,u(t)) precisa de uma condigo inicial.

Com todas essas condigoes, a equagdo do calor (colocando as constantes fisicas como sendo iguais
a um) se torna:

Fi(,t) = Aulz,t)+ f(z,t), 2€Ut>0
Bu(z,t) = 0, x €Ut >0,
u(z,0) = wup(z), zxeU

em que B corresponde a uma das trés condigdes de contorno. As fungoes f e ug sdo fungoes dadas no
problema.

6.2. A equacgao do calor em R": Descobrindo a féormula da solugao

Vamos iniciar nosso estudo considerando o caso em que U = R™ e nao existem fontes de calor.
Neste caso, nao precisamos nos preocupar com condigoes de contorno, ja que a fronteira de R™ é vazia.
A equagao se torna

%(m,t) = Au(z,t), z€R™"t>0
u(z,0) = wup(x), x € R" ’

Para resolver a equagao, aplicaremos a transformada de Fourier na varidvel x. Vamos argumentar
aqui de uma maneira um pouco informal. Queremos apenas descobrir uma férmula para u.

Suporemos que u seja de classe C? e que a fungao = +— u(x,t) seja de Schwartz. Além disso,
ug € S(R™). Aplicando a transformada de Fourier na equagao, obtemos

F (a” (:v,t)) = F(Au(x,t),
ot
ou seja
/ e‘ixf% (x,t)de = k:/ e " Au (2, t) d.
Re ot n

Note que, para condi¢oes bastante gerais para u, temos que

e OU 0 ,
—ix€ _ —ixg
/Rne 5 (x,t) dzx Gt/ne u(x,t)dz
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e que
/ e A (2, 1) da @O / A (e‘”g) u(z,t)de
—|¢]? ey (x,t) do = — ¢ ey (z,t) da.
R" R"

Na passagem (1) fizemos integragdo por partes. O argumento é exatamente o usado na aula
do dia 20 de maio, Proposigao 197, para mostrar que a transformada de Fourier leva derivadas em
polinémios. Vamos denotar por @ = Fu a transformada de Fourier de u na variavel x e por 4y = Fuyg
a transformada de Fourier de ug. Assim, a equagao do calor se torna:

{%’Z(ﬁ,t) = —l¢falgt), t>0,(eR”
a0 = ag(f), £ER®

Esta equagdo é simples de resolver. De fato, sabemos que f'(t) = af (¢) implica que f(t) =
f(0) e, Logo

Pen = —lePaen) = i(e1) =t (e,0) = eePag (6).

Para obter u (z,t) basta aplicar a transformada de Fourier inversa. Assim,

(6.2.1) u(z,t)=F ! (Bflglztﬁo (f)) = ﬁ /n et It (&) de.

Note que a integral acima ja nos fornece a solugao. Contudo na realidade sao duas integrais, pois
Gp também é definida através de uma integral.
Podemos deixar a expressao acima mais simples usando o que aprendemos sobre convolugao.

Lembramos que F~! (fg) = F~1 (f) * F~1 (g). Logo
Fl (e—\é\ztao (5)) (e €] t) « FL(
= F (TP e P (F (o)) = F (e t) .

Vamos agora calcular F~! (e"f'zt).

LEMA 227. A seguinte formula € vdlida: F~1 (e_|5|2t) =G 1)% .

n 1£12

)Ze 2 eque F(Msf) == Ff (%) Assim

DEMONSTRAGAO. Vimos que F (

)=
F(e‘m> ) F (

) ) (26)% (2m) % e tIél,

Logo

Concluimos que

Voltando a nossa conta, chegamos que

wle )= P () g = (e ) s = L [ g ay
(4mt)2 (4rt)? Jren
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F1GURA 6.2.1. Tlustracao do ntcleo do calor

Assim, obtemos que supondo condigoes “razoéveis”, a solugao do calor devera ser dada pela formula
abaixo:

1 _le—yl?
u(m,t)—mt)g/we T g (y) dy.

A funcao definida como

1 &
K(t)={ @it " 20
0, t<0
¢é chamada de solugao fundamental do calor ou nucleo (kernel) do calor.
Como vimos temos

u(x,t) = & K(l’—y,t)UO (y)dy:Kt*Uo(fﬂ),
em que K; : R" — R é a fungdo Ky (z) = K (z,1), ou seja, a solugdo da equagao do calor é a convolugao
(em ) da soluc¢ao fundamental com a condigao inicial.

A solucao fundamental pode ser interpretada como a solucao da equagao do calor, quando temos
uma temperatura inicial ug muito alta concentrada em z = 0, mas sua integral fRn uo (z) dx é igual
a 1. De fato, conforme o tempo vai zero, a solucao fundamental fica cada vez mais concentrada na
origem. No entanto, o valor de sua integral em x é sempre o mesmo e igual a 1. Veja a Figura 6.2.1,
em que plotamos o niicleo do calor em relacao ao espago para diferentes valores de t.

Vamos usar as formulas obtidas para achar e visualizar a solu¢do da equagdo do calor com uma
condicao inicial especifica.

EXEMPLO 228. Suponha que ug (z) = ﬁe"g. Para calcular u vamos usar a Equacao (6.2.1):

w(et) = F (e (6)) E (e—ézte—if) _p (o0

1 - 1
——c¢ = ———c¢
\am (t+ 1) Var (t+ 1)

2
Em (1), usamos Fug (§) = e=7, o que pode ser obtido fazendo mudanca de variavel. Em (2),

calculamos a transformada de Fourier novamente usando mudancga de variavel (é simples! J& sabemos
a transformada de Fourier da Gaussiana. Assim, é s6 usar os valores usando a Proposi¢ao 197.)

22

— z2
TtF1 |

@

NE

Essa solucao pode ser vista na Figura 6.2.2.
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FiGuraA 6.2.2. Tlustragao da solucao. Tempo de 0 a 4. Espago de -4 a 4.

6.2.1. Exercicios.

EXERCICIO 229. (FOLLAND 4.A.2) Sejam uy, ..., U, : R x [0,00] — R solugdes da equagao do calor
Bzuj

unidimensional % = 532 Mostre que v : R™ x [0, 00[ — R dado por

V(T ey Ty ) = g (21, 1) ug (22, 1) oty (T, T)

P = = v _
é solugao da equagao do calor 47 = Aw.

6.3. A equacao do calor homogénea em R™: Demonstrando a existéncia de solugao
Vamos iniciar verificando algumas propriedades da solugao fundamental da equacao do calor.

PrOPOSIGAO 230. O nicleo do calor satisfaz as sequintes propriedades:
1) Para todo z € R™ et > 0, K € solu¢io da equagio do calor: %—It( (z,t) = AK (z,t).
2) As integrais de K em x sio dadas por [;, K (z,t)dx =[5, |K (z,t)]dz =1,

DEMONSTRAGAO. 1) Basta observar que

0 1 e*% B n__ ‘ﬂz_{_ 1 |x\267 zl?
ot \ (4rt)? 2t (4mt) 2 (4mt)® 412

1 E] (:vj>2 1 =2
= — . t — —e 4t
2t (4t) 2 2t (4nt)?
Logo
n n 2
A 1 ne_‘z‘f :—Z 1 ne_lilf +Zx_~7 1 ne_‘i‘f
(47t) 2 S 2t (4nt)? A (4mt)?
n L2 |zl 1 |21
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0 1 =2 1 _l=?
R € 4t = A - € 4t .
ot (4mt)2 (4mt)2

2) Podemos calcular a integral fazendo uma mudanga de variavel

Agora é claro que

lz]

2
1 x|? 1 n 2t d 1 |2
/ 67‘4‘t dr — (2t)% / 67@ x’ (:) 7/ ef%dy =1,
Rn n R'ﬂ

(47t)2 (47t) (2t)  (2m)*

em que fizemos y = i O

Vamos agora provar rigorosamente a formula da solucao da equagao do calor.

wl3

PROPOSIGAO 231. Seja up : R™ — R uma funcdo continua e limitada (v € C(R™) N L (R™)).
Definamos a fungao u: R™ x ]0,00[ — R por
u(z,t) = K (z—y,t)up (y) dy.
Rn
Logo
1) A fungao é de classe C° (R™ x ]0, o0]).
2) A fun¢io u é solugdo da equagao do calor %(m,t) — Au(z,t) =0, para t > 0.
3) Para todo x € R™, temos: lim;_,o+ u (z,t) = ug (z) .
A proposigdo acima mostra que u tem uma extensao continua em R™ x [0,00[. Assim, 1 e 3
equivalem a dizer que v € C*° (R"x]0, 00[) N C' (R™ x [0, 00[) é uma solugao de
%“t‘(:mt) = Au(z,t), zeR"t>0
u(z,0) = wup(x), x € R" ’
em que, nos pontos ¢t = 0, estamos tomando a tnica extensao continua de u.

DEMONSTRAGAO. 1) E simples mostrar diferenciabilidade. De fato, noés vemos que
o7 a|a| aj+|a\K
Oti Oz ( o (z =y, t)uo (y) y) ( . Oti0z° (x —y,t)uo (y) y)
2) Vemos que

(;)t( RnK(m—y,t)uo(y)dy> _A( RnK(m—y,t)uo(y)dy)

:/Rn (%{f—AK) (@ =y, t) uo () dy = 0.

3) A demonstracao segue das seguintes passagens:

1 _lz—y|?
K(o:—y,t>uo<y>dy:/

—e 1 ug(y)dy
n (4mt)2 °¥)

3

R

1 Vot 1 |=|?
= —e 2 wug(y)dy = - / e 2 ug (x—V2tz ) dy.
/Rn (4mt) ® W= J o )

— =y — _dy - p
quueusamosquez—\/ﬂ,dz—(%)%ey—x V2tz. O

COROLARIO 232. A fungdo K : R™ x ]0,00[ = R dada por
1 =2

K(m,t):(4 )Ee 0
Tt) 2

€ solucao da equagdo abaixo:

%—If(w,t) AK(z,t), zeR™"t>0

limtﬁo K(l‘7 t) = (507 em D’ (Rn)
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OBSERVAGAO 233. O limite lim;_,o K (z,t) = do em D’(R™) tem o seguinte significado. Para cada
t >0, afuncdo z € R" — K(z,t) € R é continua. Portanto define uma distribui¢do K; € D'(R™) dada
para cada ¢ € C2°(R™) por

1 |2
Kile) = [ e pla)da,
(4rt)2 Jre
A afirmacao do Corolério é que essas distribuicoes convergem para o delta de Dirac quando t — 07,
isto é,
lim Ki(p) = do() = (0),
t—0+
para todo ¢ € C(R").
Neste sentido, K é solugao da equagao do calor com condigao inicial o delta de Dirac.

DEMONSTRAGAO. Ja vimos que %—If(x,t) = AK(x,t), para x € R™ e ¢ > 0. Basta entdo mostrar

a convergéncia para o delta de Dirac. Para ¢ € C°(R"™), temos

_lel? ) .. 1 —lyl?
e 1 p(z)dr = lim — e p(Vaty)dy
R'ﬂ/ n

lim Ky (¢) = lim

t—0 t—0 (47775)% t—0 72
1 1
5 [ e ety = (5 [ e ay) w0
T2 Jpn t—0 T2 n
= ¢(0) = do(p).
em que y = ﬁ edy = (4:)% dz foi usado em (1). d

6.3.1. Exercicios.

EXERciciO 234. (Evans cap. 2 ex.11) Suponha que u € C? (R"x]0,00[) e que u é solugao da
equagao do calor: % (z,t) = Au(z,t), r e R et > 0.

a) Mostre que a fungéo uy(x,t) = u (Ax, At) também é uma solugdo da equagao do calor para cada
AeR.

b) Use o item a) para mostrar que a fun¢ao v(z,t) = z.Vu(z,t) +2t%§‘(x, t) também ¢é uma solugao
da equagao do calor.

ExXERciciO 235. (Evans cap. 2 ex.14) Ache uma formula explicita para uma solugdo da equagao
abaixo:

9 (z,t) — Au(, t) + cu(z, t) flz,t), zeR" t>0
u (z,0) = g(z), r € R
Faga de duas maneiras:
a) Use a fungdo v(z,t) = e u(z,t).
b) Para o caso em que f = 0. Siga os seguintes passos:
z|2 n 2 n 2
i) Sabendo que F (6_%) = (2m)> 6_%7 mostre que F (e‘“‘x|2) =(Z)® et e F1 (e_bfz) =
Lol
(4wb) = '

ii) Aplique a transformada de Fourier em x e ache uma expressao para @ (¢,£) = g () e (1HIEP)t,
iii) Por fim, use que u(z,t) = F 1§ x F~1e~(141€7)" para obter o resultado.
ExERcicio 236. (Folland 4.A.4) Resolva a equagao do calor unidimensional na semireta

9u (p,8) = T4 (x,) x>0,1>0

u(z,0) = f(x) x>0

Considere como condigoes de contorno os seguintes casos abaixo:
a) u(0,t) =0
b) 2% (0,t) =0
(Dica: Para cada caso, use extensao impar ou par de f em R).
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6.4. Solucao da equagao do calor nao homogénea em R"™ com condigao inicial nula

Vamos agora estudar a seguinte equagao

%(%t) — Au(z,t) = f(z,t), (z,t) € R*TL,

Para tanto, vamos proceder como na equagao de Laplace. Vamos comegar mostrando que K de
fato é uma solugdo fundamental no sentido de distribuig¢oes. Observamos que K ¢é localmente integrével
em R™*1. De fato, temos

T 1 lz]?
/ K(z,t)dzdt = / / —e 4t dxdt
{e€R™; |2| <R} x[~T,T] 0 J{zeRrn;|z|<R} (47t)>2

T 1 |z|2
S/ / —e 1t dxdt =T < 0.
0o Jrn (47t)>2

Assim, como todo compacto de R™ x R esta contido em {z € R"; |z| < R} x [-T,T] para Re T
suficientemente grandes, concluimos que

/ K(x,t)dzdt < oo
c

para todo C' compacto de R™ x R.
Vamos definir uma classe de fun¢oes adequada para nosso estudo.

DEFINIGAO 237. Seja U C R™ um aberto e I C R um intervalo (pode ser aberto ou nio). Vamos
denotar por x as varidveis de U e por t a variavel de I. Dizemos que u € C>'(U x I)seu:U x I — R
for continuo e

1) A derivada parmal i (w,t) existe para todo (z,t) € U x I e a fungdo % a—“ cUxI - RE
continua. A derivada par(nal deve ser interpretada como derivada lateral se t € T pertencer a uma das
extremidades de I.

2) Para todo i,j € {1,...,n}, as derivadas parciais Cf? (x,t) e af v, (x,t) existem para todo

(z,t) € U x I e as fungoes 8‘37“]_, 628“% (2,t) : U x I = R sédo continuas.

Diremos que u € C>1(U x I) se u € C*1(U x I) e se u tiver suporte compacto.
De maneira intuitiva, u € C?! se u for de classe C? no espaco e de classe C'' no tempo.

TEOREMA 238. A fungdo K ¢ tal que para todo ¢ € C*1(R™ x R), temos

- /Rn+1 (K(w,t)%f(x,t) + K(%t)Aga(x,t)) dzdt = (0).

Em particular, temos que

0K
E—AK—(SO

DEMONSTRAGAO. Sabemos que ¢ tem suporte compacto. Vamos supor que seu suporte esteja
contido em {x € R"; |z| < R} x] — T,T[, em que R > 0 e T > 0. Em particular, ¢ e todas as suas
derivadas se anulam quando |z| = R ou |¢t| = T. Além disso, temos que K(z,t) =0 se t < 0. Logo

- /R . (K(x,t)%‘f(x,t) + K(x,t)Aap(x,t)) dadt

/ /n ( ;(xvt)JfK(xat)A@(x,t)) dadt

- —liny / / ) < (g; £ + K(z, ) Ap(a, t)) dedt.
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Agora note que
/OO K22 t)da:dt—/ T k)22 (0 pydt ) da
J ot e UL ot
T
:/ ( K(:c,t)aso(x,t)dt> dx
re \ Je ot

= K(z,T)p(z, T)dx — . K(m,e)tp(m,e)dm—/n/ aa—lf(x,t)go(a?,t)dtdx

]R'n.
=— K(z,e)o(x,e)dx — / 8K(
€ R™ ot

R’n
Por outro lado, temos

/6 ) - K(z,t)Ap(z, t)dvdt = / h < /B o K(x,t)@@,t)@) dt
- /eoo (/B(O,R) AK(IJW(IJ)dI) di+ /Eoo (/B(O’R) (K(x t) Zf( t) — é;IV((z?,t)@(as,t)) da:) dt

= / (/ AK(x,t)cp(x,t)da:) dt = / AK(z,t)p(z, t)dxdt.
€ B(0,R) € R

Juntando tudo, temos

- /R . <K(:z:,t)aaf(;z:,t) + K(x,t)Ago(x,t)) dedt

= lim K(z,€)p(z, e)dr + hm/ / ( — AK(x, t)) o(z, t)dtdx
e—0 e—0 n

z,t)p(z, t)dtdx.

R"

= lim K(z,e)p(z,e)dx.

e—0 Rn

Agora observamos que

K(z, e)p(x, e)dr = [ K(z,€) (p(x,€) —p(x,0)) dr + [ K(z,e)p(x,0)dr.
R7 R7 Rn

Vimos anteriormente que

lim K(z —y,t)u(y)dy = u(r) = lim K(y7 thu(y)dy = u(0),

t—=0t JRrn t—0+

ja que K(y,t) = K(—y,t). Assim,

lim K(x,€)p(zr,0)dr = ¢(0).

e—0t Rn
Por outro lado,

K(z,¢€) (p(x,€) — p(x,0)) dz

sup p(x, €) — p(z,0)].

R» z€B(0,R)

R» 2€B(0,R)

< | K ed ( sup (. €) - so(z,on)
Como ¢ tem suporte compacto, entao ¢ é uniformemente continuo. Logo

lim sup \(p(x, 6) - (P(JU, 0)| =0.
¢=0% zeB(0,R)

Concluimos que

_ /Rn+1 <K(x,t)%f(x,t) + K(a:,t)Agp(x,t)) drdt = lim K(z,€)p(z, )dz = ¢(0).

e—0t Rn
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COROLARIO 239. Seja f € C*Y(R™ x R). Logo a fungdo
u(z,t) = K(x —y,t—s)f(y,s)dsdy
R+
pertence a C*H(R™ x R) e é uma solugdo de
ou
T e t) = A — :
2 0,1) — (1) = f,1)
DEMONSTRACAO. Basta observar que
u(xz,t) = K(x —y,t—)f(y,s)dsdy = K(y,s)f(x —y,t — s)dsdy.
Rn+1 Rn+1
Derivando, obtemos
S0 -dun = [ K (Gt - Auflo -yt ) ) dsdy
ot Rnt1 ot
of
= - K(y75) (x—y,t—s)—i—Ayf(a:—y,t—s) dsdyzf(x—O,t—O)zf(a:,t)
Rn+1 88
O

De maneira muito semelhante, podemos achar a solugao para o problema de valor inicial nao
homogéneo.

PROPOSIGAO 240. Seja f € C2H(R™ x [0,00)). Logo a fungdo

ety = [ [ K@ wi-sssay = [ [ K5, isiy

pertence a C*1(R"x]0,00)) N C*H(R™ x [0,00)) e € uma solugio de

u(z,t) = Au(z,t)+ f(z,t), 2€R >0
u(z,0) = 0, x eR" '

DEMONSTRAGAO. A demonstracdo é uma repeticdo da anterior. Vamos repeti-la s6 para deixar
bem claro.

Antes de mais nada, observamos que

u(amt):/n/OOOK(x—y,t—s)f(y,s)dsdy:/Ot< RnK(y,s)f(x—y,t—s)dy) ds.

Assim, vemos que

t
S0 = [ Keose-voas [ ([ Ko P ni- i)

¢
sute) = [ ([ K80 =t = ay ) as.
0o \Jr»
Basta, entao, mostrar que
t
[ ([ xsZw—vt=ai)as— [ ([ Koosse— i) is
0o \Jrn ot 0 \Jrn
—j.0)~ [ K05 - .00y,
]Rn
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Para tanto, observamos que

t K(y,s)%(:cfy,tfs)dy as— [ Ky $)Af(w —y,t = s)dy ) ds
0 R 0 R™

A (/R K9 2 (w1 s)dy) as- [ ( [ Ks)8apo -t s)dy) ds.

+/€ ( . K(y,s)%f(a: —y,t— s)dy) ds —/e < . K(y,8)Ap f(x —y,t — S)dy> ds.

Quando € — 0T, temos que

/ ( K(y,S)af(l'y,tS)dy> ds
N [ ([ 000
ot Lo° (R % [0,00)) J0 R

—eHaf —0,e— 0",
ot

L= (R™ x[0,00))

e que

/06 ( Rn K(y s)Af(z =yt - S)dy) ds

< ||Af||L°°(R“'><[OA,oo))/O ( - K(y,s)dy) ds

=€ HAfHLOC(R”x[O,oo)) —0,e—0t.
Assim,

/Ot (/R K(%S)Z(ﬂc—y,t—S)dy> ds—/ot (/R K(y,s)Azf(a:—y,t_s)dy) ds

of

= lim ( . K(y,s)at(x—y,t—s)dy> afs—/6 ( RnK(y,s)Axf(m—y,t—s)dy> ds.

e—0t /.
Vamos analisar cada termo. O termo temporal fica

/:( RHK(y,s)g{(m—%t—S)dy) ds = —/Rn <ltK(y,S)g(ir(x—y,t—s)ds> dy
oK

115

—— [ -0 - Kse—vi-dr+ [ ([ S st as) dy

O termo espacial fica

[ ([ 5w osase—vt-siw)as= ([ Kwsase-ui-sa) i

- /Ot (/ A K (y,s)f (@ —y,t — s)dy> ds.
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Juntando tudo, obtemos

[ ([ s v=san)as— [ ([ Knodusta=mi-si) is
0 R 0 R

—— [ (K05~ 9.0 = K f(o — y.t - 9)dy

/n </: <65[§(y,s) AyK(y,s)) f(xyjts)d5> dy

- [ (KOs 3.0 - Ky.05@ - .t - ) dy.

Observamos que

. K(y,e)f(x —y,t —e)dy

= Ke(fle—yt—e)—fla—yt)dy+ | Ky e)f(z—yt)dy.
R™ Rn
Agora basta observar que
lim [ K(y,e)f(x—yt)dy = f(z,1)
e—0t Jpn
e que

K(y7€> (f(x—yj—e)—f(w—y,t))dy‘

Rﬂ.

<[ K(y,e)dy sup |[f(z—y,t—¢€)— f(z—yt)
R z€R™ >0

< sup |flz—y,t—¢€)— flz—y,t)|.

TER™,t>0

O tltimo termo vai a zero quando € — 0%, ja que f ¢ uma fungao continua em R™ x [0, 00) com
suporte compacto. Logo é uniformemente continua. O

6.4.1. Exercicios.

EXERCiCIO 241. (Evans cap.2 ex. 13) Sejan =1 e u(x,t) = v(%)

du _ d*u

a) Mostre que 4} = 2-% se, e somente se, v"/(2) + 5v'(z) = 0. Mostre também que a solugao geral

de v é dada por
z .2
v(z) = c/ e Tds+d.
0

b) Diferencie u(x,t) = v(-%) em z e selecione a constante ¢ > 0 de tal forma que se obtenha a
solugao fundamental para n = 1. Explique porque esse procedimento produz a solugao fundamental.
(Dica: Qual é a condigao inicial para u?).

Sl

6.5. Solucao da equacgao do calor nao homogénea em R" com condigao inicial nao nula
Vamos agora juntar tudo o que vimos anteriormente num Teorema.
TEOREMA 242. Seja ug € C(R™) N L>®(R") e f € C>1(R" x [0,00]). Logo a equagio abairo:

%(rt) = Aulw,t)+f(n1), 1ERYE>0
u(z,t) = wo(x), reR"

possui uma solu¢do u € C%H(R™x]0, 00[) N C(R™ x [0, 00[) dada por

t
u(x,t) = . K(x —y,t)uo(y)dy + /0 . K(x —y,t—s)f(y, s)dyds.
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OBSERVAGAO 243. Note que fRn K(x —y,t—s)f(y,s)dyds é solugdo de

%(x,t) = Aus(z,t), zeR"t>s
us(z, s) = flz,s), r €R"”

Assim, podemos escrever
t t
/ K(x—y,t—s)f(y,s)dyds = / us(x,t)ds.
0 Jrn 0
O fato de que uma solugao do problema nao homogéneo poder ser escrito como integral das solugoes
us é chamado de principio de Duhamel.

DEMONSTRACAO. Basta observar que

ui(a,t) = [ K(z—y,t)uo(y)dy
]Rn
pertence a C°(R"x]0, 00[) N C(R™ X [0, 00[) e & solugao de
aa‘? (z,t) = Aui(z,t), z€R"t>0
@t = uwlz), xR

Além disso, a fungao

t
wet) = [ K=yt =950 s)duds

pertence a C%1(R"x]0, 00[) N C(R™ x [0, c[) e é solugao de

Ba(r,t) = Aug(a,t)+ f(z,t), xR t>0
us(z,t) = 0, x € R"
Assim, u = uy + uo € tal que
0 2,6) = 20 0,0) + 22 (2,) = A (a,8) + Ausle, ) + £ (1)

a(%t) = W(ffat) T
= A (ug +u2) (z,t) + f(x,t) = Au(z, t) + f(x,t).

Além disso,

u(z,0) = uy(x,0) + uz(x,0) = up(z) + 0 = up(z).
0

6.5.1. Analogia com EDO. Vamos recordar o que sabemos de EDO. Dada uma matriz A €

M, «n(R), entdo
u'(t) = Au(t), te€]0,00]

u(0) = g

tem solucdo tinica dada por u(t) = e*uy. Agora vamos pensar o que ocorre quando temos uma termo

f :[0,00[— R™ na equagao. Neste caso, temos
w(t) = Au(t)+ f(t), tel0,00]
u(0) = U
O “truque” para lidar com essas equagoes é procurar uma solucao “variando os pardmetros”, isto

é, procurando u(t) = e!4v(t). Neste caso, devemos ter

Aeto(t) + et (t) = Aetto(t) + f(t), te€[0,00]
v(0) = Ug
Assim,

V' (t) = e () = w(t) = uo +/ e A f(s)ds.
0
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Concluimos que
t
u(t) = ey +/ e=)Af(s)ds.
0
Vamos mostrar que esta formula é analoga a obtida para a equagao do calor. Para tanto, vamos
definir, para cada t > 0, o operador e*® : C(R") N L=(R™) — C*°(R") por
1 _lz—y|?

tA = T — = e 4 .
e“g(z) = RnK( y,t)g(y)dy )% / 9(y)dy

OBSERVAGAO 244. Se g pertencer ao espago de Schwartz, entdo, usando convolugdo, o operador
acima também pode ser escrito como

1 . 2
i€ ,—tlE° 5V d
(271')”/6 € g(g) E'
Em geral, dada uma fungao f : [0, co[— R™ limitada, sempre podemos definir f(—A) : L?(R") —
L?(R™) da seguinte maneira:

e'Bg(x) = FIF(K+g) = FHK.g) =

AV = [ ey
F(-8)g = G [ e rUePae)as.

Este “célculo funcional” do Laplaciano tem diversas consequéncias. (Veja Folland para uma dis-
cussao acessivel).

PROPOSIGAO 245. O operador e!® tem as sequintes propriedades andlogas as matrizes:
i) Se g € S(R™), entio e'PesPg = eltT9)2g,
ii) Se g € CF(R™), entdo lim,_,o+ e®g = g.A solu¢io fundamental tem a seguinte propriedade:
Para t,s > 0, vale
Kt * Ks (l‘) = Kt+s (Jj) .

DEMONSTRAGAO. i) A forma mais simples de se provar isto é usando transformada de Fourier.
De fato,
tA _sA _
eCe’g =K+ (Kgxg) = (K x K) x g.

2
_ =]

"1t = Ky (x). Logo

Vimos que F~! (e‘t|’3‘2> =1

e
(4mt)2
FR, (€)= eI,
Assim
F(K0) (€ F () (§) = e 1l el = emlelits),
Portanto

Ko« K, (v) = F7UF (K K) (@) = F(F () F(K,)) = F2 (€909 (@) = Koy ().

Assim,

etAesAg — Kt+s *g = €(t+s)Ag.

ii) Isto segue de que K; converge a &g, quando t — 0. O

Usando o operador /2, podemos escrever a solucao do problema do calor como
t
u(z,t) = e®ug(z) +/ e=IAf( . s)ds,
0

em que e=)2 f(., 5) indica que e*~)2 esta agindo na funcio = — f(z,s). Note a analogia
Equacoes:

u(t) = Au(t)+ f(t), te]0,00 o u(z,t) = Au(z,t)+ flz,t), zeR",t>0
u(0) = U u(z,0) = wup(x), x € R
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Solugdes:
t t
u(t) = ety +/ DA (s)ds e u(x,t) = ePug(x) +/ e=IAf( . s)ds
0 0
E interessante observar que o principio de Duhamel é essencialmente a formula de variacio de
constantes aplicadas em EDPs.
6.5.2. Exercicios.
EXERCICIO 246. (Evans cap. 2 ex. 15) Dado g : [0,00[— R uma fungao de classe C! tal que

9(0) = 0, encontre a formula

2

4a/ia:s)g(s)ds

u(z,t) =

\/E/ (t—s)s

para a solugdo do problema de valor inicial/de contorno abaixo:

Qufr,t)—G4(x,t) = 0, (x,t) €]0,00[x]0, 00
u(x,O) = 07 x>0
u(0,1) = (1), t>0

Dica: Seja v(z,t) = u(x,t) —g(t) e estenda v para {z < 0} por reflexdo impar (v(z,t) = —v(—=z,1t),
se z < 0).
6.6. Principio do maximo para a equacao do calor e suas consequéncias

Vamos agora estudar a equagao do calor em um aberto limitado U C R™. Para tanto, usaremos a
seguinte notagao:

TEOREMA 247. (Principio do mdzimo forte para a equag¢ao do calor) Seja U C R™ um aberto
limitado. Seja u: U x [0,T] = R uma fungdo continua tal que u|UX]0 T € C?Y(Ux]0,T|) e satisfaca

0
ait‘(x,t) = Au(z,t), (z,t) € Ux]0,T].
Logo
max  u= max u.
(z,t)€EUX[0,T] (z,t)€0U x [0,T]UU x {0}
E mais simples usar a seguinte notagio para uma funcio u : U x [0,7] — R continua tal que

Ulyr o) € C?1(Ux]0,T[). Dizemos simplesmente que u € C? 1(U><]O T)NCU x [0,T)).

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0, vamos definir v : U x [0,T] — R por
v(z,t) = u(z,t) + €|z
Seja 0 < T" < T'. Suponha que max, , 7o,V OCOITa no ponto (zo,to) € Ux]0,1"], isto &,

v(xo,tp) = max  v.
(z,t)eU % [0,T7]
Se to €]0,T'[, entdo como U x]0,T"[ é um aberto e (zg,%p) ¢ um maximo local de v (na verdade é
até global) e v é de classe O, concluimos que

v v v

— tg) = — tg) = ... = — tg) = 0.

ot (0, t0) 021 (0, to) O (0 to)
Em particular 2% (zo,tp) = 0 > 0.
Se to = T’, entdo, temos para todo 0 < t < T, que v(mo,T’) > v(zg,t). Mas

v(xo, T") = v(wo, t / 5 (xo, s
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Isto implica que

" ov
/t E(xo,s)ds >0

para todo t < T’. Assim,

ov 1 T ow
(20, T") = lim — ds >0
gt w0 T) = Jim, h/T, Bt @0, 8)ds >0,

€I que usalmos que

1" o N B b B 4)) o,
h‘/T, n at($07 )dS_E(xO7T) = E/ (6t(]}0, ) at(x07T)> dS
1 (T v ov
< — 7 /
= h/ Bt (70 8) — Gy (w0 T ds
ov ov
< N
R 1 @0r8) — gy (@0, T

O ultimo termo vai a zero quando h — 0, ja que a fungao % é continua. Assim, concluimos que

%(xo, to) > 0.

Além disso, para ty €]0,7"] fixo, a fungdo x € U — v(z,tp) € R tem um méximo em zy. Isto
implica que Av(t,x9) < 0. Podemos provar isto de duas maneiras (praticamente equivalentes):

Primeira maneira:

Usamos os resultados sobre méaximos e minimos de vérias variaveis (veja Elon curso de Anélise real
vol. 2, por exemplo). Neste caso, sabemos que se uma funcio de classe C? definida num aberto U tem
maximo local em um ponto zg € U, entao a matriz Hessiana é nao positiva, ou seja, os autovalores do
Hessiano desta fun¢ao sdo menores ou iguais a zero.

Aplicando este resultado a fun¢do = € U — v(z,ty) € R, concluimos que a matriz Hessiana
( 05 B (z0, to)) ¢é nao positiva. Logo seus autovalores sao menores ou iguais a zero. Desta

i,j€{1,....,n}
maneira, o trago desta matriz é menor ou igual a zero, ja que o tragco de uma matriz é igual a soma dos

autovalores da matriz (contando multiplicidades). Porém o trago da matriz ( af o7 (z0, to)) . ,
ij€{l,n

é justamente Z] 1 g : (x0,t0) = Av(zg,tp). Concluimos assim que Av(xg,ty) < 0.

Segunda maneira:

Usamos os resultados sobre maximos e minimos de varias variaveis (veja Elon curso de Analise
real vol. 1 ou algum livro de calculo). Neste caso, sabemos que se uma fungao de classe C? definida
num intervalo aberto I C R tem méximo local em um ponto xy € I, entao a segunda derivada dessa
fungao é menor ou igual a zero.

Vamos aplicar este resultado & fungéo s €] — 6, [ v(zo + sej, tp), em que e; = (0,...,0, 1,0, ...,0),
onde 1 aparece apenas na j-ésima casa e 6 > 0 é escolhido de tal forma que (zo + se;,tp) € U para
todo s €] — 4, 6[. Esta funcao é de classe C? e tem um méximo em s = 0. Logo

0%v d?
@( To,to) = P (v(zo + sej, to)) » <0.
Assim, Av(zg,tp) = Z; 1 dac (:co,to) <0.
Agora observamos que
Fe(x,t) = Ge(x,t)
Av(z,t) = Au(z,t) + €A (|m|2) = Au(z,t) + 2ne

j& que

B =3 T e r) = 3 (et st ) = Sa

7j=1 J j=1 g
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Usando que %(zo, to) > 0 e Av(xg,tp) < 0, concluimos que
v

a(xo,to) — AU(ZL’(),t()) Z 0.

No entanto, sabemos que

%(mo,to) — Av(zg, tg) = %(wo,to) — Au(xg,t9) — 2ne = —2ne < 0.

As duas afirmagoes acima sdo claramente contraditorias. Obtemos assim um absurdo. O ponto
(0, t0) nao pode ser um maximo de v se nao estiver em U x [0,T"]UU x {0}. Assim,

sup v = sup V.
Ux[0,T7] AU x[0,T"]UU x {0}

Observe que v — u quando € — 0. Assim, tomando o limite ¢ — 0, temos

sup u = lim sup v | = lim sup v | = sup U.
Tx[0,T] =0\ Tx[0,17] €0\ U x[0,7UT x {0} AU x[0,TJUT x {0}

Tomando o limite 77 — T, concluimos que

sup w= lim sup w | = lim sup u | = sup Uu.
Tx[0,T] T'=T \Tx[0,1"] T'=T \ oUx[0,7"]UT x {0} AU x[0,T)UT x {0}
O

COROLARIO 248. (Principio dg minimo forte para a equagdo do calor) Seja U C R™ um aberto
limitado e uw € C*1(Ux]0,T[) N C(U x [0,T)]) que satisfaz

0
ait‘(x,t) = Au(z,t), (z,t) € Ux]0,T].
Logo
min U = min U.
(z,t)€EU x[0,T] (z,t)€0U x[0,T]UT x {0}
DEMONSTRAGAO. Basta observar que v := —u pertence a u € C**(Ux]0,T[) N C(U x [0,T]) e
também satisfaz a equacao do calor. Logo
min  u= min  (—v)=—- max v
(z,t)€UX[0,T] (z,t)€U%[0,T (z,t)€UX[0,T
=— max v= min (—v) = min u.
(z,t)€0U x[0,T]UU x {0} (z,t)€0U x[0,T|UU x {0} (z,t)€0U x[0,T]UU x {0}

A unicidade de solugbes segue diretamente desse principio.

TEOREMA 249. (Unicidade de solugoes) Seja U C R™ um aberto limitado. Logo a equag¢do

Si(@,t) = Aulz,t)+ f(xt), z€U,Le,T]
u(z,t) = g(a,t), x € 0U,t €]0,T]
w(z,0) = wp(z), xelU

tem no mdrimo uma solugdo u € C*Y(Ux]0,T[) N C(U x [0,T)).

DEMONSTRAGAO. Suponha que u; e ug sejam fungées em C*'(Ux]0,T[) N C(U x [0,T]) que
resolvem a equacio do calor acima. Logo u := u; —up também pertence C%1(Ux]0,T[)NC(U x [0,T7])
e satisfaz a equagao abaixo:

9u(z,t) = Au(z,t), x€Ute0,T]
u(z,t) = 0, x € 0U,t €]0,T] .
u(z,0) = 0, zelU
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Como u & igual a zero em U x {0} U AU x [0, T], concluimos que
~max u=_min u=0.
Ux[0,T) Ux[0,T)
Logo u =0 e u; = us. O

Um principio do méaximo também pode ser provado para o caso em que U = R"™. De fato, temos

TEOREMA 250. (Principio do mdzimo para o problema de Cauchy) Seja u : R™ x [0,T] = R uma
fungao continua tal que U|R"><]O,T[ € C*HR"x]0,T[). Suponha que
1) A fungio u seja solugio de

%(%t) = Au(z,t), ze€R"t€]0,T]
u(z,0) = wuo(x), xz eR” :

2) Existem constantes a, A > 0 tais que fun¢do u satisfaz u(z,t) < Aeamz, para todo x € R",
0<t<T.
Neste caso, temos

Sup u = sup ug.
R”x[0,T] R™

., 2
Observamos que pela hipotese do Teorema, devemos ter que ug(z) < Ae®l#l” . No entanto, se ug
nao for limitado superiormente, entdo o teorema é trivial.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar o Teorema inicialmente no caso em que 4a7 < 1. Neste caso,
existe € > 0 tal que 4a(T +¢) < 1.
Dado p > 0, vamos definir a funcdo v, : R” x [0,7] — R por

(@,) = u(z, 1) a iy
vy (x,t) = u(x,t) — —————5e3TFe—D,
e , (T+e—1)2
le—y|?
A fungao (z,t) — me‘l(“g*ﬂ se assemelha com a solu¢ao fundamental do calor. No entanto,
o

ela tem crescimento exponencial. Mesmo assim, ela é uma solucao da equacao do calor. De fato,

0 1 la—y|2 n o —y|2 1 o —y|? |z —y|?

_ 7264(7“*6*” — —2164(T+5—t) + 7264(7“*5*") —_—

O\(T +e—1)? 2(T +e—1)2" (T+e—1t)? 4(T +e—1t)
0° 1 o=yl o | o 1 z—ul?_ o zj —y; PSS
3 7@64(T+6—t) = — | — 7264(T+6—t) = — —EH64(T+6—1/)
0x; \ (T4 e—1t)? Oxj | Oz \ (T +e—1t)2 Oz |2(T+€e—1t)?

1 le—y|? (xj — yj)2 |z—y|?

64(T+eft) .

= em_F n
AT +e—t)21?

2T +e—t)E !
Logo
171/2 z—y|? — 2 z—y|2
A %eﬁ :%6%4_@—31%6%
(T+e—1t)2 2(T+e—1)2 4(T+e—1t)2

Agora é claro que

0 1 _Jz—y|? 1 _le—y|?
— | ———————— e TFeD = A — ATt .
O\ (THe—1)2 (T+e—t)2

Nossa conclusao é que v, também é uma solu¢ao da equagao do calor, j& que é soma de solugoes.
Vamos agora provar que vu(y, t) < supgn ug, para todo p > 0. Isto implicard que

u(y,t) = limv,(y,t) < supug.
(9) = limn v, (3 1) < supug

Demonstragéo de que v, (y,t) < supuo.
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Seja r > 0. Sabemos que

max v, = max Uy
B(y,r)x[0,T] 9B (y,r)x[0,TJUB(y,r)x{0}

Agora vamos estudar MAX g 5 )% [0, T]UB () x {0} Vi

Se x € B(y,r) e t =0, temos

o —y|?
’UM(:L‘,O) = u(ac,O) — %64”15) < u(%o) — UO(.%‘) < sup uo.
(T+€)2 R™
Se x € OB(y,r) e t €]0,T]. Logo |z —y| = r. Assim,
vu(z,t) = u(z, t) — B
e L (T4e—t)?
T—y 2
< Aea\x|2 _ %eﬁ
(T+e—1t)2
< AGCLMQ — %64({"73-5).
(T+¢)2

Como 4a(T +¢€) < 1, temos que 4(7‘17-41) > a. Logo existe v > 0 tal que ﬁ > v+ a. Além disso,
2| = |z —y +yl <[y +r. Logo

vu(a:,t) < Aea(\y\2+r2+2rly\) - L"e(a-‘r’v)?"z
(T+e)>
— elar®+2arly]) | golalyl®) _ %677"2_2‘”‘9\ .
(T +¢)2
Agora note que
lim ea7-2+2m-|y| — o0 lim Ae“|y|2 _ %e’YT'z—QaT'Iy\ e
r—00 r—00 (T + 6) 5
Assim,
lim e +2arlyl | gealy® — _ H yr?-2arlyl| _
r—00 (T—|— 6)5

Escolhendo r suficientemente grande, concluimos que
v, (2, t) < supgnt

para todo = € 0B(y,r) e t €]0,T]. Assim, escolhendo um tal r, temos que

v,(y,t) < max v, = max vy, < SUPRnUg-
B(y,r)x[0,T] 9B(y,r)x[0,TTUB(y,r)x{0}
Isto encerra a demonstracao para 4a1 < 1, Se 4aT > 1, entao existem 17, Ts, ..., Ty = T tais que

4a(Tj41 — T;) < 1, 4aTy < 1. Logo se t € [T}, Tj+1], entao

v (y,t) < sup vu(x, T;) < sup vu(x, Tj—1) < ... < sup v,(z,T1) < sup uo.
xEeR™ reR™ reR™ reR™

O

COROLARIO 251. Seja up € C(R™) e f € C(R™ x [0,T]). Logo existe no mdzimo uma fun¢do
u € CHR"x]0,T[) N C(R™ x [0,T]) tal que
1) u € solugao de
Qu(z,t) = Au(z,t)+ f(z,t), zeUte€0,T|
u(z,0) = wup(x), zelU

2) Existem constantes A e a > 0 tais que |u(z,t)] < Ael™® | para todo z € R et € [0,T].
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DEMONSTRAGAO. Se u; e uy satisfazem as condigoes 1) e 2), entdo w = u; — ug satisfaz

% (z,t) = Aw(z,t), zeR"te0,T]

w(z,0) = 0, xr € R"
e temos w(z,t) < Aelel” ¢ —w(z,t) < Ae?lel” . Assim supw = 0 e —inf (w) = sup(—w) = 0
Concluimos, portanto, que w = 0 e u; = us. d

6.6.1. Exercicios.

ExErcicio 252. Seja U C R™ um aberto limitado e T > 0. Suponha que um corpo ocupe o
espaco U. Num modelo simples, consideramos ¢ : U — R como a densidade de calor especifico do
corpo, u : U x [0,T] — R sua temperatura e f : U x [0,7[ — R uma fonte de calor. Assim, usando
conservagao de energia, para todo aberto V .C V C U com fronteira C! temos
G| r@uetd=- | Peawasw+ [ e
dt Jy v v
em que F : U x [0,T[ = R™ é o fluxo de calor ao longo do corpo.

a) Suponha que o € C (U) ¢ estritamente positiva, f € C (U x [0,T]) e F (z,t) = —k (z) Vu (z,1),
em que k € C* (U) ¢ o coeficiente de difusao. Mostre que se u € CF (U x ]0,00[) satisfaz a Equagao
(6.6.1) acima para todo aberto V C V C U de classe C*, entdo u é solugao da equagao abaixo

ou

(6.6.1)

o (x) 5 (xz,t) = V. (k(z) Vu(z,8) + f (x,1).
Mostre que essa equagao pode ser reescrita como
(6.6.2) %tt (z,t) = a(x) Au(z,t) + b (x) .Vu(z,t) + g (x,t),

emquea:U =R, b:U—=R"eg:U x[0,T] = R sdo continuas. Escreva a, b e g em termos de o, k
e f.

Nos proximos itens, vamos considerar apenas a Equagdo (6.6.2) e suporemos que existe uma
constante C' > 0 tal que a () > C para todo x € Q o

b) Mostre que se g (z,t) < 0 para todo (z,t) € Ur e se u € Cf (Ur) N C (Ur) é uma solugao de
(6.6.2), entao

maxu = maxu.
Ur T'r

¢) Seja w : U — R dado por w (x,t) = e**1. Mostre que se A > 0 é grande, entdo para todo x € U,
temos
a(z)Aw (x) +b(z) .Vw (z) > 0.
d) Seja u € Cf (Up) N C (Ur) uma solugio de (6.6.2) com g = 0. Usando as fungdes v, := u + ew,
conclua primeiramente que maxgy, ¥ = maxr, % e depois que mingy, ¥ = minp,, .
Conclua que existe no maximo uma solugéo u € Cf (Ur) N C (Ur) de (6.6.2) tal que u(z,t) = 0
para x € OU, t > 0 e u(x,0) = h(z), em que h € C (U) uma funcdo dada.

6.7. Regularidade das solugoes da equacgao do calor

TEOREMA 253. Seja U C R™ e I C R abertos. Suponha que u € C**(U x I) seja uma solugdo da
equacgao do calor

%(%t) — Au(x,t) =0,V(z,t) e U x I.
Logo u e C=(U x I).

DEMONSTRAGAO. Seja (xg,t9) € U x I. Vamos escolher r > 0 e w € C°(R™ x R) tais que w seja

igual a 1 em B((xo,t0),r) e igual a zero fora B((xq, 1), 2r), em que B((zo,to),2r) C U. Assim, temos
que wu € C*1(R™ x R).
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Seja v € C*! (R™ x R) a funcio definida como
v(x,t) = //K(x —y,t — s)w(y, s)u(y, s)dyds
= //K(y, s)w(x —y,t — s)u(x —y,t — s)dyds.

Vimos que
Ov
t) — Av(z,t) = w(x, t)u(z, t).

E (1’, )
Logo

g(xt — Av(z,t) //Ky7 { x—y,t—s)u(zx —y,t —s)
— Aw(x —y,t — s)u(z —y,t —s) — Vw(x —y,t — s).Vu(z —y,t — s)

tw(z —y,t—s) ( y,t )Au(xy,ts))]dyds

//Ky, [ (o~ ot — Shulz —y,1 — 5)

— Aw(x —y,t — s)u(z —y,t — s)
—Vw(x —y,t —s).Vu(z —y,t — s)] dyds
Assim, em B((zo,10),r), temos
u(z, t) = w(x, t)u(z, t) = //K(y, s$)g(x —y,t — s)dsdy.
em que
glx,t) = 8t (m tu(z,t) — Aw(z, t)u(z, t) — Vw(z, t).Vu(z,t)

¢ uma funcdo continua que se anula em B((xo,%o),r). Seja n € CX(R"™ x R) tal que 5 é igual a zero
em B((0,0),5) e 1 fora de B((xo,%0),r). Assim,

77(1’ — %o, 1 — to)g(I,t) = g(m,t)
para todo z e t em R™ x R. Logo, se (z,t) € B((zo,to),r), entdo

u(z,t) = //K(y,S)g(aj —y,t = s)dsdy

- / / K(y, s)1(@ —y — 0.t — 5 — to)g( — y, t — )dsdy

- / / K(z —y,t — s)y(y — 20,5 — to)g(y, s)dsdy

-] fanssmn e

Note que g € C.(R™ x R). Além disso, G € C*°(R"T! x R*"*1). Logo u ¢ C. O

6.8. Método variacional
Consideremos o problema

Gi(,t) = Au(x,t)+ f(z,0), (z,t)eUX]0,T[
u(z,0) = g(z,t), (x,t) € OU x [0, T UU x {0}

Assumiremos que U C R™ é aberto, limitado de classe C*.

TEOREMA 254. Eriste no mdzimo uma solucdo u € C*1(U x [0,T]) da equagdo do calor.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que u e @ sejam solugoes e definamos w := v — u. Logo

% (z,t) = Aw(z,t), (z,t)€Ux]0,T]
w(z,0) = 0, (z,t) € U x [0,TIUT x {0}
Vamos definir e(t) := [, w(z,t)?dz, 0 <t < T. Note que e(t) >0 e

e(0) = /Uw(x,O)Qdac =0.

de
T (t)

Z/Uw(amt)%f(x,t)dx = Z/Uw(amt)Aw(a:,t)dm
:2/UV.(w(x,t)Vw(x,t))dx—2/ Vw(z, )| d

:2/ (xt)a (xtdx—2/|wat)| dx
oU o
:—2/ \Vw(z,t)|* dz < 0.

U

Logo e é uma func¢do nao-crescente. Assim 0 < e(t) < e(0) = 0. Concluimos que e(t) = 0 para

todo t > 0. Logo [, w(z,t)*dz = 0. Como w? ¢ uma fungio continua e positiva, temos que w(z,t) = 0
para todo (z,t). Assim, u = 7. d

6.8.1. Unicidade “Backwards”. Vamos agora mostrar um outro tipo de unicidade.
TEOREMA 255. Se u,u € C*1(U x [0,T]) sdo tais que

at Yz, t) = Aulz,t)+ f(z,t), (z,t) € Ux]0,T] . ‘?;; (z,t) = Au(x,t)+ f(z,t), (x,t) € Ux]0,T]
u(z,0) = g(x,t), (x,t) € OU x [0, T u(z,0) = g(z,t), (z,t) € OU x [0, T
Se u(x,T) =u(x,T), para todo x € U, entdo u="1u em Ux]0,T].

DEMONSTRAGAO. Seja w := u — u. Logo

W (r,t) = Aw(z,t), (z,t)eUx]0,T] -
(3:0) = 0, (x,t) € 0U x [0, T|UU x {T} °
Agora vamos definir e(¢ fU x,t)%dz, 0 <t < T. Logo
de

ow
E(t) = Q/Uw(x,t)a(x’t)dm = Q/Uw(x,t)Aw(x,t)dx.

W :—4/wat (%(,t))dw

=4 V. aa—qf(x,t)Vw(x,t) — %—l:(x,t)Aw(x,t) dx
17 (
ow ow ow

=—4 - E(m,t)a(x,t)dS(x) +4 S

:4/ (Aw(z,t))? da.
U
Usamos que w(z,t) = 0 para todo (z,t) € OU x [0,T]. Derivando, concluimos que —(x t)=0

para todo (z,t) € OU x [0,T].
Por fim, observamos que

(o)

(z,t) Aw(z, t)dx

4/Uw(x7t)Aw(ac7t)dx

< 4/Uw(x,t)2dsc/U(Aw(a:,t))2dx _ e(t)%(t).
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Assim, temos (¢/(t))* < e(t)e”(t), para todo 0 < t < T. Vamos mostrar que isto implica que
w(zx,t) = 0 para todo (z,t).
Se e(t) # 0, entdo existe [t1,t2] C [0,7] tal que e(t) > 0, para todo t; < ¢ <ty e e(ta)

= 0. De
fato, e(T') = 0 por hipotese. Assim, t5 é apenas o primeiro zero maior do que t > 0. Seja f : [0, T]

—R
dado por f(t) =Ine(t), t; <t <ty. Logo
1
") = — ¢ (t
£ = S50
’ "(t) _ e"(t)e(t) —€'(t)?
1 e’(t e’ (t)e(t) —e'(t
" t) = — / t 2 — > (.
FO==Gap W wr o C
Concluimos que f é convexa em ]t1,t2[. Assim, se 0 < 7 < 1, t; <t < tg, temos
f(A=ntr+7t) <1 =7)f(t1)+7f ().
Logo
Ine((1—7)t1+7t) < (1 —7)lne(t;) +7lne(t) =1In (e t) e (t)T) .
Portanto,
e((1=m)t1+7t)=e(t) " e(t).
Tomando o limite ¢ — ¢35, obtemos para 0 < 7 < 1,
0<e((l=7)ts+7t) <e(t) ' e(ty)” =0.
Nossa conclusdo é que e = 0. Assim, w =0 e u = . O

6.8.2. Exercicios.

EXERCICIO 256. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C*, T > 0 e u € C{ (Ur) N C* (Ur)

uma solugao da equagao do calor

ou
s (z,t) = Au(z,t),

para todo (z,t) € Ur. Suponha que u satisfaga ou a condigdo de Dirichlet ou a de Neumann, isto é,
u(z,t) = 0 ou 9% (z,t) = 0 para (z,t) € OU x ]0,T[. Mostre que ¢ € |0,T[ — fUu(t,x)2 dx & uma
fungao decrescente de t.

(Dica: Observe que u (2% — Au) = 1 2 (u?) — V. (uVu) + [Vul? e integre sobre U).

6.9. O método de separacao de variaveis

Abaixo vamos estudar a equagao do calor em dominios gerais. Consideraremos U C R™ um aberto
conexo e limitado com fonteira OU.

6.9.1. Equagao do Calor. Consideremos a equacao do calor abaixo:

%u(t,x) = Au(t,z), (t,z)e (0,00)xQ
u(t,z) = 0, (t,z) € (0,00) x IQ
u(0,z) = f(z), z €N

2
em que Au= 37" o4

Vamos resolver a equagao acima seguindo os trés passos do método de separagao de variaveis:

Primeiro Passo
Procuramos solugoes da forma
ulta) =T ()X (),
em que T :[0,00) > Re X : Q= R.
Substituindo na equagao do calor, obtemos

ot



APLICAGCAO A EQUAGAO DO CALOR
Assim, dividindo tudo por T (¢t) X (z),

G (1) _ AX (2)

W - X@

e obtemos as equacoes

dT
() =T (1),

AX (z) =AX (z).

Resolvendo as equagdes, concluimos que T'(t) = Ce*. Mas e quanto a X? Precisamos ir ao
segundo passo.

Segundo Passo

Vamos usar as condigdes de Dirichlet. Sabemos que u (¢t,2) = 0 quando = € 992. Logo quando
x € 08, temos

THX(x)=0 = CeMX () =0 = X (z) = 0.
Concluimos que o método de separagao de variaveis nos leva ao seguinte problema: Ache todas as
solugoes X,, :  — R e todas as constantes A\, tais que:

(6.9.1) { AXn

A X (2)
X, (x)

0,

e
x € 09)

Terceiro Passo

Somando todas as solugoes do segundo passo, temos

o0
u(t,x) = Z et X, (x),
n=1

em que ¢, € R.
Devemos, por fim, determinar os coeficientes c¢,, através da condicao inicial

u(0,2) = f(x).

Suponha que a fungao f possa ser escrita como

f(x) = Z fnXn (2),
n=1

em que f, € R e o limite deve ocorrer em alguma das formas estudadas (pontual, uniforme ou L?).
Assim, concluimos que a solucao é dada por

u(t,x) = Z frnet X, (z).
n=1

Vimos que para resolver a equacao do calor, devemos ser capazes de resolver o Problema

(6.9.1). Além disso, este problema deve ter um conjunto grande de solugbes para que toda funcao
“razoavel” f (continua ou suave) possa ser escrita como uma soma infinita dessas solugoes.

Aplicagao a Equagao do Calor.

Vamos agora usar os resultados para finalmente resolver a equagdo do calor.
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6.9.2. Condigoes de Dirichlet. Considere a seguinte equagao:

W(at) = Lh(x,t), t>0,x€l0,n|
u(0,t) = wu(mt)=0, t>0
u(0,z) = ug () , x €0, 7|

Vimos que a solugao é da forma

Zbe"sen x),

em que

x) = Z bpsen (nx) .

Pelo que vimos acima, isto é sempre possivel. Basta usar a expansao de Fourier seno. Temos
2 ™
by, = —/ uo(x)sen(nx)dz.
0

™

Assim,
=52 ([ wlwmton ) mion)

6.9.3. Condigoes de Neumann. Considere a seguinte equacao:

g u(rt) =  Zu(zt), t>0,z€0,n]
u0,t) = 24 (mt)=0, t>0
u(0,2) = uo () , x €]0, 7|
Vimos que a solucao é da forma
u(x,t) = L i a e_"ztcos(na?)
) 2 — n b
em que
ug (z) = % + Z ancos (nx)
n=1

Pelo que vimos acima, isto é sempre possivel. Basta usar a expansao de Fourier cosseno. Temos

Oy, = 7/ ug () cos (nx) dz.
0

™

Assim,

u@n== [ "o () dy + i 2 ( / " o (1) cos (ny) dy) e~ tcos (n)

OBSERVAGAO 257. Note que a solugdo do calor com condi¢oes de Dirichlet é tal que todos os
termos da somatoria vao a zero. Nao é dificil de concluir que isto implica que

tlgglou (x,t) =0.

Os termos da somatoéria da solugdo do calor com condigoes de Neumann também vao a zero. No
entanto, o primeiro termo fora da somatoéria é constante. Assim

lim u(x,t) = %/ uo (y) dy.
0

t—o00

Nossa conclusao é:
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Se uma barra tem temperatura constante igual a zero nas extremidades, a temperatura de toda a

barra ird para zero para tempos grandes. No entanto, se a barra ¢ isolada (nao tem fluxo de calor nas
extremidades), entdo a temperatura da barra tende a média da temperatura inicial, que é dada por

1

F ooty =2 [“uatwan

6.10. Existéncia de solu¢do da equagao do calor em [0, 7]
6.10.1. Um teorema de convergéncia de série de Fourier. Antes de mais nada, vamos

definir a série de Fourier.

DEFINIGAO 258. Seja f : [-m,n] — C uma funcdo integravel. Definimos a série de Fourier
(complexa) de f como a expressdo abaixo

o
§ Ck elk.’li7

k=—o00

em que ci = % f:r f(y)e~*¥dy sdo os chamados coeficientes complexos da série de Fourier.

Note que a defini¢do acima é uma definicdo ndo completamente rigorosa. Afinal, nada foi dito
sobre como interpretar a soma Z:o:_ wo- Em geral, vamos definir

No entanto, também o sentido desse limite tem que ficar claro. Mais para a frente, daremos
algumas possibilidades. Antes uma observagao:

PROPOSIGAO 259. Seja f : [—m, 7] — C uma fungdo integrdvel e > oo cke'™™™ sua série de
Fourier. Logo, para todo N € Ny, temos

N N
k;N e’ = (12—0 + ; ay, cos(kx) + b sen(kx),

em que a, =+ [7f(y) cos(ky)dy e by = £ [*_ f(y)sen(ky)dy.
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DEMONSTRAGAO. De fato, temos

i Ckeikz — i (1 f( ) zkydy> ezkx
R N 21
1 T N 1 - . ' 1 . . '
=5 f(y)dy + [( f(y)elkydy) et 4 ( f(y)e”“ydy) e”‘?z]
27 /77r ; 2T /77‘_ 2 /77‘_
1

o [ tan+ Y (5 [ sy ) costia) + seni)
—7 h—1 -7

N

3 (;ﬂ ) ikydy) (cos(kx) — isen(kz))

7iky + eik:y

—o [ s dy+z< e dy) cos(kz)
T 1ky _ ,—iky
_|_Z (;/_ fly 72; dy) sen(kx)
1

— % f )dy + Z [( cos(ky)dy> cos(kz) + ( 7; f(y)sen(ky)dy> sen(k:v)] :

™

0

Isto nos motiva a seguinte definicdo:
DEFINIGAO 260. Seja f : [—m, 7] — C uma fungio integravel. Definimos a série de Fourier (real)
de f como a expressao abaixo
a oo
?O + ; ay, cos(kz) + brsen(kx)) ,

em que ap = £ [" f(y)cos(ky)dy e by = L [T f(y)sen(ky)dy sdo chamados de coeficientes de Fourier
reais.

Vamos agora mostrar um teorema que relaciona a série com a sua fun¢do. Antes um pequeno
lema.

LEMA 261. Seja f : [—m, 7] = C uma funcgdo integrdvel. Logo, para cada r €]0,1] e x € [—m, 7], o
limite abaizo existe uniformemente em [—m, m|:

fr(x) == A}gnoo Z cprlFlethe = 20 4 A}gnoo Z arr® (cos(kx) + by sen(kx))

em que ay = %flr f(y) cos(ky)dy, by, = %ffﬂ f(y)sen(ky)dy e cx = %ffw fly)e=*vdy. A funcdo
fr i [=m, 7] = C assim definida é continua.

DEMONSTRAGAO. Basta usar o critério de Weierstrass. Observamos antes que

1= |z [ ey < o [l
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De fato,
N N 1
|k| ik Ikl «
Z cprtle™| < Z lex| '™ < 5 y)| dy Z rl*
k=—N k=—N k=—N
1
= K|
< L [ wla (zzr )
1 (7 1
= — d _—
(W/_ﬂf(y)l W)
Logo a série converge uniformemente. O
PROPOSIGAO 262. Seja f : [—m, 7] — C uma fungio continua tal que f(—7) = f(w). Vamos
definir, para cada r €]0,1], a fun@do fr i [=m ] = C por
N
o |k| jikz __ k
fr(z) == A}gnoo Z cpr!™e™ = +1\}E>nw2:lakr (cos(kz) + b sen(kx)) ,

em que a, = L [T f(y cos(ky)dy, b =2 [ f(y)sen(ky)dy e ci = 5= |7 fly)e "*vdy.
Logo as funcgoes f, convergem uniformemente para f quando r — 17. Aqui 1~ indica que o limite
estd sendo tomado para considerando apenas v < 1, ou seja, € um limite & esquerda.

DEMONSTRAGAO. Vamos supor que f assume apenas valores reais. Para o caso geral basta con-
siderar as partes reais e imaginérias separadamente. Podemos identificar a fungdo f a uma fungao
continua f : 9B(0,1) C R? — R por

f(cos(t), sen(t)) = f(t).

Vamos agora resolver o problema de Poisson na bola B(0, 1):

Au(z) = 0, xz € B(0,1)
u(z) = f(o), t>0
u(z,0) = wo(z), x€][0,n]

Vimos que existe uma tnica solugao u € C2(B(0,1)) N C(B(0,1)) dada por f em dB(0,1) e, em
coordenadas polares, pela expressdo abaixo em B(0,1):

1 [ 1—r?
u(r,0) = o / 1—2rcos(@ —t)+1r? f(#)dt.

Lembramos que vimos (em um exercicio) que

oo

1—1r2 .
_ |k yik(6—1)
1 —2rcos(0 —t) +r? Z e

k=—o00

Note que a série converge uniformemente, ja que

‘ k| gik(6— t)‘< Z T\k|<QZT

k=—o0 k=—o00
(3 [ o) e — 1,0,

em que usamos em (1) que a soma converge uniformemente, portanto podemos trocar a ordem da
integral e da soma.

Como u ¢ uma fungdo continua, ela é uniformemente continua, ji que B(0,1) ¢ um compacto.
Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que |u(z) —u(y)| < ese |z —y| < J. Seja 1 — ¢ < r. Logo

[£r(0) = F(O)] = [u(r,0) —u(1,0)] <,

Desta forma, temos

U(T,H)Z%/jr Z \k|2k0t ()dt(l) i

k=—o0
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ja que
|(rcos (0) ,rsen (0)) — (cos (0) ,sen (0))| =1 —r < 4.
Assim, concluimos que f,. converge uniformemente para f quando r — 17 O

COROLARIO 263. Seja f : [0,7] — C uma fungao continua tal que f(0) = f(r) = 0. Para cada
€]0, 1], definimos a fungao f, :[0,7] — C por

x) = Z b sen(kzx),
k=1

em que by = %foﬂ fly)sen(ky)dy. Logo, a série converge uniformemente e f,. sao fungdes continuas
que convergem uniformemente para f quando r — 1~

DEMONSTRAGAO. Vamos definir f : [, 7] — C por

3 _ f(l‘), (S [Oa ﬂ-]
f(l‘) N { _f(_x)a T e [_71—70[
Como f(0) = f(m) = 0, concluimos que f & continua e f(—ﬂ')N: f(n). Assim, sabemos que a
fungéo f, : [-m, m] — C definida abaixo é continua e converge para f quando r — 17:

N

~ a .
fr(z) = ?0 + A}gnoo ];1 arr® (cos(kz) + bysen(kzx)),

em que ap =+ [T f(y) cos(ky)dy e by = L f(y)sen(ky)dy.
Como f é uma fun¢do impar, temos que

ap = = i f(y) cos(ky)dy = 0,

—T

pois cosseno é par, logo y — f (y) cos(ky) é fungdo fmpar. Por outro lado, temos

™

bk:l 7Tf( Jsen(ky)dy /f )sen(ky)d /f )sen(ky)d

Juntando tudo, concluimos que para z € [0, 7], f.(z) = f,(x). Como f, converge uniformemente
para f, o mesmo ocorre para f: As fungoes f,. convergem uniformemente para f. O

6.10.2. Demonstracao de existéncia de solugao. Nosso objetivo é resolver o seguinte pro-
blema:

Gi(at) = FE(@D), t>0ze0n
u(0,t) = w(mt)=0, t>0
u(z,0) = uo (), x € [0, ]

Para tanto, precisamos de varios preliminares.

LEMA 264. Seja U C R™ wm aberto limitado e ug : U — R uma fungdo continua tal que ulgy = 0.
Se uw e CEHUX]0,T[) NC(U x [0,T)) € solugio de

% (z,t) = Au(z,t), t>0,z€l0,7]
u(z,t) = 0, t>0,x€0U |,
u(z,0) = wup(x), relU
entao
Hu”Loo(Ux[o,T]) = max lu(z)| < HUOHLoo(U) r= max [ug(z)] .
(z,t)eU x[0,T] zeU
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DEMONSTRAGAO. Note que se ug|y; = 0, entdo podemos definir g : U x {0} UU x [0,T] — R
por
_ Uo(l’), SCEU,t:O
9(z,t) = { 0, (z,t) € dUX]0,T]|

Esta fungao é continua. Logo

min u = min U= min g = min ug.
(z,t)€EU X[0,T)] (z,t)€0U x [0,T]UU x {0} (z,t)€0U x [0,T]UU x {0} U
max u= max u = max g = max ug.
(z,t)€EU x[0,T] (z,t)€0U x[0,T]UT x {0} (z,t)€AU x[0,T]UU x {0} U
Assim
minuy < u(z,t) < maxug.
U U
Ou seja,
|u(z, )| < max |ug(x)] -
xcU
g
LEMA 265. Seja ugp(z) = ijﬂ bpsen(kx), N € N, b, € R. Logo u(z,t) = Zk 1 b Mtsen(kx) ¢

uma fungao em C*([0,7] x [0,00[) € uma solu¢ao da equagao do calor com condzgoes de Dirichlet e
condi¢cao inicial ug.

DEMONSTRACAO. Basta observar que
1) A fungao u é solugao da equagao do calor, pois

2 N
g <Z bre ¥ sen( (kx) ) = % (Z bre * ‘sen(kx) ) Zbkk’z k sen(k:x).
k=1

2) Basta observar que

N
Zbke tsen(k0) Zbke tsen(km) = 0.
k=1

3) A condigao inicial é

Z bke sen (kx) Z brsen(kx).

O

LEMA 266. Seja ug : [0,7] = C uma fun¢io continua tal que u(0) = u(w) = 0. Logo existe uma
sequéncia ung : [0, 7] = C de fungdes da forma
Nn
Uno (T Zbk sen(kx)

tal que
1) b < |bil, em que b, = 2 [T uo(y)sen(ky)dy.
2) lim,, o0 b = by
3) hmn_mo ||un0 — UOHLN(O,W) =0.

DEMONSTRAGAO. Vamos definir a seguinte Sequencia Uno : [0,7] = C dada por

Uno (T g by sen(k

(2 [ o) (1 ;)’“.

em que
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A constante N,, € N ¢é escolhida de forma que
> 1\" 1
T (1 - ) <L
n n
k=N,+1

Isto é possivel, pois

TR ey

elimy, so0m (1 — f)N"H =0, jaque 1 — % < 1.

Vamos agora verificar as propriedades que queriamos:

1) [0R] < [bw].
([ oentena) (1 1Y

Temos
2) lim,, 00 b} = bg.
De fato, temos

17|

2 ™
— n(kt)dt| = |bg| .
<|2 [ rosentinya] =

n— 00 n—oo \ T

s k s
lim b} = lim <2 f(t)sen(kt)dt) <1 — 1) = 2 f(t)sen(kt)dt.
0 n ™ Jo

3) limy, 00 [[uno — w0l oo (0,7 = 0-
Isto pode ser provado da seguinte forma:

N,

Zbksen kx) — up(x)

k=1

[Uno(x) — uo(z)| =

IN
o
>3

UJ
@
IS
=
H
oo
=3

»n
e}
IS

k=1 k=1
= Z bysen(k Zbksen — up(x)
k=N, +1
< Zbﬁsen kx) — uo(x)| +
k=1
Vimos que
nh_}ngo Z bpsen(kx) — ug(x)| =0

k=1
uniformemente. Assim,

Jim{Juno = uol| Lo 0,my = 0-

O

TEOREMA 267. Seja ug : [0,7] — R uma fungao continua tal que uo(0) = uo(m) = 0. Logo existe
uma tinica fungio u € C([0, 7] x [0, 00[) N C*1(]0, 7[x]0, 00]) da equagdo abaizo:

u(z,t) = ZY(x,t), t>0,7€0,7
uw(0,t) = w(mit)=0, t>0
u(z,0) = ug (), x € [0, 7]

Além disso, u € C*([0, 7] x]0, col).
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DEMONSTRAGAO. Consideremos by definido como

by = — /07r uo(y)sen(ky)dy.

T
Seja u : [0, 7] x [0,00[— R a func¢do dada por

(w.t) = § TiZibre™ tsen(ka), >0,z € [0,7]
) uo () t=0,z €[0,7]

Vamos verificar que essa funcao satisfaz as propriedades que queremos.

1) uw € C*(]0,7]x]0, 0]) e para todo ¢ > 0, a série converge uniformemente em [0, 7] X [£, oo[.

Basta observar que para t > t, entao

6]+
Z‘ bke sen (kx) )’ Z bk k2l+ge—k z

0zI Ot!
2 [T s R
< (W / If(y)ldy> SRR < oo
0 k=1

Usamos que limg_, oo ENe kT = 0 para qualquer N € N. Logo existe uma constante Cy > 0 tal

que ekt < Cnk=N, para todo k € N. Em particular, para N = 21 —|—j + 2, temos

o
20+j5 —k*T 2l+j 2l—j—2
; k=T e < ; kST ET Z 2 < 00.

Como tanto a série como as duas derivadas convergem unlformemente para t > t, concluimos que
u & C°([0, 7] x [t,00[). Como ¢ & arbitréario, concluimos que u é C*° ([0, 7| x]0, co).

2) u(0,t) = u(m,t) =0, se t > 0.

Como a série converge pontualmente para ¢ > 0, temos

N
u(0,t) = I\}gnoo Z bke_kztsen(k;O) =0
k=1

3) A fungdo u é continua.
Aqui é claro que a dificuldade esta na continuidade em ¢ = 0, ja que para t > 0 a fungdo é C'>°.

Seja uno(z) = Zk , bisen(kx) a sequéncia com as propriedades do Lema 266. Seja u, : [0, 7] x

Z bile " 'sen(kx).

Logo, pelo Lema 265, as fungoes u,, sao solu(;oes de

[0, 00[— R dado por

Wn (p,t) = L (x,t), t>0,a€)0,n]
Up, (O,t) = u, (7-(-715) =0, t>0
up (¢,0) = Uno (), x € (0,7

Pelo Lema 264, temos que para todo T > 0, que

[t = | e 0,71 x [0,77) < N80 = tmoll e 0,7y < ltno = toll oo 0,7y F 1ttmo = ol oo (0,7 -

Como u,g converge uniformemente para ug, concluimos que u,,é uma sequéncia de Cauchy. Logo

converge para uma funcdo continua v : [0,7] x [0,7] — R. Agora basta mostrar que v = u. Isto

implicard que u é continua.
Se t =0, temos

v(x,0) = nh_{glo up(2,0) = nh_)rr;o Uno(x) = up(x) = u(z,0).
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Para provar para ¢t > 0, vamos denotar b} = 0 se £k > N,,. Neste caso, temos

n—oo

RT > n - no_ — k2t
v(z,t) = nl;rr;oz_:lbke fsen(kx) Zbke tsen(kz) + hm ; (b — bg) e " 'sen(kx).
Note que
0o N 2 0 .
(by — br) e tsen(ka)| <> e MR — b+ Y e F by — by
k=1 k=1 k=N-+1
N 2 2
< e — b + Z e 712 by
k=1 k=N-+1
N 2 4 [T 2
—k%t |pn -kt
<3 |bk—bk|+<ﬂ/o dy) 3 e
k=1 k=N+1
Dado um e > 0, escolhemos N tal que
4 [T > 2 €
- d —k=t ey
(2 [ 1wlar) > o<
k=N+1
Para basta escolher M grande de tal forma
|b bk| < —= 2N
Assim, para n > M, temos
00 N 4 T 00
bl —b (k) — pp — b 7/ d —k
(0 =) e st < e bl (1 [ @) D o
k=1 k=1 k=N+1
€ €
<N—+-=c¢
=Noy + 2 €
Logo
v(z,t) = nh_)rr;oz bile *'sen(kx)
= sen (kx) + lim Z v —bi)e Sen(kx)

“tsen (kx) = u(x,t).

Ny
i



CAPITULO 7

Equagao da Onda

Assim como fizemos na equagao do calor, vamos comegar deduzindo a equacdo da onda dada por

9%u

.2
w—’u AU,

em que v é uma constante e indica a velocidade da onda. Nas segOes posteriores assumiremos que
v = 1 para facilitar a analise. Isto ndo tem perda de generalidade, ja que w(z,t) = u(zx, %) é solucao

da equagao da onda com v = 1.

7.1. Dedugao fisica da equagao da onda

Vamos ver a deducao da equacao da onda em dois contextos: a equacao da onda na corda e a
equagao da onda no eletromagnetismo.

7.1.1. Equagao da onda no eletromagnetismo. Lembramos que as equagoes de Maxwell
podem ser escritas da seguinte forma:

veE="L
€0
V.B=0
0B
E=-"" :
V x 5
OF
VXB—MO (J+608t>

Aqui E,B : U xR — R?, U C R? um aberto. Na equacdes acima, € e fio sdo constantes fisicas, E
é 0 campo elétrico e B é o campo magnético. A funcao p : U — R representa a densidade de carga
elétrica e a funcao J : U — R3 representa a corrente elétrica.

No vécuo, ou seja, na auséncia de cargas e correntes, as equacoes acima nos leva as equagoes

EM 1)V.E =0
EM 2)V.B =0
OB

EM B =-Z
3)V x T

OF

EM4)V x B = —
)V x Hoéoat

Para deduzir a equacdo da onda, vamos supor que E e B sdo de classe C? e vamos usar a seguinte
relacdo, valida para qualquer funcio F : U — R3 de classe C?:

(7.1.1) V x (V x F)=V(V.F) - AF.

138
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Logo
0?B 9 (OB ) 0 OF
aﬂ‘m(at)__at(vxm__vxat
@—VX( ! V><B>:— L v x(VxB)
Ho€o Ho€o
® 1 1

(4)
V(V.B)—- AB) =
Mofo( ( ) ) Ho€o

Acima usamos em (1) a equagdo EM 3), em (2) usamos a equagdo EM 4), em (3) usamos a
expressao 7.1.1, em (4), usamos a equacao EM 2). Concluimos que
’B 1
oM poeo
em que AB=A (Bl, BQ7B3) = (ABl, ABQ7 ABg)
O mesmo argumento pode ser feito para o campo elétrico:

2
»E 8<8E>(1)8< 1 VXB> ()

AB.

AB

)

(9t2 - & E N & Ho€o Ho€o E
1
@ _ V x (V x E)
Ho€o
(3) 1 1

(V(V.E) - AE) €
Ho€o Ho€o

Acima usamos em (1) a equagdo EM 4), em (2) usamos a equagdo EM 3), em (3) usamos a
expressao 7.1.1, em (4), usamos a equagao EM 1). Concluimos que

PE 1
oM poco

AE.

AE.

Nossa conclusao é que tanto o campo elétrico como o campo magnético satisfazem a equagao de
onda. A velocidade dada por v = —=— ¢ a velocidade da luz.
Vv Ho€o

7.1.2. Equagao da onda numa corda. Vamos fazer uma rapida dedugao da equagao de onda.
Consideremos uma onda numa corda. O deslocamento transversal da corda (perpendicular a corda em
repouso) serd denotado por u (z,t). O ponto x € I C R, I um intervalo, corresponde a um ponto da
corda. A varidvel t corresponde ao tempo. Faremos as seguintes suposigoes:

i) A corda é perfeitamente flexivel (assim, um ponto da corda sobe e desce, mas sempre se mantém
na coordenada x).

ii) A massa da corda por unidade de comprimento é constante. Sua densidade sera denotada por
p-

iii) Os deslocamentos u sdo pequeno comparados com o comprimento da corda.

iv) A inclinagao da corda é pequena em todos os pontos.

v) A tensdo atua tangencialmente a corda e seu modulo T' é o mesmo em todos os pontos.

vi) A gravidade e outras forgas externas sdo desprezadas.

Veja a figura abaixo:aulatmal42020.jpg

Ficura 7.1.1

Note que no segmento As, que ocupa o intervalo [z, z + Azx], temos:

Massa do pedaco: As ~ pAz. Como a corda é perfeitamente flexivel, a massa da corda em Az se
mantém a mesma, pois pedagos da corda nao mudam de posi¢ao na coordenada x.

Aceleracao vertical do pedaco As ~ % (t, ).

Forga sobre o pedago As é igual a T'sen (62) — T'sen (61).



7.2. EQUACAO DA ONDA EM R 140

Agora observamos que, pela série de Taylor, temos

sen(@)z&—ﬁ—i—...
tg(0) =0+ % + ...

Note que o primeiro termo da série de Taylor de ambos é 0. O segundo é 6 e o terceiro (corres-
pondente a 6?) é zero. Logo ambas as fun¢des tém os trés primeiros termos da série iguais. Assim é
razoavel supor que sen (0) =~ tg (0) para 6 pequeno.

Porém tg(61) = % (t,x) e tg(02) = % (t,x + Az). Usando a segunda lei de Newton (Forga é
igual a massa vezes aceleracao), concluimos que

9%u ou ou
Assim
0%u (g—;‘; (t,xz + Az) — g—g (t,x))
Ptz (ta) =T Az )

Supondo Az suficientemente pequeno, concluimos que uma boa aproximagao da segunda lei para
a corda é dada por

0%u T 0%u

A velocidade da onda aqui é dada por v = \/%.

7.1.3. Exercicios.

EXERCIcIO 268. (FOLLAND 2.A.2) Seja Tj : R? — R? a transformacdo linear cuja matriz na base

cosh (/) senh (z; ) Mostre que se u € C? (R?), entdo

candnica é dada por ( senh (#) cosh (

(55— ) T ) = (5 - 58 ) Gt

2

Note que Ty (z,t) = (cosh () x + senh () ¢, senh (0) x + cosh (0) t). Acima, (68—:2 - %) (u (Tp (z,t)))
é o operador (g—; - 8‘9—;) agindo na funcdo (z,t) — u (Tp (z,t)) e (82“ - 82%) (Ty (x,t)) & a funcao

ot? oz
2 2
(%t;f - %) no ponto Ty (x,t).

7.2. Equacao da onda em R

Vamos agora estudar a equagao da onda no espaco R, ou seja, a equacao serda dada por

0%u 0%u
i (1) = gz (™)
em que t € R e x € R. Vamos supor que u € C?(R x R).

Uma forma de trabalhar com essa equagao é fazendo a mudanca de variavel s=x +ter =z —t.

Seja v(r,s) = u (=2, 25%). Logo

ars) =5\ ) s o

ov _10u (r+s s—r 10u (r+s s—r
2 0t '
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0 [0u (r+s s—r 10 [Ou (r+s s—r
5 (505 la (5]
10%u (r+s s—r 1 0%u 7‘+5 s—r
2ax2< T2 >+28x8t< 2 2 )]

Os

5o (5
7} 1 Ou [(r+s s—r Jr}@ r+s s—r
2 |2 0z0t 2 72 2 Ot? 2 7 2
,5))

Assim,
0%v
Y UL

N | = [\DM—*

71 02 7"+s s—r 7@ r+s s—r _0
T4 | 0x2 2 ot? 2 7 2 e
v

Agora note que % ( = 0, implica que Z~ nao depende de s. Logo %(r, s) = A(r). Seja

=[,A ’. Logo

% (1}(7‘,5) - /0 rA(r’)dH) -

Assim, v(r,s) — [ A(r')dr’ ndo depende de r. Portanto,
v(r,s) = / A(r")dr" + B(s).
0

Concluimos que existem fungoes f e k em C?(R) tais que

v(r,s) = f(r) + k(s).
;T), temos que u(x,t) = v(x — t,x +t), ou seja,
u(z,t) = flx —t) + k(z + ).

Mas como podemos determinar f e k7 Vamos recordar o que sabemos de EDO.
Nos cursos de EDO, quando estudamos equagoes do tipo

Z a’] dtj a(t)v

em que a; : R — R sdo fungoes continuas e ay(t) # 0 para todo t € R, nos precisamos de condicoes

S

Portanto, como v(r, s) = u (TJ2FS7

iniciais em CCI;T_?(O)7 para j € {0,1,...,k — 1} para determinar a solugdo de maneira unica. Ou seja,
precisamos de k condigoes iniciais.

Essa propriedade de certa forma também aparece no nosso estudo de EDPs. De fato, na equagao
do calor, temos uma derivada temporal. Assim, precisamos de apenas uma condigao inicial em u(z, 0).
Na equacgao da onda, temos duas derivadas temporais. Assim para determinar de maneira dnica a
solugdo, precisamos de duas condigoes iniciais: em u(x,0) e 8t “(x,0). Vamos entdo resolver a seguinte

equagao:

%tg( ) = %(Z,t), (x,t) c R xR
u(x 0) = 9(), reR
t( ’ ) = h(ﬂ?), rz eR

Estamos supondo que u ¢ uma fungdo de classe C2. Assim, é razoével supor que g € C%(R) e
h € C*(R). J4 vimos que existem funcdes f e k tais que

u(z,t) = f(x —t) + k(x + t).
Assim, temos que
(7.2.1) 9(@) = u(@,0) = /(@) + k()

() = P (,0) = () + K ().



7.2. EQUACAO DA ONDA EM R 142

Assim, temos que

(7.2.2) H(x) := / h(y)dy = —/ f'(y)dy +/ K (y)dy = —f(x) + £(0) + k(z) — k(0)
0 0 0
Somando as equagoes 7.2.1 e 7.2.2, obtemos

g(x) + H(z) = f(0) + 2k(z) — k(0).

Portanto

Concluimos que

u(z,t) = flx—t) + k(x+1t) = %g(m —t) — %H(m —t) — =k(0) + 1f(O)

1 1 1 1
+ 59 glx+1t)+ 5H(a;+t) + 5k(o) - 5f(o)
%@@—ﬂ+g@+ﬂ)+%ﬂﬂx+@—Hu—ﬂ)
x+t x—t
— 50+ g+ 3 ([ - [ )
1 1 et
= slae=0+g+0)+3 [y

Podemos assim, enunciar o seguinte Teorema:

TEOREMA 269. Sejam g € C*(R) e h € C1(R).

Logo existe uma fungdo u € C*(R x R) que ¢
solugcao do problema

u(r,t) = 24(z,t), (z,t)eRxR
u(z,0) = g(x), reR
%‘ x,0) = h(z), zeR
Esta solugao € dada por
1 1 T+t
uat) = 5 ole =0+l +0)+5 [ by

A formula acima é chamada de Formula de d’Alembert.

DEMONSTRAGAO. Usando a regularidade de g e h é facil observar que

T+t x—t
uet) = ol =0+ +0)+5 [ b= [y

2
é tal que
gw t) = —ig@-t)+id(@+t)+3h(z+t)+ sh(z—t)
gtg(x t) = ég”(m—t)—&—l ”(x—i—t)—l— sh/(x+1t) — % "z —1t)
8:c(93 t) = %g(zft)+2g( +1t)+ 1h(x+t)dy77 (x +t)
g’;(x t) = %g”(x—t)—kl g (x+1t)+ %h’(sc—!—t)dy—fh’(x—kt)

Assim, vemos facilmente que (’)t2 2 (x,t) = %(w, t). Podemos ver também que

uw,0) = 3 00 +ala) + 5 [ wdy 5 [ hay = gla)
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e que
ou 1 1 1 1
D w,0) = —50/(2) + 59'(@) + Fh(x) + Sh(z) = h(e).
Por fim, a unicidade, pode ser vista usando o argumento feito anteriormente. Vemos que se u for
solugao da equagao da equagao de onda, entao existem funcgoes f e k tais que

u(z,t) = f(x —t) + k(x4 t).
Usando as condigOes iniciais, podemos argumentar como fizemos anteriormente, determinar as

fungdes f e k a partir de g e h e concluir que a formula de d’Alembert vale. O

7.2.1. Exercicios.

EXERcicIO 270. (Prova de 2019) Mostre que se f: R - R e k : R — R forem fun¢des continuas,
entao

u(w,t) = flo —t) + k(z + 1)
é solugao da equagao de onda no sentido de distribui(;éeb

(Dica: Lembre-se que isto quer dizer que g—;T 812 T, = 0, em que T, ( fRQ o(z, t)dzdt,
para ¢ € C%(R?). Usando a defini¢io de derivada de distribuiges, o que devemos provar é que

0? 02 0% 0%
mﬁmwnwl@mwgﬁm>ag>ﬁmo

~ 2 2
para toda fungao ¢ € C?(R?). Note que 2 -2 = (% - 2) (& +2). Logo, para que uma
distribuicao u € D’ (Rz) satisfaca % — W = 0, basta que 1; + % =0 ou % — gL =0).

Exgrcicio 271. Considere a seguinte funcao xy : R — R dada por

xv (@, t) Z{

1,t>0]z| <t
0, de outra forma
Mostre que %XV é uma solugao fundamental da equagdo de onda, isto é, (g—; — W) 5Xv = do.

Dica: Lembre-se que isto quer dizer que para todo ¢ € C2°(R?), temos

92 o2 o D
(W - a:ﬂ) Tiyy (9) =b0(p) = Ty, (atz - a:c?) = %(%),

ou seja,
2 2

3 [t (S0 - S ) dudt = 40.0)

7.3. A equacgdo da onda em [0, 0|

Usando a equagao de d’Alembert, podemos resolver também a equagao da onda na semireta. Note
que agora temos uma borda. Assim, precisamos de uma condigdo de contorno. Vamos usar a condigao
de Dirichlet. Assim, as equagoes se tornam

u ,t = ’ te
(7.3.1) w(z,0) = g(x), a € [0, 00
%u(z,0) = (), x € [0, 00]

Vamos supor que g € C2([0, 00[), g(0) =0, ¢”(0) =0, h € C*([0,¢[) e h(0) = 0. Vamos comegar
com um lema.
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LEMA 272. Suponha que u € C%(]0,00[xR), g € C’Q([O,Noo[) e h € C([0,00[). Seu(0,t) =0 para
todoteR eg”(0)=0, entdou:RXxR—->R, g:R—=R e h:R— R definidos por

ﬂ@i%—{ Z@@, x>0’§@%_{ glz), x>0 B@y_{ h(z), >0

—u(—xz,t), =<0 —g(—z), <0’ —h(—z), <0

sdo de classe C*(R?), C*(R) e C*(R), respectivamente. Além disso, a fungdo u satisfiz a Equagdo
7.8.1, se, e somente se, a funcdo U satisfaz a equacdo abaizo:

?;;Z(ma)t) = 2 LUy t), (x,t) ERxR
u(0,1 = 0, teR
752 i(x,0) = gla), zeR

%7; (z,0) = B($)7 reR

DEMONSTRAGAO. E bastante claro que u, g e h sdo de classe C2, C? e C! fora da origem. Observe
que como h(0) = 0, temos que h é continua em z = 0. Logo é continua em todo R. O mesmo argumento
vale para u e g. Agora observamos que

oo | W(x), >0
W) { K(z), =<0

Logo lim,_.g ?L’(x) = h/(0). Portanto, h é derivavel em 0 e sua derivada é igual a h’(0). O mesmo
argumento pode ser usado para g.
Para as segundas derivadas, note que

N "(x), x>0
g ({L‘) _{ —z"(—x), z <0

Logo lim,_,¢ §"(z) = ¢”’(0). Portanto, § é duas vezes derivavel em 0 e sua derivada segunda é igual
a ¢''(0). Para u note que

95 @@j £ >0 924 &(m t) x>0
ou £ e £ (2,1), = t ot2 s b))y =
at @) {%(Lﬂ,z<0’5ﬁ@ )= —%ﬁ—%m A
ou

%:
830 Y(—z,t), <0

b

ou 2~ 9%u
ou _ | §Hx,t), x>0 0% o $(z,t), x>0
6‘z(m’t) T { %(—x,t)7 x <0 ’ Ox2 (@,1) =

yQWt%:{ Du(pp), w>0

aajgt( x,t), <0

Observe que como u(0,t) = 0 temos que 9u 1(0,t) = %tg (0,t) = 0. Note também que lim,_, %(m,t) =

%(O, t) e limg,_,0 ﬁ(x, t) = azat 2(0,1). Logo essas derivadas também existem. Por fim, temos que
0%u 0%u
55(0,8) =
o2 a2
Assim, temos lim,_,q %(m, t) =0 e a derivada existe.

Por fim, ¢ claro que se u satisfaz a Equagao 7.3.2, entao sua restrigao u para x > 0 satisfaz 7.3.1.
Por outro lado, se u satisfaz 7.3.1, entao « satisfaz 7.3.1 pela propria definigao das fungoes h, ge u. O

(0,) = 0.

Conseguimos assim, provar o seguinte Teorema.

TEOREMA 273. Seja g € C%([0,00]) e h € C*([0,00]) tais que g(0) = ¢g”(0) =0 e h(0) = 0. Logo

existe uma tinica solu¢io u € C%(]0,00[x[0,00[) da equagdo 7.3.1. Essa solugio € dada por

u(x,t) = {

gz +1) +g@—1) + 5 [ hy)dy, =>t>0
(glx+1t) —g(t ftﬂ (y)dy, t>z>0

N N
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DEMONSTRACAO. Basta observar que u € a restricao de . A unicidade de u decorre da unicidade
de .
Além disso, a expressao para u decorre da expressao de o dada abaixo:

1

~ ~ 1 x+t -

G-t +g@0)+y [ Ry
x—t

Parax >t >0, temos que x —t >0exz+t > 0. Assim

(3o~ 1)+ gla+1) + 5

N |

x+t ~ x+t
| by =5 g0+ g0+ [ hwd

—t r—t

Parat > 2 >0, temos x +t > 0, mas x — ¢t < 0. Assim

5 (6w — 1)+ 3w +0)) = 5 (~g(~ (@~ ) + 9(x + 1)) = 5 (gl +) — gt — 2)).

2

Além disso,

Juntando tudo, temos

(G(z —t) +g(z+1)) +

N | =

7.4. A equagao da onda para n > 2

Vamos agora resolver a seguinte equagao:

?’)ZT;J(J"’t) = AU(ZL‘7t), (-T,t> ceR" xR
(741) u(x’ 0) — g(ac), r e R
Gi(x.0) = h(), zER™

Para estudar a Equagao 7.4.1, vamos definir as seguintes funcoes para t,r > 0 e z € R™:

U, t) = ]é o M0, ) = ]{3 o(y)dS(y), Hz,r) = f h(y)dS(y).

B(z,r) OB (z,r)

LEMA 274. Se u € C™(R™ x [0,00]) € solu¢do da Equagdo 7.4.1, entao U € C™ ([0, 00[x[0, 00]) e

U € solugao da seguinte equagao

TU(rt) — 2 (r8) = 229U (4 = 0 [0,00[x[0,00]
U(r,0) = G(r), 2 (r,0) = H(r) [0, c0[x {0}

As equagdes acima sao chamadas de Equacao de Euler-Poisson-Darbouz.

DEMONSTRAGAO. Note que
1 (1) 1
Uz, rt) = =5 u(y, t)dS(y) = 0Bz, )] o5

= w(x 47z, t)r"1dS (2
0B, Jonter) [ ra et s
u(x +rz, t)dS(z),

(2) 1
10B(0,1)| Jap(o,1)
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em que usamos o Lema 37 em (1) e (2). Assim, vemos que

0*U 1 o?

T (z,7,t) = u(x—i—rz,t)dS(z)

10B(0,1)| Jap(,1) o2

1 0?u 0*u
- #)ds 7[ 9y, 1)dS
‘63(‘/13 T)| OB(x,r) 8t2 ( ) ( ) OB (z,r) ot? (y ) (y)

Temos também que

1 1
10B(0, )| Jop(0,1) |<9B(0 Dl Jopwo.)

-
= Au(x +rz,t)dz / u(y,t
BB Jocn e = B )
ri—n r

= Auy,tdyzi/ Auy,tdy:f][ Au(y, t)dy.
n|B(O 1)‘ B(z,r) ( ) ’I’L|B($,7")‘ B(z,r) ( ) " JB(x,r) ( )

Note que lim, _o+ %—g(x, r,t) =0.

U(mrt)

%r 2. Vu(z +rz,t)dS(z) = Vu(z +rz,t).n(z)dS(z)

o0
or?

0 r /
=— | =———— Au(z +rz,t)dz
or (83(0, Dl Sy 210720 )

1 / r
= Au(x +rz,t)dz + ——— VAu(x +rz,t).2dz
0BO.D] Joon " E T BB Jp Y

(z,rt)

—~

o U, /
= — Au(x +rz,t)dz + V. (zAu(x +rz,t)) —nAu(x + rz,t)] dz
0B(0,1) ( moy I TR [y IV huEFrat) —nbulw + 75,8 )

1
= / Au(z +rz,t)dz + / Au(z +rz,t)z.n(2)dS(z) — n/ Au(z +rz,t)dz
10B(0,1)] \ /50,1 8B(0,1) B(0,1)

1 / 1 _
= Au(x +rz,t)dz + / Au(z +rz, t)r"1dS(z —n/ Au(x +rz, t)dz
10B(0,1)] ( B(0,1) ( ) 1 Japo,1) ( ) (2) B(0,1) ( )

1 1 / 1 n
=—Q| — Au(y,t Au(y,t)dS(y f—/ Au(y, t)dy
‘8B(05 1)| (rn B(z,r) ( ) rnl OB (z,r) ( ) ( ) rr B(z,r) ( )

1 1 1

= Auly, t)dy + ——— Au(y, 6)dS(y) — —=————
AB@ ] Jin YT GEG AN Josen XY T B L

1
—(2-1)f  suti f duadsi),
n B(z,r) OB (z,r)

Em (1), usamos

Au(y,t)dy

V. (zAu(x +rz,t)) — nAu(z + rz,1)

= (V.2) Au(z 4+ rz,t) + 2.V, (Au(z + rz,t)) — nAu(z + rz,t)
W nAu(x +rz,t) + rz. (VAu) (x + rz,t) — nAu(x + rz,t)
=rz. (VAu) (x +rz,t)

Em (1) temos que V.z = %zl—l—...—i—%zn =neV,f(rz) =r(Vf)(rz) para qualquer f € C}(R"),
pela regra da cadeia.
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Assim, vemos que

oU 1
lim = lim ——1 A + A
) i n - —(z,r,t) = . i n [(n ) ]i(r,r) u(y, t)dy ]{93(9“) u(y,t)dS(y)}

= <1 — 1) Au(z,t) + Au(z,t) = %AU(M)-

n

Concluimos, assim, que

02U 02U n—16£

atQ(xrt) az(xrt) -

1 0%u (1 ) ][
= —(y,)dS(y) — | — — 1 Au(y,t)d
|0B(z,7)| Jop(wm O (®,8)d5(y) n B(z,r) v t)dy
o sunase) - () £ Auod
9B (z,r) r " JB(x,r)
9%y 1
= y,tdSy—(—l)J[ Au(y, t)dy
wa(m o 0 0a5w) — (1) £, suw

1
—][ Au(y, t)dS(y) + ( - 1) ][ Au(y, t)dy
OB (z,r) n B(w,r)

7.5. Foéormula para a solugao quando n =3

Seja u € C?(R? x [0, oo[) uma fungdo tal que

S ( t) = Au(z,t), (x,t) €R3 xR
s r,0) = g(), reR?
%( ) = h(.]?), T e R3

Pela regularidade de u, temos que g € C*(R3) e h € C1(R3).
Vamos definir

U= f wldS), G = f gt B = h)ds

U(x,r, t) :=rU(x,rt), é(x,r) =rG(x,r), I:I(a:,T) =rH(z,r).

Logo, temos

PROPOSICAO 275. Para cada x € R? fizo, temos (r,t) — U(r,t) € C?([0,00[x[0,0]), r — G(r) €
C?([0,00[) e r+ H(r) € C([0,00]). Essas fungdes sao tais que

G(0) = %(0) =H0)=0

e satisfazem as equagoes abaizo:

%(z,r,t)—%(aj,r,t) ~ =0, reR3r>0,t>0
U(.T,TLO) = G(z,r), %—g(x,r, 0) = H(z,r), r€e€R3r>0
U(x,0,t) =0, r€R3,t>0
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820 80

DEMONSTRAGAO. Vamos nos concentrar em %z = 5.7, j4 que as demais sao triviais. Assim,
temos
>*U >PU >PU oU
e (z,rt) = rw(x,r, t) = TW(%T’ t)+ (n— 1)5(:&7", t)
0*U ou
= T’W(.’IJ, r, t) + 25((1},7", t)
e
02U 0? 0 oU
W(w,r, t) = 52 (rU(z,r,t)) = o <U(x,7“, t)+ rﬁ(x,r, t))
oU ou 0?U
= g(ffarat) + W(wmt) 'H'm(xmt)
ou 0*U
= E(xm, t) + rﬁ(x,n t).
Assim, vemos que %(m,r, t) = %(x, r,t). E bastante claro que
G(z,0) := 0G(z,0) =0
e
H(x,0) := 0H (z,0) = 0.
Para a derivada segunda em G, temos que
*G 0? o oG
Fe (x,r) = 52 (rG(z,r)) = o (G(m,r) —&—rar(x,r))
oG oG 0%G
= E(m,r) + E(m,r) + TW@C’T)
oG 0*G
= QE(JU, r)+ rm(@r).
Desta forma, vemos que
el oG o’ oG
Agora basta observar que
1
Gw,r:][ 9W)dS(y) = 57— 9(y)dS(y
( ) OB(z,r) ( ) ( ) |aB(.’1?7’I“)| dB(z,r) ( ) ( )
1 / 1 1
=—— gz +r2)r"dS(z) = =———— g(x +1r2)dS(2).
10B(0,1)[r"~ Jop(0,1) 10B(0,1)[ Jap(o,1)
Assim,
X ) = o Vol +r2).2S(2) = e Vo(e +r2)n(z)dS ()
—(x,r) = ——— g(x+7r2).2dS(2) = ——— gz +rz).n(z z
or |0B(0, 1) 8B(0,1) |0B(0,1)] 8B(0,1)
r r r
_— Agx—l—rzdz:i/ Ag(y)dy = Ag(y)dy
“BON S ST W BN Jon MY T WBE Lo S
r
= 7][ Ag(y)dy
" JB(z,r)
Assim, temos
oG 0
lim — =—-A =0.
Jim == (z,r) = ~Ag(z) =0
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Obtemos, assim,

U(z,rt) = (é(w,r +1t)— C;’(:mt — r)) + % f](&y)dy.

t—r

DO =

Portanto,

1 3 ~ ~ ~ t+r
U(z,rt) = > (G(a:,r +1t) = G(z,t) + G(z,1) — G(z,t - r)) T35 H(z,y)dy

2
1 (G, t+r)—Gx,1) N Gz, t —7) — G(x,1) 1 [
2 r —r

Tomando o limite » — 0T, temos

lim U(x,r,t) = lim u(y, t)dS(y) = u(z,t).

r—0t r—0t B(z,r)

Além disso,

1 t+r _ _
lim — H(z,y)dy = H(x,1).
lim sy | H@ydy=Hwt)
Assim, tomando o limite 7 — 0™ nas expressoes anteriores, concluimos que

oG N )
E(m,t) + H(z,t) =

a
0
=5 <t ﬁs(m) g(y)dS(y)> +t]€)3<z,ﬁ) h(y)dS(y).

u(z,t) = G(z,t)) +tH(x,t)

Note que

0
: (t ]{)B(M)g@)dsw))
0 1
o <taB<x,t> onien V" (”)

0 1 / n—1
t—————— z+t2)t" " dS
< 10B(0, D)[t"~ Jop(0,1) gl ) (y)>

ot
0 1
= — t—=——— T+ tz)dS
ot ( OB 1] S " (y)>
1 t
= — g(x+t2)dS(y) + =—=—— Vg(z +tz).2dS(y
850, 1] Jopon " TP BBOIN Jopen O T W)
1 / -1 t -1
=— glx +t2)t"" " dS(y +7/ Vg(x +tz).2t""dS(y
10B(0, 1)[t"! Jap(o,1) ( ) ) |0B(0, D[t" Jop(0,1) ( ) )
1 t —x
= = 9(y)dS(y) + Vgly). S—dS(y)

0B(2,1)| Jop (s, 10B(2,t)| Jop (s, t

_ ][ o(y)dS(y) + ][ V(y)- (y — z) dS(y)
OB(z,t)

OB(z,t)
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Desta maneira, temos que

0
ulr.t)= o (t / . g(y)ds<y>> vt oy M)

- ][ 9(y)dS(y) + ][ v9<y>.<y—x>d5<y>+tf h(y)dS(y)
OB (x,t) OB(x,t)

OB(x,t)

- ][ (9(y) + Vo(w). (y — ) + th(y)) dS(y)
OB (x,t)

Vamos terminar essa segao enunciando nosso principal resultado na forma de um teorema.

TEOREMA 276. Sejam g € C*(R3), h € CY(R3) e u € C*(R3 x [0, 00[) uma funcdo tal que

Pu(r,t) = Aulz,t), (,t)eR*xR
u(z,0) = g(x), reR3
% z,0) = h(z), reR?

Logo u € dado por
wr )= f (o) + Vo) () + ) dSty)

A equagdo acima é chamada de Formula de Kirchoff.
No caso em que g € C3(R?) e h € C*(R3), entdo a formula de Kichoff nos dd uma funcio de
continua em R3 x [0, 00|, de classe C? em R3x]0, 00| e que resolve a equagdo de onda.

DEMONSTRAGAO. J4 verificamos que se u € C?(R3 x [0,00[) for solugdo, entdo u ¢ dado pela

formula de Kirchoff.
Vamos agora mostrar que a formula de Kirchoff de fato nos fornece uma solugdo. Vamos provar

apenas para o caso em que g = 0 para enteder as ideias. Neste caso, |0B(z,t)| = 4nt? e

1

1
u(z,t) = ——— th(y)dS(y) = —= th(y)dS(y
(1) 10B(z,t)| JoB () W)dS) = T OB(x,t) w)d5(y)
1 t
= — th(z + t2)t2dS(z :—/ h(x +tz)dS(z
— /83(071) @rrase) = [ we s

Assim,

Au(z,t) = A [ L / hz + t2)dS(2) | = — / Ah(z + 2)dS(2)
AT J5B(0,1) 4T JoB(0,1)

ou o[t
a(m,t) = 5 <47r /63(0,1) h(z —|—tz)dS(z)>

1 t

= — h(xz +t2)dS(z +—/ Vh(z +tz).2dS(z
i Jonon ( )dS(z) + . ( ).2dS(z)
1 °

= — h(z +tz)dS(z) +
AT JaB(0,1) a0

/ Ah(z + tz)dz.
B(0,1)
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Logo
0%u o (1 / t2
—(z,t) == | — h(x 4+ tz)dS(z —&——/ Ah(x +tz)dz
8752 ( ) ot <47T 8B(0,1) ( ) ( ) 4 B(0,1) ( )
1 2
= Vh(z + t2).2dS(z) + % / Ah(z + tz)dz + = VAh(x + tz).zdz
T JoB(0,1) T JB(0,1) T JB(0,1)
_ L Ah(z +tz)dz + 2 Ah(z +tz)dz + L / tVAh(z +tz).2dz
4m B(0,1) T JB(0,1) am B(0,1)
_ L (BAR(z + £2) + IV Ah(z + t2).2) dz
4m B(0,1)
= 4i V. (Ah(z 4+ tz)z) dz
T JB(0,1)
-t Ah(z +t2)z.2dS(z) = L / Ah(z +tz)dS(z)
4T JoB(0,1) 4T J5B(0,1)
Note que

V. (Ah(x 4+ t2)z) = Ah(x + t2)V.z + tVAQ(z + tz).2 = 3Ah(x + tz) + tVAR(x + t2).2

7.5.1. Exercicios.

EXERCiCIO 277. (FOLLAND 5.B.2) A equagao diferencial
0*w +(n_1)187w B 0w
or? ror  Ot2

é a equagao n—dimensional para a equagao de onda radial. Considere n = 3.
a. Mostre que a solucao geral da equagao de onda radial em 3 dimensoes é

wlmt) ==+ 1)+ (r— 1),

r = |z|, em que ¢ e 1 s@o fungdes com valores em R.
b. Resolva o problema de Cauchy com condi¢do inicial radial (n = 3),
0%u Ju

2 ~Au=0, u(@,0) = f(lz]), 5 (2,0)=g(z)

usando o conhecimento sobre solugoes da equagao de onda em R .
c. Sejam u, f e g como na parte b. Mostre que u (0,t) = f (¢t) +tf' (t) +tg (t). Conclua que u nao
pode ser melhor do que C¥, se f & C*tl e gé CF.

7.6. Formula para a solugao quando n = 2: Abaixamento de ordem.

Vamos agora usar a formula de Kirchoff para achar uma expressao para a solugao quando n = 2.
O método adotado é chamado de abaixamento de ordem. (Em inglés, “method of descent”).

Para tanto, precisamos antes demonstrar um lema bastante simples (e certamente conhecido. E
s6 uma recordagao). Depois passaremos para um lema mais técnico e vamos obter uma foérmula para
a solugao da equagao.

LEMA 278. Seja U C R? um aberto e f : U — R uma funcdo de classe C'. Seja S =
{(z,y, f(x,y)); (z,y) € U} a superficie que corresponde ao grifico da func¢ao f. Logo, se g: S — R ¢

continua, entdao
[ sast) = | gl 1.9/ T TS Paody.
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DEMONSTRAGAO. Sabemos que S pode ser descrito pela seguinte parametrizacdo ¢ : U — R?
dada por

o(z,y) = (2,9, f(z,y))-

Assim, devemos calcular

9¢ O¢ ¢ Op
%Xaﬁ o det oz’ Ox Jz’ Oy
or = Oyl 9¢ 0 9p Op
oz Oy dy’ Oy
Porém
Oy B of
87(:177y) - <1707 ax(xay))
e
Oy B of
5y (& Y) (O’l’a (x,y)>
Portanto
2
det o Oy dp Ay = det of of ar\?
a0 oy) \ou oy ae o 1 (3)
2 2 2 2
e (20 (o (2)) - (22 (¥
Ox Y oz Oy
2 2 2 2 2 2
=1+ 8i + ai + 8f 8f — ai al
Oz Oy Oz Oy x Oy
afr\>  [(of\°
1+<f> +<f) =1+|VfJ?
x Yy
Logo

/Sg(y)ds(y) = / g(z,y, f(z,y)) Hgi . ggya’

U

dxdy = /Ug(x,y,f(:v,y)) 1+ \Vf(x,y)|2dxdy.

O

LEMA 279. Seja g € C?(R?) uma fungio dada e g : R®* — R definida como g(x1, o, x3) = g(x1,72).
Os pontos de R? serdo denotados por x e y e os pontos de R serdo denotados por T e 3. Para cada
r = (71,72) € R2, vamos associar ao ponto T € R® definido por T = (x1,x2,0). Neste caso, temos

[, 7A@ =2 [ g1+ 930

B(z,r)
em que Y(y) = /1% — |y — x|?, OB(T,r) = {y ER3 [y —7| = 7"} e B(z,r) = {y ER?% |y —x| < r}.

Note que a integral do lado esquerdo é uma integral sobre uma superficie em R3. A integral do
lado direito é uma integral sobre um aberto de R2.

DEMONSTRAGAO. Antes de mais nada, vamos observar se r = (x1,72) € R? e T € R3 & definido
por T = (x1,x2,0), entdo B(T,r) pode ser dividido em 2 superficies Sy e S_ (e mais uma curva que
pode ser ignorada para fins de integragdo). As superficies Sy e S_ sdo definidas como graficos das
fungoes v : B(z,7) > Re —v: B(z,r) = R, em que (—7) (y) = —v(y).
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Assim, pelo Lema 278, temos
| swism
OB(T,r)
- [ swas@+ [ swasm)
S, _
= /( )g(yhym (Y1, 92))\/ 1+ [V (y)] dy+/ 91, 92,7(y1,92)) \/1 + |V (=) ()[*dy
B(x,r
/( 91, y2)\/ 1+ [Vy(y)| dl/+/ 9y, v2)\ 1+ V() Pdy
B(z,r)
=2 [ g1+ V)P,
B(z,r)
O
Agora vamos supor que u € C?(R? x [0, 00]) seja uma funcio tal que
%(x,t) = Au(z,t), z€R? t>0
ux70) = g(x)a $€R2
%u(z,0) = h(z), =x€R?

Vamos definir as funcoes h: R? - R, §:R?> - Rew: R3

x [0, 00[— R da seguinte forma:

ﬂ($1,$27$3,t) = U(.Z'h.'l,‘g,t)
g1, 22,23) = g(x1,22)
h(z1,22,23) = h(z1,22)
Assim, w é um solug@o da seguinte equagao:
Tu(z,t) = Au(z,t), TER® t>0
u(,0) = g, TER
%uz,0) = k@), TERS

Portanto, vale a férmula de Kirchoff: Para x
o 0 _
u(z,t) =u(@,t) = 5 |t 9(y)dS(y)
ot 9B (7.t)
_9
ot

t
0B(Z,t)| Jop@.

_9
ot

b
47t?

g(y)dS(y)> + 0B, 0]

= (21,72) € R? e T = (11, 22,0) € R3, temos

) Tt ]ém Fy)dS ()

(t hi(y)dS(y)

)N Jop@.n

¢
2/ g(y)\/1+ IW(y)I2dy> + a2 h(y)\/ 1+ Vy(y)| dy
B(z,t) T2 JB(a)

1

Observamos agora que y(y) = (t* — |z — y|*)* implica que

1 1 _1 €Ti — y

Dy, (y) = 0y, (2 = |z —y*)? = 5 (= |z — ") ? 225 —y)) = =
2 2 =z -y
Desta maneira, temos que
2 2
2 r—y t
L4V =14

f|xfy\2_t27

lz —yl?
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Concluimos, assim, que

0 t t t t
L P h(y)—————d
u(et) = o (W IR s y> e Ny
19 1 h
_ 10 / 9(y) dy +7/ (y) dy
2m Ot \J () /12 — [z — y|? 21 JB@p V12— |z —y[?

Vamos agora mexer mais um pouco na ultima expressao. Temos que

1 h 1 h
1 / ) dy= L ¢ / () dy
21 G VB = o=yl 20t Ip(es) V1 - \w - |2

d
2|th|/m |x_ N

,t2

2 ]€3<w t) /12 Iw - |2
Além disso,
10 / 9(y) o L2 / 9@ +12) o,
20t \Jnwoy VE e 9P ") " 270t \ o) VPP
:ig / g(x +tz) 2y :iﬁ t/ g(x+tz)dz
2m 0t \ JB(0,1) /1* — t?]2]? 27 Ot B0,1) /1 — |22

1 g(ertz)d +i Vg(z+1tz).2

R —az
21 JB,) V1 - IZI2 2 Jp,) V1-— IZI2
27Tt ~/B(ac t) / |g £|2 27Tt /B(x t) / |y x|2

1 tg(y) tVely)-(y—2) ) ,
][B(xt) <\/t2 ly — |2 i \/’52_|y—x|2> !

Juntando tudo, podemos escrever a expressao no seguinte teorema:

TEOREMA 280. Sejam g € C?(R?), h € CY(R?) e u € C*(R? x [0, 00[) uma funcdo tal que

Pu(r,t) = Au(z,t), (,t)eR2xR
(7.6.1) u(z,0) = g(x), xr € R?
%u(z,0) =  h(z), x € R?

Logo a funcao u € dada por

_ ! £h(y) +tg(y) +tVg(y). (y — x)
u(z,t) = 5 ]i(xﬁ < N ) dy.

A equagao acima € chamada de Formula de Poisson.

Se g € C3(R?) e h € C%(R?), entdo a funcdo u dada pela formula de Poisson € continua em
R? x [0, 00], de classe C? em R?x]0, 00| e resolve a Equagdio (7.6.1).

DEMONSTRAGAO. Ja verificamos que se u € C?(R? x [0,00[) for solucdo, entdo u ¢ dado pela
formula de Poisson.
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Vamos agora mostrar que a formula de Poisson de fato nos fornece uma solu¢do. De fato, pelos
argumentos anteriores, vimos que

wlzt) = 1 2h(y) + tgly) + tV9(y). (s —2) \
)

2
-2 (t Fo g<y>d5<y>> wf - Rwasw

:fﬁf (@(y) + Vg(y)- (y — ) + th(y)) dS(y).
OB(T,t)

Porém, pelo Teorema 276, a funcdo @ : R* — R dada por
a@)=f (gly) + V9. (v - 2) + th(w) dS(y)
OB (7,t)

¢ uma funcio continua em R3 x [0, oo[ e de classe C?(R?x]0, 00[) e resolve a equagao

@y = A

oz (L)t u(z,t), TeR t>0
u(r,0) = g(x), TeR?
%u(z,00 = h(z), TERS

Assim, como a fungio u : R? x [0,00[— R é dada por u(z1,z2,t) = U(x1,r2,0,t), concluimos que
u é continua em R? x [0, 00| e de classe C?(R%x]0, 0o) e resolve a Equacio (7.6.1). O

7.7. Principio de Huygens

Vamos comparar as expressoes paran =2 e n = 3.
Para n = 2, temos

(o) — h(y) +t9(y) + V(). (y =)\
0 ]i@,t)( N ) v

Para n = 3, temos
u(z,t) = ]iB( ) (9(y) + Vg(y). (y — ) + th(y)) dS(y).

Observem que para dimensao 2 temos uma integral em toda a bola e em dimensao 3 apenas na
casca da bola. Assim, em dimensao 3, u(z,t) depende apenas dos valores de g, h e suas derivadas nos
pontos y tais que |y — x| = t, ao passo que em dimensédo 2 depende de g, h e suas derivadas nos pontos
y tais que |y — x| < t.

Vamos buscar entender melhor:

Assim, suponha que ¢ e h sejam fungdes concentradas em zy € R™ (algo como um delta de Dirac.
Fungoes que se anulem fora de um aberto “pequeno” que contém ).

Em dimensao 3, apés um tempo ¢ > 0, a onda sera sentida apenas nos pontos x € R” tais que
xo € 0B(z,t), ou seja, |r — x| = t. De fato, se zg ¢ IB(z,t), entdo g(y) = 0 e h(y) = 0 para
y € 0B(z,t). Portanto

u(e,t) = f (9(v) + Vo). (y — ) + th(y)) dS(y) = 0.
OB(z,t)

Assim, se estivermos no ponto x e uma onda comegou no ponto xg, 0 que vai acontecer é o seguinte:
Para tempos t < |z — 2| nao sentimos a onda. No tempo ¢t = |x — x| sentimos a onda. Depois para
t > |z — x| ndo sentimos mais nada. Ou seja, a onda vem concentrada.
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Em dimensio 2, a onda sera sentida apenas nos pontos x € R” tais que zg € B(x,t), ou seja,
t > |z — x|, pois se xg ¢ B(x,t), entdo g(y) =0 e h(y) =0 para y € B(z,t) e

1 *h(y) +tg(y) +tVg(y)- (y — 2) _
wrn=5f, ( NGETEE ) vl

Assim, se estivermos no ponto x e uma onda comegou no ponto xg, o que vai acontecer é o seguinte:
Para tempos t < |z — xo| ndo sentimos a onda. No tempo ¢ = |z — zo| comegamos a sentir a onda.
Depois para t > |x — x| ainda podemos senti-la! De fato, por exemplo, se g = 0 e h(z) é concentrado
em o com integral 1, entdo para ¢t > |x — x| teremos

w(z,t) = 1][ (tQh(y) +tg(y) +1Vg(y). (y - x)) PO S 1€
7 B JE—Ty—aP T p—

2

Usamos que |B(z,t)| = 7t2. Assim, u(x,t) ~ Ct~1, ou seja, u(x,t) vai a zero, mas é diferente de
zZero.

O Folland da a seguinte interpretagao fisica para este efeito: Estamos num quarto escuro e alguém
no ponto xg = 0 acende e apaga a luz. Se estamos no ponto x, entdo vemos luz no instante t = |z| e
depois tudo fica escuro de novo. Mas isso porque vivemos num mundo tridimensional.

E se vivéssemos num mundo de dimensdo 2?7 Af verfamos a luz no instante ¢ = |z|, mas a sala nao
ficaria escura para t > |x|. Ainda verfamos luz, mas ela iria ficando cada vez mais fraca.

Por fim, observamos que podemos resolver a equagao para n > 4 de forma semelhante ao que
fizemos anteriormente. Comegamos com n impar e usamos o método de descent para obter a solugao
para n par. O que obteremos é parecido. Em dimensdo impar, a solugdo depende s6 de pontos em
0B(z,t). Em dimensao par, a solugdo depende apenas de pontos em B(z,t). O efeito descito acima
continua valendo.

7.8. Problema nao homogéneos

7.8.1. Analogia com EDO e principio de Duhamel. Assim como fizemos com a equagao do
Calor ao estudar o principio de Duhamel para a equagdo do calor, vamos usar uma analogia com EDO
e tentar descobrir uma f’rmula para a soludo da equagao nado homogénea.

Consideremos a seguinte equagao

u'(t) = f(tu(t), tel0,00]
u(0) = ug
u'(0) = U
Vamos definir v = /. Logo
u'(t) = v(t), t € [0, 00]
v'(t) = f(tu(t), tel0,00]
u(0) = Uo
v(0) = uy

Assim, podemos estudar uma equacgao de segunda ordem como um sistema de primeira ordem.
Vamos agora supor que f(t,u(t)) = au(t) + h(t). Logo o sistema acima pode ser escrito como da

seguinte forma matricial:
()= (o o) (0 )+ ()

Assim, definindo

vemos que
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Usando a formula de variacdo das constantes, concluimos que X (t) é dado por
t
X(t) = e Xy + / e H(s)ds.
0
ProPOSIGAO 281. Consideremos X (t) dado acima.

1) Denotaremos por wy : [0,00[— R e wy : [0,00[— R os termos da matriz et*X,, ou seja,

et X, = ( wi(t) ) Logo wy € solugcdo do problemas:

’(Ug(t)
wi(t) = aw(t), te0,00]
(781) wl(O) = U
wi(0) = w

2) Fizemos s € R e denotaremos por y; : [s,00[= R e ya : [s,00[— R os termos da matriz

(

(g ) Logo y1 € solugao do problema:

Y
W) = an(), tels oo
(7.8.2) yi(s) = 0
vi(s) = h(s)

DEMONSTRAGAO. 1) Seja W : [0, 00[— R dado por W (t) = !4 Xy = ( glgg ) Assim, vemos
2
que
d
W'(t) = aetAXo = At Xy = AW ()

e W(0) = Xy. Portanto, W satisfaz a equagao diferencial

w'(t) = AW(), t>0
w() = Xo.
que equivale a
wi(t) = wa(t), te0,00]
wh(t) = awq(t), te0,00]
w1 (O) = ()
(105} (0) = U1

Logo, vemos que wf (t) = w)(t) = aw;(t) e obtemos a Equagao 7.8.1.
2) Vamos agora fixar s € R e definimos Y : [s,00[— R por Y (t) = e"")AH(s) = ( yl(t’% )
Desta maneira, temos
Y'(t) = % (e(t_s)AH(s)) = A=A (5) = AY (1)

e Y(s) =es=94H(s) = H(s). Isto equivale a

Y'(t) = AY (%), t>s
Y(s) = H(s).
A equagao acima nos diz que
yll(t? S) = yQ(taS)a te [5700[
yé(ta 5) = ayl( 75)7 te [5700[
y1(s,s) = 0 ’
ya(s,s) = h(s)
em que a derivada acima é sempre na variavel ¢. Desta maneira, vemos que y{ (t) = y4(t) = ay1(¢t) e
obtemos a Equacao 7.8.2. (|

A proposicao acima nos permite concluir o seguinte resultado:
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TEOREMA 282. A solu¢do do problema

u'(t) = au(t)+h(t), tel0,o0]
U(O) = UuQ
u'(0) = Uy

€ 1gual a
u(t) = wy(t) + /Ot (¢, s),
em que wy € solucao da Fquagdo 7.8.1 e y1 € solugao da Equagao 7.8.2.
DEMONSTRAGAO. Sabemos que se u é solucdo do problema, entdo X (t) = < Etg ), em que
v(t) =/ (t) é dado por

t
X(t) = e X, —|—/ e )AH (s)ds.
0

A funcio da primeira linha de e’ Xy é t +— w1 (t) e a funcdo da primeira linha de e*=)4H(s) &
t — y1(t,s). Assim, o resultado segue. O

Agora vamos considerar a equagdo da onda. Note a analogia

Equacoes:
u’(t) = au(t)+ f(t), te€]0,00] 8613 (x,t) = Au(z,t)+ f(z,t), z€R"t>0
u(0) = o e u(z,0) = uo(x) z e R”
u'(0) = Uy %7;(% 0) = wui(x), xeR"

Assim, podemos enunciar o seguinte Teorema, também chamado de principio de Duhamel para a
equacao da onda. Novamente, vemos que ele nada mais é do que o método de variagao de constantes
aplicado a equagao da onda. Observe que ele é totalmente analogo ao Teorema 282.

TEOREMA 283. Sejan =1,2 ou3 e f € C?*(R" x [0,00[). Definamos a fungdo u : R"™ x [0, 00[— R
dada por

¢
u(z,t) ::/ u(z, s, t)ds,
0

em que para cada s € R fizo, a fungdo (x,t) — u(xz,t,s) € a dnica solugdo do problema abaizo:

%%(x,t,s) = Au(z,t,s), zeR"t>s
u(x, s) = 0, zeR"
9u(z,s) = f(x,s), x € R

Logo a funcao u € tal que:

i) u € C%(R™ x [0, 00]).

ii) T4 (x,t) = Au(z,t) + fz,t),2 €R",t >0

i11) Para cada xo € R™, temos lim(y 1) (2,0),650 (2, 1) = 0 € lim(z 1) (20,0),t50 %(x,t) =0. Em
outras palavras, u € solucao do problema:

%(x,t) = Au(z,t) + f(z,t), z€R"t>0
u(zx,0) = 0, r € R" ,
%(w,o) = 0, r € R"?

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo é simples. Basta observar que

ou " ou " ou
—t(x,t) = u(z,t,t) +/O a(w, s,t)ds _/0 E(x,s,t)ds
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0u
(‘%2( b)) = xtt 8t2xst

:f(x,t)+/() @(x,s,t)ds
¢ ¢
Au(x,t) :A/ u(x,s,t)ds:/ Au(z, s, t)ds
0 0

82
8152( f(z,t) /atzxst

= f(z,t) + / Au(zx, s, t)ds = f(x,t) + Au(z,t).

0
Quanto as condigoes iniciais, basta observar que

0
u(z,0) = / u(zx, s, t)ds =0
0

Por fim, vemos que

Portanto,

ou 0 u
5 —(z,0) = ; E(m, s,t)ds = 0.
U

7.8.2. Exemplos do principio de Duhamel. Vamos agora ver exemplos da férmula de Duha-
mel em dimensoes 1 e 3.

EXEMPLO 284. Dimensao n = 1. Estamos interessados na equagcao

Tu(et) = L4(x,t)+ fla,t), z€RE>0
u(zx,0) = 0, zeR
%’t‘ (x,0) = 0, reR
Para isto, vamos antes recordar que a solugao de
Tu(r,t) = L4(x,t), z€RE>0
u(z,0) = g(z), z€eR
%(z,O) = h(x), zeR
é dada por
1 1 T+t
u(et) =5 (oo + )+ oo —0)+5 [ by
r—t
Logo a solucao de
%(m,t, s) = Au(x,t;s), z€R™"t>s
u(x s) = 0, x € R"”
8t Y(x,s) = f(=,s), z € R”

é obtida fazendo uma translacdo t — t — s. Ela é dada por

r+t—s
wwt) =3 [

—t+s

Concluimos que a solugao do problema é dado por

r+t—s 1
/ / s)dyds O / / fly,t — s)dyds.
r—t+s

em (1), fizemos § = ¢ — s e depois voltamos a chamar 5 de s.
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ExEMPLO 285. Dimensao n = 3. Estamos interessados na equagao

Ph(e,t) = Aulwt)+ f(a,t), v€RE>0
u(z,0) = 0, reR3
Gu(x,0) = 0, r € R3
Para isto, vamos antes recordar que a solucao de
%(x,t) = Au(z,t), TR t>0
u(z,0) = g(=), x € R?
%u(2,0) = hx),  weR?

é dada por
ula, ) = f [th(y) + 9(y) + Va(y).(y — )] dS(y).
OB(z,t)

Logo a solugao de

%(z,t, s) = Au(x,t,s), ze€R"t>s
u(zx, s) = 0, xz eR"
%(z,s) = f(x,s), r eR”

é obtida fazendo uma translacao ¢t — t — s. Ela é dada por

wets)=f =) Sl dSw)

Concluimos que a solugao do problema é dado por

_ [ —s s s(i)i t Fy:9) s
uw) = [ >(]£B(W)f<y, )ds<y>>d = ( [ dS(w)d

1 /[t — 1 /[t — |y -
(:2) L / f(yvt T) dS(y) dr (i) L / f(yvt |y deS(y) dr
4m 0 OB(z,r) r 4m 0 OB(z,r) ‘y - £L'|

4 1 flyyt—|ly—=x
4) 7/ (yt—1ly I)dy.
AT B(a 1) ly — |

em (1), usamos |0B(z,t — s)| = 4n(t —s)%. Em (2), usamos r = t —s. Em (3), usamos que r = |y — x|,
em que y € 9B(z,r). Em (4), usamos o item 3 do Lema 37.

7.8.3. Solugao fundamental.

7.9. Resolvendo a equagao de onda usando transformada de Fourier

Vamos estudar agora a equagao da onda usando a transformada de Fourier. Novamente, nao sao
necessarias condigoes de contorno, apenas as duas condigoes iniciais:

94 (2,t) Au(z,t), t>0,z€R"
u(z,0) = f(z), reR?
(2,00 = g(), x R

Para resolvé-la, vamos novamente aplicar a transformada de Fourier na variavel x. Vamos supor
que u seja duas vezes derivavel e que tanto u como % vao “rapidamente” para zero quando |z| — oo.
k2
Obtemos, assim,
0%u
F <8t2 (t,z) | = F(Au(t,x)).

0% 0%y 52 .
i — —iz§Y _ 7 —ix€
F (8t2 (t,:c)) /n e BTE (t, ) dx BTe </Rn e " (t, x) dx)

Note que
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e que
0?u int W _int
Flogp @)= [ e Au(z,t)de = A (e u(z,t) do

= —¢)? ey (x,t) da.
R’!L

Em (1) usamos integracao por partes.!.
Denotando por @ = Fu a transformada de Fourier na variavel x, temos

SR = —lfa(e, t>0,er
a0 = f(e), £ER
B0 = g, £ €R™

A solugao geral é dada por

(&, t) = A(§)cos (t[¢]) + B (§) sen ([¢]) .-

Note que

O (1) = €l A(€)sen (e + I B (€)cos (1)

Usando as condigoes iniciais, podemos calcular A e B:

W(£,0)=F(&) <= A =F(9).

@(570)29(5) = |¢|B()=g(¢) = B(g)zﬁ(ﬁ).

ot 14
Portanto
(6.0 = (@ eos(t16]) +(6) )
Assim, a solugao sera dada por
1 —1 (o sen(t[E])
wlte) =7 (Fl@cosoie) + 7 (9“2 HED )
— o L (F@eosteled + a0 D ) ae

Vamos aqui lembrar como fazer a integral por partes.
/ e e Au (z, t) da
n

= lim e A (z, t) da

D im / A (e_m&) u(z,t) de + / e_izga—u (z,t)dS(z) — / 9 <6_“”5) u (z,t) dS(z)
R—oo \ JB(0,R) JoB(0,R) v

dB(0,R) v

= lim A (e )y (z,t) dz
R—o0 B(0,R) ( ) ( )

=—¢)? - ey (z,t) d.

Em (1) usamos a segunda identidade de Green. Em (2), usamos que lim|g|_ oo % (z,t) = lim|g| 00 u(z,t) = 0

“rapidamente”. (Por exemplo, se z — u(z,t) pertence ao espago de Schwarzt).
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7.9.1. Exercicios.

ExErcicio 286. Considere a equagao abaixo:

52 (1) Au(z,t), t>0,zeR”
u(z,0) = f(z), z eR"
ot @0 = g, z €R"

Suponha que f e g pertencam a S(R™). Mostre que existe uma constante C' > 0 tal que a solugao

do problema satisfaz
[orase ([ i@l [ k).
n R’n Rn

(Dica: Use que i (£,8) = f (€) cos (£]€]) + § (£) *2EED ¢ Plancherel)

€]
7.9.2. O problema em uma dimensao. Em uma dimensao espacial, vemos que
(6.0 = F (@) eos v+ 3(6) 2 D
— F©cos (1) + 59 2.

Assim,

u(z,t) = F1 (f (€) cos (tﬁ)) L Fl (f] © Seng(tf)>

Vamos mexer um pouco com a equagao acima para obter uma expressao mais simples. Vamos
iniciar com a expressao contendo cosseno.

F (Foeosti) 0 =7 (70 (“H) ) @
SF(F©E) @)+ 5P (F@ e ) @) = 5 (Flat )+ F - 1)

Na ultima passagem, usamos as propriedades de transformada de Fourier. (Vocés se lembram?
Era simples! De fato, temos

Ff©e) @) =5 [ e f@enas= o [ e ae

=F lf(x+t)=f(z+1).
e de maneira igual para F 1 (f €3] e_”g) (2)).
Por outro lado, sabemos pela Equagao (218) do dia 22 de maio, que
F-1 <sen(t§)> _ { Lt .
¢ 0, [€] >

Assim, usando a propriedade de convolugao, obtemos

F (ﬁ ) Sen@g)) Fl <Sen§(tf)> « F71(g)

3
F <Sen§(t5)> kg= /oo F (Seng(tg)) (y) g (z —y)dy

oo

1 t 1 x+t
=2/ g(af—y)dy=§/ g(y)dy.
t x

- —t
Assim, reobtemos a formula de d’Alembert:

-+t

uet) =5 (Fa++fa-0)+; [ gy

r—t
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Vamos assumir que g seja continua e considerar G uma primitiva de g, ou seja, G' = g. Logo, pelo
teorema fundamental do célculo, temos

t

%[ﬁg(x—y)dy=—%G(x—y) t:;(G(l‘th)—G(a:—t)).

Juntando tudo, concluimos que

u(t,x) = (f(x+t)+f(:c—t))+%(G(m—i—t)—G(m—t)).

N

7.10. Métodos de energia

Até agora, ndo tratamos problemas em abertos U C R"™ limitados. Todos os resultados acima
forma para R™ ou R..

Usando métodos de energia, ou variacionais, podemos provar facilmente a unicidade de solugao
para problemas deste tipo, aém de resultados de propagagcao finita dessas solugoes, conforme veremos
a seguir. O problema de existéncia de solugoes sera visto mais a frente.

7.10.1. Unicidade de solugoes da equagao da onda. Comegaremos demonstrando o seguinte
Teorema sobre unicidade de solugoes.

TEOREMA 287. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C1 e funcéoes f : Ux]0,00[— R,
k: 8U><£),oo[—> R,g:U—=Reh:U — R sao fungoes dadas. Logo existe no mdximo uma solu¢ao
u € C*(U x [0,00[) do problema abaizo:

Tu(e,t) = Aula,t)+ f(a,t), zeUt>0
u(z,t) = k(z,t) x€edU,t>0
u(zx,0) = g(z), zeU ’
%(x,O) = h(x), xeU

Note que a segunda equagao acima nos dé as condigdes de contorno do tipo Dirichlet. A terceira e
a quarta equacao nos fornece as condicoes iniciais. E claro que uma condicio necessaria para que uma
solucao exista é que as funcoes f, k, g e h possuam certa regularidade. De fato, como u é de classe
C?, temos, por exemplo, que g é de classe C2 e h & de classe C'.

DEMONSTRAGAO. Suponha que u; e ug sejam fungoes C2(U x [0, 0o[). Logo w = uj — ug é solugao
do problema:

%?; (z,t) = Aw(x,t), z€U,t>0
w(z,t) =0 xedU,t>0
w(z,0) = 0, xelU '
9w (z,0) = 0, relU

Vamos definir a seguinte func¢ao E : [0, co[— R dada por

B(t) = %/U [(%ﬁ(m,t))2+|Vw(x,t)|2] da.

Pelas condigoes iniciais, vemos que para t = 0, %—Ig(z,O) = 0. Logo (%—?(az, O))2 = 0. Além disso,

Ow z(xz+he;,0)—w(x,0)
h

como w(z,0) = 0, temos 52 (x,0) = limy_o =0, em que e; é o i-ésimo vetor da base

canonica de R™, para todo i € {1,...,n}. Portanto, |Vw(z,0)|* = 0. Concluimos que E(0) = 0. Vamos
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agora mostrar que F é uma fungao constante. Para tanto, vamos calcular ‘%(t). Temos

w 2w w
%(t) = / {881‘ (z,t) %tQ (x,t) + Vw(x,t).V%t(x,t)] dx

/U { (z,t) Aw(z, t) + Vw(z,t). v%z;’(x’t)] de

20 ) 22 1) )

-

©) { (z,t) Aw(z,t) — Aw(x,t)a—w
U

(@, t)] dr +

oU 6V
),

em que usamos em (1), que dt2 2(x,t) = Aw(z,t). Em (2), usamos a primeira igualdade de Green. Em
(3), usamos que w(z,t) = 0 para todo = € OU. Logo 2% (z,0) = limy,_, w =0.
Concluimos, assim, que F é uma constante e E(O) = 0. Logo E( ) =0 para todo t > 0. Como
w € C%(U x [0,00[), temos que o integrando de E é positivo e continuo. Como a integral é igual a
zero, concluimos que a—“’(w t) =0 e Vw(z,t) = 0. Assim, todas as derivadas de w sdo iguais a zero.

Portanto w é constante em todas as componentes conexas de U x [0,00[. Como w(x,0) = 0, para
x € U, a fungdo w s6 pode ser igual a zero. O

7.10.2. Exercicios.

EXERcicIO 288. Sejam dadas fungdes a;; : R™ — R de classe C? tais que a;; (z) = aj; (z) para
todo = € R". Suponha também que exista ap > 0 tal que ;. ai; () &€ > ao |§|2 para todo z € R" e
£ € R™ . Considere a segulnte equagao

(7.10.1) atQ x,t ZZ 9o < ;)u] (z, t))

i=1 j=1

a) Mostre que se u € C% (R" x [0,T]), T > 0, tem suporte compacto e é uma solucao da Equacio
(7.10.1), entao

Ou ou
E@) = t) y (2,t) — (2,t)| do, t € [0,T
o=/ (5 )+ZZ ) o (1) do, € 0.7)
¢ independente de ¢ € [0,T].
b) Seja U C R™ um aberto conexo, limitado de classe C'. Mostre que se u € C? (U X [O,oo[)
é solucao da Equagao (7.10.1), com u(x,t) = 0 para todo z € 9U e t € [0,T], entdo a fungado
t — E(t) é constante. O vetor unitario que aponta para fora de U esta sendo denotado por v (z) =
(v (@), w2 (2) 5o v (1)) _
¢) Seja U C R™ um aberto conexo, limitado de classe C'. Mostre que se u € C? (U x [0, 00[)
é solugdo da Equagao (7.10.1), com Y77, >0, (aij( )68; (x,t) v (m)) = 0 para todo = € U e
t € [0,T[, entdo a fungéo t — E (t) & constante. O vetor unitario que aponta para fora de U esta sendo
denotado por v (z) = (v1 (z), v (), ..., Vs (z)).
Dica: Se f e g sdao funcoes de classe C', entao

dg of |
/Ufaxld /U!J@xid:wr 8Uf(iﬂ)g(ff)vz(ﬂc)dS(ac).

d) Conclua que, dadas condigoes iniciais u (z,0) = %7; (z,0) = 0 para z € R” (ou x € U), existe
no maximo uma solugio da Equagdo (7.10.1) nas condigoes do item a), b) ou c).

EXERcCICIO 289. (Baseado no exercicio do Evans, cap. 2 ex. 23 - Prova 2019) Counsidere a equagao

de onda unidimensional 2 5= — 2712‘ = 0. Seja u : R x R — R uma solugao tal que, para cada t > 0, a

funcado x — u (t,z) tenha suporte compacto. Mostre que
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i) A energia E (t) = 1 [ [( ) + (2 (x, t))ﬂ dx é constante.

ii) Para t suficientemente grande, temos a igualdade [, (% (z, )) de = [; (g— t))2 dz.
Lembremos que a solugéo geral ¢ dada por u(z,t) = L (g(z+t)+g(x—1t)) + f;:t h(y) dy, em
que g () =u(z,0) e h(z) = m Y (z,0) tém suporte compacto

7.10.3. Dominio de dependéncia. O método de energia também nos da uma informacgao sobre
a propagacao em tempo finito da equagao de onda. Vamos explicar mais adiante o que queremos dizer
com isso.

Para demonstrar o resultado dessa segao, precisaremos antes de um lema.

LEMA 290. Seja g : R"x]0,00[— R uma funcio de classe C*, xg € R™ ety > 0. Vamos definir

G :]0,to[— R por
G(t) :/ g(x,t)dx.
B(ajo,toft)

Logo G é derivdvel e

4G gy = / 99 (4. tydw — / oz, 1)dS ().
dt B(zo,to—t) ot 0B (zo,to—t)

DEMONSTRACAO. Inicialmente observamos que
GO = [ gletido=(to- 0" [ glaat (to - )z 1)
B(Ig,to t) B(O,l)

Logo
G'(t) = /B(O ) [—z Vg(xo + (to — t)z,t) + gg (o + (to — t)z, t)] (to — )"
—n(to — )" tg(zo + (to — t)z, t)dz

= agx z —t)"dz
= [ s, 0+ o =020t 17

- / [2.Vg(zo + (to — t)z,t)(to — t)" + n(to — t)" ' g(zo + (to — t)2,1)] d2
B(0,1)

= agw z —t)"dz
= [ B0t o =)=t —1d

- / V.. (zg(wo + (to — t)z,1)) (to — t)" " 'dz
B(0,1)
= 99 x z —t)"dz
= [ ot o =)=t —1d
- / (2(x0 + (to — )2, 1)) (=) (to — )" 1dS(2)
aB(0,1)
= 99 T — 1)z —t)"dz
= [ ot o =)=t 1

- / g(@o + (to — 1)z, 1)dS(2) (to — 1)L
9B(0,1)

- / %9 (5 Py — / gz, t)dS(z).
B(ZEO to t) 8 8B(a:0,t07t)
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Agora vamos voltar ao nosso resultado. Antes, vamos definir o cone de luz para tras (backwards
wave cone):
K(zg, to) :=={(x,t);0 <t <o, |z — x| < to—t}.
Com isto, podemos provar o seguinte Teorema:

TEOREMA 291. Seja u € C?*(R"™ x [0,00[) uma funcio tal que %th = Au, para todo (x,t) €

R™ x [0,00[. Seu e 2% sdo iguais a zero em B(zo,t9) x {0}, entio u =0 em K(zo,to).

DEMONSTRAGAO. Vamos definir E : [0,t9[— R por

Blt) = ;/waw [(?:@,t))z—kWu(x,t)z} da.

Como o integrando é maior ou igual a zero, concluimos que E(t) > 0 para todo t € [0, #o[

Para t = 0, temos 2%(z,0) = 0 para todo z € B(zo,to). Além disso, u(z,0) = 0 para todo

x € B(wo,t0). Logo 2 (x,0) = 0 para todo i € {1,...,n} e 2 € B(zo, o), ou seja, Vu(z,0) = 0 para
todo x € B(xg,tp). Concluimos que

B(0) = ;/Bm,to) l(?;(a:,())>2 + |Vu(a:,0)|2] dz =0,

Vamos agora mostrar que E(t) < E(0). Para tanto, basta calcular a derivada de E. De fato,
temos

T2l O () 2
&0 3 ot \ (g @n) +ITulw ol de

1 ou 2
S (z,t)) + |Vu(z, )| | dx
2 /E)B(I[),t(]t) <<8t( )> | ( )| >

Ou Ou Ou
_/Bm,to_ 7t @t g (@) + Vu(z,). Voo (@, t)de

].l ou 2 2
- = — (x,t + |Vu(z, t dx
2 -/BB(aio,to—t) (( at( )> | ( )| >

S o ,
a /B(zo,tot) ot (x’t) Ot2 (‘T’t) AU(177t) ot (Cc,t)dgc
u ou 1 /0u 2 ;
e lav(x’%t(x’“ -3 (Fren) -z uo ] o
- 00— 2 (20n) - L o
2 /8B(9:0,to—t) lay (@,0) 57 (2,1) — 5 (6t (:v,t)) L[ Vu(a )| de

@ / 1‘8u (.0 ?
= ala .’,C7
aB(Zo,to—t) 2 8V

em que usamos em (1) o Lema 290. Em (2), usamos a primeira identidade de Green. Em (3), usamos

2-1-1 @(x t)
2|0t

1 /0u 2 )
~3 (at(x,t)> —3 [Vu(z,t)] ] drx =0

que u é solugao da equacao de onda: %%,“ = Au. Em (4), usamos que ab < %(a2 +b?). Isto pode ser
provado de (a — b)% > 0.
Como a derivada de E é menor ou igual a zero, concluimos que E é nao crescente. Juntando tudo
0 que sabemos até agora temos:
0< E(t) < E(0) <0.
Desta maneira, E(t) tem que ser igual a zero para todo ¢. Assim, %(x,t) =0e Vu(z,t) =0
no interior do conjunto K(zg,tp). Portanto, v é igual a uma constante em K (zo,tp). Sabemos que
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u(z,0) = 0 em B(xg,to) x {0}, o que implica que essa constante deve ser igual a zero, ou seja,
u(z,t) =0, para (x,t) € K(xo,to). O

7.10.4. Exercicios.

ExErcicio 292. Use o Teorema de dominio de dependéncia para provar unicidade de solugoes da
equagio da onda em R™, ou seja, mostre que existe no maximo uma solucio u € C?(R™ x [0, oc[) da
equacao

d%u

S (z,t) = Au(z,t)+ f(z,t), zeR"t>0
U’( O) - g(:z:)7 r € R"
0u(2,0) = h(a) rER

7.11. Existéncia de solugoes

Vamos dar dois exemplos de existéncia de solucoes.
7.11.1. Existéncia de solugbes em intervalos [0, 7.

TEOREMA 293. Sejam ug : [0,7] — R euy : [0,7] — R funcédes de classe C* e C1, respectivamente.
Suponha que

d2u0 d2u0
uo(0) = ug(m) = W( )= e (m) =0 eu1(0) =uyr(m) =0.
Logo existe uma tinica fungio u € C%([0,7] x [0,00[) que € solug¢io da equacio abaivo:
24 (1,t) %f@t) t >0,z €)0, 7]
u(0,t) = wu(mit)= t>0
u(z,0) = uo (), z €]0, 7]
(@0 = w(x), z €]0, 7

DEMONSTRAGAO. A unicidade nés ja vimos. Para provar existéncia, definimos % : [—m, 7] — R e

uy : [—m,m] = R fazendo expansao impar:
_ _ uo(z), x € 10,7 _ B up (), x € [0,
To(x) = { —ug(—aﬁ), x € [—m,0] e m(r) = { —ui(—z), x€[-m0]

Devido as hipéteses do teorema, é facil ver que as funcdes acima sdo de classe C? e C*, respectiva-
mente. Por fim, definimos g : R — R e @1 : R — R como as seguintes fungoes impares e 2w-periodicas:

Para cadan € Z e x € [—m, 7], definimos

to(x + 2mn) =Ug(x) e 1 (z + 27n) = uy ().

Novamente, vemos que as funcoes acima sio de classe C2 e C!, respectivamente. Pela férmula de
d’Alembert, a funcao @ : R — R definida como

1 1 x4+t
e, t) = 5 (iole =) + (o +0) + 5 [ w)dy
2 2 r—t
é solugao do problema abaixo:
ﬁﬂmo = g(xo t>0,zeR
u(z,0) = ao(z), zeR
94 (2.0) = @ (x), zeR

7], que chamaremos de u, é tal que

ZH(t) = T4(xt), t>0,3€0,7]
u(:c, ) - Ug (SC), z E}Q”[
% (,0) = wu(z), x €]0, 7|
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Falta, portanto, verificar as condicées de contorno. Para elas, temos
i 1 i 1t
u(0,) = 0,8) = 5 (ao(-0) + wo(®) + 5 [ @)y =0,
—t

j& que ug e 41 sao impares. Além disso, temos

T+t
u(m,t) = a(r,t) = % (p(m —t) + wp(m +t)) + %/ a1 (y)dy = 0,

—t
j& que, pela nossa construcao, as fungoes x — g(m + x) e & — 4y (7 + ) sdo impares. O
7.11.2. Existéncia de solugoes em abertos limitados U C R”. Vamos agora estudar a

equagao de onda.
Consideremos o problema abaixo:

Ou(r,t) = Au(z,t), (z,t)€Ux(0,00)
u(z,t) = 0, (x,t) € OU x (0,00)
u(z,0) = f(x), zelU ’
671:(1'70) = g(x)a relU

em que Au=>" %.

Novamente, vamos aplicar os trés passos do método de separacao de variaveis.

Primeiro Passo
Procuramos solugoes da forma
u(z,t)=T() X (2),
emque T:[0,00) > Re X :U = R.
Substituindo na equagao da onda, obtemos
2
DT (0)X @) = AT (1) X ().

Assim, dividindo tudo por T (t) X (z),
2
Cfitg (t) _ AX (z)

- —
T(t) X (z)
e obtemos as equacoes
a2T
7ol (t) = AT (t),

AX (z) = AX (2).
Resolvendo as equagdes, concluimos que T (t) = A cos (\/—)\t) + Bsen (\/—)\t), se A#£0,eT(t) =
At + B, se A\ = 0. Para resolver X, precisamos ir ao segundo passo.

Segundo Passo

Vamos usar as condigoes de Dirichlet. Sabemos que u (z,t) = 0 quando = € 9U. Logo quando
x € OU, temos

THX (z)=0 = (Acos (\/—7)\??) + Bsen (\/—7)\1&)) X(z)=0 = X (z)=0.

Obteriamos a mesma conclusao usando T (t) = At + B, para A ou B diferentes de zero.
Concluimos que o método de separagdo de variaveis nos leva ao Problema (6.9.1). Veremos que o
Problema (6.9.1) ndo tem solugéo néo nula para A = 0. Logo podemos ignorar a solu¢ao T (t) = At+ B.

Terceiro Passo
Somando todas as solugbes do segundo passo, temos

u(z,t) = i (an cos ( —)\nt) + bpsen ( —)\nt)) X, (z).

n=1
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Devemos, por fim, determinar os coeficientes ¢,, através das condic¢oes iniciais
ou
u(z,0) = f(x) e Fn (x,0) =g ().

Suponha que as funcao f e g possam ser escritas como
o0 o0
F@)=) fuXa(2) e g(2) = guXa (),
n=1 n=1

em que fn,g, € R e o limite deve ocorrer em algumas das formas estudadas (pontual, uniforme ou
L?). Assim, concluimos que a solu¢ao é dada por
oo
_ ! 9n
u(x,t) = nz::l (fn cos (\/ —/\nt> + msen <\/ —A,ﬂf)) X, (z).

Novamente todo o problema se torna resolver (6.9.1).




CAPITULO 8

Equacoes nao lineares de primeira ordem: Método das
Caracteristicas

Neste capitulo vamos, pela primeira vez, trabalhar com equagoes nao lineares. Nosso objetivo é
entender a seguinte equagao:
F(z,u(x), Vu(x)) 0, =zeU
u(x) = g(z), zel”’

em que U C R™ é um aberto e I' C U é uma hiperficie.

Dado z; € U, a ideia do método das caracteristicas é achar uma curva vy adequada que liga um
ponto de xp € I' a z1. Esta curva deve ser tal que podemos os valores de u oy através de uma solugao
de uma EDO. Conhecendo os valores de u o 7, determinamos u(z1) conhecendo u(xg) = g(zo). Esse
método em geral nao fornecera uma solugdo em todo U, mas, sob condigoes adequadas, poderemos
mostrar que para cada xg € U, existe um aberto xo C V' C U onde ha uma solucao.

E claro que essa estratégia é vaga. Vamos mostrar a seguir como colocé-la em pratica em duas
situagoes: problemas semilineares e quasilineares. O ultimo contém o primeiro, mas achamos a apre-
sentacao dessa forma mais facil.

Antes de seguir vamos dar uma interpretagao fisica para a equacdo do transporte. Ela servira
como o exemplo para as equagoes semilineares.

8.0.1. Motivacgao fisica. Para o problema semilinear, podemos fazer a seguinte dedugao fisica
da equagdo do transporte. (E muito semelhante a deducio da equacdo do calor!).

Consideremos uma substancia com densidade u : R” x R — R que “anda” numa velocidade
v :R"” x R — R™. Suponha que em cada ponto = € R™, exista uma fonte que cria ou destroi essa
substancia e que a taxa de criagdo (ou destruigio) é denotada por f : R"XR — R. Se F : R" xR — R”
denotar o fluxo dessa substéncia, entao, para que valha uma lei de conservagao, deveremos ter, para
cada bola aberta B C R™ a seguinte lei:

taxa de variagao em B = fluxo que entra em B + criagao ou destruicao pela fonte f.

Vamos supor para facilitar que u, F sao de classe C! e f & continua.
Matematicamente, a quantidade de substancia em B é igual a [ p udz. Logo

d
taxa de variacao em B = — / udz.
dt | g

Se F' é o fluxo dessa substancia, entao o fluxo que entra em B é igual a

fluxo que entra em B = f/ F.vdS(z).
oB

Como sempre, devemos colocar o sinal —, pois se F.v for positivo, entdo a substéncia esta saindo.
Por fim, a criacao ou destruigao pela fonte f em B é dada por

criagao ou destruicao pela fonte f = / fdx.
B

Juntando tudo, temos

— [ udx =— FvdS(x) +/ fdz.
dt Jp oB B

170
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Usando o teorema da divergéncia, concluimos que

/B @;(””’“ +V.F(z,t) - f(rmt)) dz = 0.

Como a equagdo acima vale para todo B, concluimos que

ou
5 @0+ V.F(2,t) = f(a,1).

Mas quem é F'?7 Veja que até agora nao usamos a velocidade v. Vamos usar agora. Como a
substancia estd caminhando numa velocidade v, entao é razoavel que o fluxo seja igual a quantidade
de substancia vezes a velocidade. Assim, devemos ter F(z,t) = v(z,t)u(x,t). Se a velocidade for
constante, concluimos que V.(vu(z,t)) = v.Vu(x,t), ou seja,

ou

E(x,t) +v.Vu(z,t) = f(x,t).

Esta é a equacao do transporte! Descreve como a densidade da substincia est4 mudando se ela
caminha com velocidade v e se existe uma fonte f.

A equagdo que obtemos é semilinear. No entanto, se a fonte depender de u, entao temos f(z, ¢, u(z,t)).
A equagao passa a ser semilinear se a dependéncia de f com u nao for linear. Um exemplo poderia ser
f(x,t) = —u(z,t)?, ou seja, quanto maior a quantidade de u?, mais destruicio existe.

8.1. Problemas semilineares

Para facilitar, vamos considerar um aberto U C R™ aberto tal que I' := U N (R"~! x {0}) # 0.
Assim, nossa hiperficie ¢ o conjunto dos pontos (z’,0) € R"~! x R que pertencem a U. Consideremos
0 seguinte problema semilinear:

Z?:l a;(x) 33; () = flz,u(z)), €U
u(z) = g(z), zel’

emque f:UXxR—R,g: T = Rea;: U — R sao fungdes de classe C! para todo j € {1,...,n}.

TEOREMA 294. Nas condigoes acima, para cada xg € I', existe um aberto V- C U que contém xg
e uma funcio u: V — R tal que

Z;’L:I a;(x) 5);‘1. (x) = f(z,u(x)), reV
u(z) = g(x), revnl’

A demonstragao sera feita na secao seguinte junto com os problemas quasilineares. Por enquanto,
daremos apenas a receita para achar a solu¢do. A demonstracido do teorema seguira da justificativa
dessa receita.

Para tanto, precisamos de algumas defini¢oes. Inicialmente definiremos o seguinte campo de vetores
V.U — R"” por

Vi(z) = (a1(x), ..., an(x)) .

DEFINIGAO 295. Uma curva integral de V' é um caminho v : [a,b] — R™ que satisfaz a equagao
diferencial v/ (t) = V(y(t)). Assim, se v (t) = (x1(¢), ..., z,(¢)), entdo

() = a1 (x1(t),...,xn(t))

28 = an (@), zn(t)

PROPOSIGAO 296. Seja v : [a,b] — R™ wma curva integral com imagem no aberto W C U e
u: W — R uma solugdo de Z?=1 aj(x)g—;(x) = f(z,u(z)), z € W. Logov=wuo~y:[a,b] >R € uma
solugdo da equagio v'(t) = f(y(t),v(t)).
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DEMONSTRACAO. A demonstracdo segue da regra da cadeia. De fato, temos

Do(t) = Suon(t) = Vuly(1))7'(1) = Vula(0).V(+(1)

=3 O #)as(3(8)) = SO w0 (1) = £ (), 0(t).

Zj
0

Assim, observamos que, se existir uma curva caracteristica v : [a,b] — R"™ tal que vy(a) = z¢ e
~(b) = x1, entdo a solugdo u no ponto u(x1) pode ser encontrada achando v(b), em que v é solucao da

EDO:
%}(t) = f(V(t)>v(t))7 te [avb]
v(a) = u(xo) = g(z0).

Assim, se tivermos uma solucao u : V — R tal que todo ponto x; € V' C U pode ser ligado a uma
curva integral até T', entdo poderemos determinar u(z;) resolvendo uma EDO. Esta é a ideia principal!
Isto nos da uma receita. Seja zg € I', queremos achar um aberto V' C U e uma funcao v : V — R que
é solugao da Equacao.

TEOREMA 297. Sejam U C R™ um aberto, ay, ..., a, € CL(U), f € CY(U xR) e g € C}('), em
que’'=UnN (R”fl X {0}) Suponha que T' # 0. Logo para cada xg € T' tal que a,(x0) # 0, existe uma
vizinhang¢a aberta e conezxa U de zo e uma fungdo u : U — R tal que

S a0 @) = f@a), eel
u(zx) = g(x), xel’'NnU
OBSERVAGAO 298. o conjunto I' pode ser identificado naturalmente com o aberto
= {z eR" % (2/,0) €T} .
Assim, g € C'(T) significa que 2’ € T — g(2/,0) é de classe C*.

Receita para achar solugoes de problemas de primeira ordem semilineares:

1) Para cada r € T’ numa vizinhanga I’ de 0, calculamos a curva caracteristica +.(s) = V (y,.(t)) com
valor inicial ~,-(0) = r.

2) Calculamos para cada r € I' nessa vizinhanca I' de z a solucao do problema v”.(s) = f(7,(s), v,(s))
com valor inicial v, (0) = g(r).

3) Diminuindo essa vizinhanca se preciso, obtemos um difeomorfismo G : I'x] — ¢, e[— V C U dado
por G(r,s) = v-(s).

4) Por fim, obtemos uma solu¢do u : V — R dada por u(z) = v (G~*(z)).

Vamos terminar dando exemplos.
ExeEMPLO 299. Equacao do transporte:
% (x,t) +b.Vu(z,t) = f(z,t), (z,t)eR"xR
u(z,0) = g(x), reR" '
Aqui V é o gradiente em x. Vamos achar a solugao seguindo os passos da receita. Aqui o vetor V'
é dado por V = (b, 1).
1) Dado r € R", vamos achar
Ye(s) = V(w(t) = (b,1), 7 (0) = (r,0).
Assim, devemos ter 7,-(s) = (r + bs, s).
2) Vamos achar

G\
—
@
=

|

(e (s))
g(r).

S
S
—
o
=
|

= v.(s) =g(r') + /0S Fy(2))dz.



8.1. PROBLEMAS SEMILINEARES 173

3) Seja G(r,s) = (r +bs,s) = (z,t). Logo
(r,s) = (x —bt,t).

Ou seja, G~ (z) = (x — bt, t).
4) Por fim, u(x) = v (G~!(z,t)), ou seja,

u(m,t):g(a?—bt)—l—/o flx+b(z—1),2)dz.

ExeEMPLO 300. Vamos resolver a equagao:
w8t (z,y) + Gh(z,y) = P
u(z, 0) = sen(x)
Aqui o vetor V' é dado por V = (z,1).
1) Dado r € R, vamos achar

= 7:(s) = (re’,s).

Assim, devemos ter v,.(s) = (re®, s).
2) Vamos achar
2 Lo 25

1
= vu,(s) =sen(r) — 37 + Jre

<
S
—
o
~—
|
w Lo
@
=
=
\_/ﬁ

3) Seja G(r,s) = (re**,s). Logo

(Tes78) = (QT,y) = s=yer = ze Y.
Ou seja, G (z,y) = (xe~,y).
4) Por fim, u(z,y) =v (G_l(x, y)), ou seja,

u(z,y) = sen(we ™) — o (ze ™)’ + 3 (V)"

1 1
= §m2 — 53326_2‘7! + sen (xe_y) .
ExeEMPLO 301. Vamos resolver a equagao:
228(2,y) + L(a,y) = ulz,y)?
u(z,0) = sen(x)

Aqui o vetor V' é dado por V = (z,1).
1) Dado r € R, vamos achar
2'(s) = z(s) =z(0) = r
y'(s) = 1 7 y0) = 0
Assim, devemos ter v,(s) = (re®, s).
2) Vamos achar

= 7,(s) = (re’, s).

vp(s) = w(s)?
vy(0) = sen(r )
Vamos resolver da seguinte maneira. Note que (()) . Assim,
Sl (t) ) dz 1 1
A(Wtfﬁﬁ/m% o) o) "
N ——5:— _ v(0)  sen(r)
v(0) v(s) 1—v(0)s 1—sen(r)s’

3) Seja G(r, s) = (re*,s). Logo

(re®,s) = (xz,y) = s=yer =ze Y.
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Ou seja, G~ (z,y) = (ze Y, y).
4) Por fim, u(z,y) = v (G~ *(z,y)), ou seja,

sen(ze V)

u(@,y) = 1 — ysen(ze~Y)

ExeEMPLO 302. Vamos agora resolver a equacao:
wGe(x,y,2) +y5h(@,y,2) + Ge(w,y,2) = u(z,y,2)
u(z,y.0) = ?+y?

Aqui o vetor V' é dado por V = (z,y,1).
1) Dado (r1,72) € R?, vamos achar

' (s) z(s)  x(0)

y(s) = yls), y0) = ra = y(s) = (r1e’,m2e’,s).
Z(s) = 1 z(0) = 0
Yr

1

Assim, devemos ter 7,(s) = (r1e®,m2e%, s).

2) Vamos achar

o 2 2 s
v(0) = 242 ve(s) = (ri+73) e
3) Seja G(r1,r2,s) = (r1e®,r2e°, s). Logo

(rie®,me’, s) = (x,y,2) = s=2z,rpa=ye *, 11 =€

Ou seja, G~ (z,y,2) = (ve~ Z,ye 2 2).
4) Por fim, u(z,y,2) = v (G~*(x,y,2)), ou seja,
($ Y,z ) (:E +y2) 6—2262 _ (.’E2 +y2) e~ ?

Vamos agora mostrar que o método desenvolvido por ser ttil também para sistemas da forma

abaixo:
u(x) Fi(z,uy(z),...,un(z))

Za] 61‘ = .
j
UN(Z) FN(xaul(x)vauN(x))
ExeEMPLO 303. Vamos resolver a equagao:
w3 (z,y) + gz (x,y) = w(z,y) w0 = =
22 (x,y) + G2 (zy) = ulz,y) =
Aqui o vetor V' é dado por V = (z,1).
1) Dado r € R, vamos achar
2'(s) = xz(s) xz(0) = r
y'(s) = 1 7 y0) = 0
Assim, devemos ter v,.(s) = (re®, s).
3) Seja G(r,s) = (7’62 ,s) Logo

/

(re®,s) = (z,y) = s=yer=mxe Y.
Ou seja, G (z,y) = (xe=,y).

2) Vamos achar v,.(s) = ) Observamos que f(u,v) = (v,u). Logo, devemos resolver

L) = () = ()= (0 8) ().
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Assim,

(1) =(rombie) Soomts))
) o seie

,y) = xe Y cosh(y) + senh(y)
y) = ze” Ysenh(y) + cosh(y)

8.2. Problemas Quasilineares

Vamos agora considerar o seguinte problema:
Sejam U C R™ um aberto, a; € CY(U x R), j = 1,..,n, f € C*(U xR) e g € C}(T), em que
I'=Un (R"! x {0}) # 0. Consideremos o seguinte problema:

S o)) = fu@), wel
u(z) = g(zx), rel’nU

(8.2.1)

Para este problema, podemos provar o seguinte Teorema:

TEOREMA 304. Suponha que xo € I' seja tal que a,(xo,g(x0)) # 0, entdo existe uma vizinhanga
aberta U C U de xo e uma fungio u € C*(U) que € solugdo do Problema 8.2.1.

Para este problema vamos definir o seguinte campo de vetores V : U x R — R"*! por
Vz,2) = (a1(z, 2), ..., an(z, 2), f(2,2)) .

DEFINIGAO 305. Uma curva integral de V' é um caminho 7 : [a,b] — R"*! que satisfaz a equagao
diferencial v/ () = V((t)). Assim, se 7y (t) = (1 (t), ..., zn(t), 2(t)), entao

() = a1 (x1(t),...,zn(t), 2(1))

28 = an(@i(), o zn(t), 2(1))
) = F (@), e wn(t), 2(8)

PROPOSIGAO 306. Seja v : [a,b] — R y(t) = (x(t), 2(t)) € R*® x R, uma curva integral com
imagem no aberto W xR C U xR eu: W — R uma solucdo de 3°7_, a;(z, u(w))%(m) = f(z,u(x)),
x € W. Logov=uoz:a,b — R éuma solugio da equagio v'(t) = f(y(t)).

DEMONSTRAGAO. A demonstragao segue da regra da cadeia. De fato, temos

d d N Ou _

—(t) = Juoa(t) = Vu(x(t)).2'(t) =) aT;j(x(t))“J (z(t)
= fla(t),uox(t)) = f(z(t), v(t)).

O

Assim, observamos que, se existir uma curva caracteristica v : [a,b] — R"*! tal que v(a) =
(z0,9(x0)) e v(b) = (x1,2(b)), entdo a solugao u no ponto u(z1) pode ser encontrada achando v(b), em
que v é solucao da EDO:

FA0) f(x@),v(t), te€lab]
v(a) = u(zo) = g(wo).

Assim, se tivermos uma soluc¢ao u : V' — R tal que todo ponto 1 € V' C U pode ser ligado a uma

curva integral até I', entdo poderemos determinar u(z1) resolvendo uma EDO. Esta é a ideia principal!
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Isto nos da uma receita. Seja xg € I', queremos achar um aberto V C U e uma funcdo u : V — R que
é solugao da Equagao.

Receita para achar solugoes de problemas de primeira ordem quasilineares:

1) Para cada r € T numa vizinhanga I’ de 0, calculamos a curva caracteristica +.(s) = V (7,(t)) com
valor inicial ,(0) = (r, g(r)).

Usaremos a notagao v,(s) = (z(s), 2(s))

2) Diminuindo essa vizinhanga se preciso, obtemos um difeomorfismo G : f‘x] —€,¢[— V C U dado
por G(r,s) = z,(s).

3) Por fim, obtemos uma solu¢do u : V — R dada por u(z) = z (G~ *(2)).

Vamos agora ver alguns exemplos.
ExemMpPLO 307. Consideremos a equagao:

(mt)Jru(xt) “(x,t) = 0
u(z,0) = =z

Aqui o vetor V' é dado por V = (z,1,0).
1) Dado r € R, vamos achar

t'(s) = 1 t(0) = 0
2(s) = z2(s), z(0) = r = ~.(s)=(r+rs,sr1).
Z(s) = 0 z(0) = r

Assim, devemos ter 7,.(s) = (r +rs, s, 7).
2) Vamos inverter G (r,s) = (r + rs, s,7). Temos

(r+rs,s) = (x,t).

Logo s =t e r(l+1t) =z Assim, r = %5. Logo G~'(x,t) = <1i+t,t>.
3) Por fim, u(z,t) = z (G~ *(x,1)). De fato,
x
t) = ——.
u@t) 1+t
ExeEmMPLO 308. Consideremos a equagao:

(m t) + u(z, t) Se(x,t) = 0
u(x,0) =

[
8

Aqui o vetor V é dado por V = (22, 1, O).

1) Dado r € R, vamos achar
t'(s) = 1 t0) = 0
P(s) = 7P, 2(0) = v = () = (r+r2ss7).
Z(s) = 0 2(0) r

Assim, devemos ter 7,(s) = (r +12s, s, 7').
2) Vamos inverter G (r,s) = (r + r?s, s). Temos
(r+r3s,s) = (z,t).
Logo s=ter+tr?=x.
_ —1+ T+ 4zt
B 2t '
Note que z(0,7) = r. Assim

1+ V1 +4dat { —1 4+, se o sinal for —

fim x se o sinal for +

t—0 t
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Assim, devemos escolher o sinal +. Portanto, Assim, r = —1vi+det V2t1+4”’t es =t Logo G7l(x,t) =
(71+\/1+4:L’t t)
2t U
3) Por fim, u(z,t) = z (G~ (,1)). De fato,

=1+ V1 +4dat
n 2 '

Vamos agora ver dois exemplos em que nao obteremos uma solucao final, apenas uma férmula
implicita.

u(z,t)

ExEMPLO 309. Consideremos a equagao:

%u(z,t) + u(z, t) %% (x,t) = 0

Aqui o vetor V' é dado por V = (z,1,0).
1) Dado r € R, vamos achar

t(s) = t0) = 0
'(s) = =z(s), z(0) = r = y(s)=(r+o(r)ss,é(r).
Z(s) = 0 20) = o)

Assim, devemos ter y,-(s) = (r + ¢(r)s, s, d(r)).
2) Vamos inverter G (r, s) = (r + ¢(r)s, s,7)

(r+ ¢(r)s,s) = (x,t) .

Logo s =t e r + ¢(r)t = . E dificil obter 7 em fungdo de z e ¢ 56 com isso.
3) Mesmo sem inverter G, sabemos que u(z,t) = z (G~*(,t)). Logo

u(z,t) = ¢(r(x,t)) = ¢ (v — to(r(z,1))) = ¢ (x — tu(z,1)).

ExeEMPLO 310. Consideremos a equagao:

%u(z,t) + V.F (u(z,t)) = 0
u(z,0) = ¢x)’
em que F: R — R" & de classe C'. Assim,
%7;(3:, t)+ F' (u(z,t)) .Vu(z,t) = 0
u(w,O) = ¢(Z‘) ’

Aqui o vetor V' é dado por V = (F'(z2),1,0).
1) Dado r € R™, vamos achar

vis) = 1 t0) = 0
a'(s) = F'(2(s)) , 2(0) = 1 = %(s)=(r+sF'(g(r)),s ¢(r)).
Z(s) = 0 z(0) = o(r)

Assim, devemos ter 7, (s) = (r + sF'(¢(r)), s, ¢(r)).
2) Vamos inverter G (r,s) = (r + sF'(¢(r)), s). Temos

(r+ sF'(¢(r)), s) = (x,1).

Logo s =t er +tF'(¢(r)) = . Mais uma vez, é dificil obter r em fungéo de x e t s6 com isso.
3) Mesmo sem inverter G, sabemos que u(z,t) = z (G~*(,t)). Logo

u(z,t) = ¢(r(@,1)) = ¢ (x — tF($(r(z,1)))) = ¢ (v — tF' (u(,1))) .
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8.2.1. Prova do Teorema: Por que tudo funciona bem? Ambas as receitas podem ser
justificadas na demonstragao do seguinte Teorema (que ja foi enunciado anteriormente):

TEOREMA 311. Sejam U C R™ um aberto, a;j € C'(U xR), j = 1,..,n, f € CY({U xR) e
ge CYI), em que I =U N (R"! x {0}) # 0. Consideremos o seguinte problema:

Y ai(@u(@) g (z) = fleu(), zeU
(8.2.2) u(a) _ @, mer

Suponha que xo € T' seja tal que a,(xo, g(xo)) # 0, entdo existe uma vizinhanga aberta U C U de g
e uma fungdo u € CY(U) que € solugio do Problema 8.2.2 para todo x em U.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que V : UxR — R"*! dado por V(z, 2) = (ai(x, 2), ..., an(z, 2), f(2, 2))
¢ um campo de vetores de classe C!. Pela Teoria de EDO, sabemos que dado um ponto (z{,0, g(xo)) €
R+ existem constantes g, d; e &z tais que B, (7¢) C U e uma fungao ® : Bs, (xo)x]g(z0)—d1, g(x0)+
81[x] = 02, 82[— R™™! com imagem em U x R, chamada de fluxo do campo V/, tal que

?;I) (x,2,8) = V(®(x,2,9)), (x,2,8) € Bs,(r0)*x]g(xo) — 01, g(xo) + d1[X] — 02, 2|
®(z,z 0) = (z,2), Bs, (z0)x]g(xo) — 01, g(z0) + 61] ’

Atengao: Note que Bs, (7o) é uma bola em R™ e B, (zf) ¢ uma bola em R"~1.

Vamos supor que g(r,0) pertenca a |g(zo) — 01, 9(xo) + 1] se |r — z(| < dg. Para tanto, pode ser
necessario diminuir §y. Para facilitar, vamos manter a mesma notagao.

Com essa hipotese, a fungao (r, s) € Bs, (z)x] — d2,52[C R™ + ~,.(s) € R"™! definida como

¥r(s) = @((r,0),9(r,0),5) = (z(r,s),2(r,s)) € R" xR

¢ uma funcao de classe C', pois @ e ¢ sdo de classe C!, e ¢ tal que

%(ﬁs) = a;(x(r,s),2(r,s)), (rs)€ Bs,(xp)x] — 02,02
é T’S) = f(x(r,s),z(r, 8))7 (T’S) € B50(x0> } 62a62[ )
z(r,0) = (r,0), r € By, (x()

z(r,0) = g(r,0) r € B, (2)

As duas primeiras equacdes seguem de 22 ((r,0), g(r,0),s) = V(®@((r,0), g(r,0),s)). As duas tlti-
mas equagoes seguem de ®((r,0), g(r,0),0) = ((r,0), g(r,0)). Note portanto que a funcao (r, s) — v,(s)
corresponde a fungao do passo 1.

Agora vamos definir G : Bs,(x() X] — 02, 62[C R™ — R™ por G(r,s) = z(r,s). Esta é a funcdo do
passo 2. Vamos mostrar que para &y e do pequenos, a funcio G é um difeomorfismo de classe C'! sobre
sua imagem. Para tanto vamos usar o teorema da aplicacao aberta.

Primeiramente, observamos que G é de classe C!, ja que (r,s) — v,.(s) é de classe C'. Agora,
para aplicar o teorema da aplicagdo aberta, basta mostrar que o Jacobiano de G' no ponto (z(,0) é
invertivel. Para isto vamos calcular a matriz Jacobiana de G. Temos

%fll (r,s) ... 8‘2ij (r,s) 8521 (r,s)
JG(r,s) = : . : :
%Cj;’ (rys) ... atszl (r,s) agi" (r,s)

Vemos que G(r,0) = z(r,0) = (r,0), ou seja, G;(r,0) = 75 1<j<n—1eG,(r0)=0. Assim,
%G (r,0)=06;; paral <i<n—1e %= (r,0) = der: (:co, 0) =0;; paral <i<n-—1

e %G" (2(,0) = 0. Por outro lado, %(r, s) = %—S(r, s) = a;(z(r, s)7 z(r, s)), ou seja,

8 ( 0) = a3 (a(ay 0), 2(ah, 0)) = a5((a4, 0, 9, 0)) = o, 9(z0).
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Concluimos que

Fob(@h,0) o (w0,0) G (6,0) Lo 0 a(@o,g(e0))
JG(xz(,0) = ; - : : = - - :

9G, | C aa, 9G., 0 ... 1 ap_1(z0,9(z0))

G (1 G (1 Gy (ot n—1{Z0, g(To

oy (10:0) - 32 (0. 0) 55 (0. 0) 0 0 0 an(zog(x0))

Portanto, det (JG(x(,0)) = an(xo, g(xo)) # 0, pela hipotese do Teorema. .
Assim, o teorema da aplicacao aberta nos diz que diminuindo dg e d2 se necessario, existe U C U

tal que G : Bs,(})x] — 0, 82[— U & um difeomorfismo de classe C.
Vamos, por fim, mostrar que © = z o0 G~! : U — R é uma solucdo do problema. Para tanto,

observamos primeiro que G(2’,0) = z(z’,0) = (2/,0). Logo (2/,0) = G~1(2/,0). Assim,
u(a’,0) = z0 G (2',0) = 2(2',0) = g(a', 0).

A condicgao inicial é satisfeita.
Agora observamos que u o G(r, 8) = z(r,s). Assim,

EUOGrs

0s 833] g

X
~Lm

0
%Z(Ta 5) = f(.’E(?”, S),Z(T, 8))

Como u o G(r, s) = z(r, s), temos que 3 uoG(r,s) = gz( ,$). Portanto,
> &(G(T, s))aj(x(r,s), 2(r, ) = f(x(r,s), 2(r, 5)).

Agora vamos denotar z = G(r,s) = z(r,s). Logo z(r,s) = uo G(r,s) = u(x). Assim, temos
ou

3 oy u(e)) g (@) = (@, ula).

j=1
ou seja, u € uma solucao em U.
Por fim, vamos terminar vendo dois exemplos abaixo:

ExeEMPLO 312. Considere a equagao
—y5e(z,y) +234(z,y) = 0, (z,9) € R\ {0}
u(z, 0) = =, x e R\ {0}
Essa equagao tem solugao? Nao, pois consideremos as caracteristicas:
2'(s) = —y(s) e y'(s) = z(s).
Se (z(0),y(0)) = (r,0), r # 0, entdo (z(s),y(s)) = (rcos(s),rsen(s)). Vimos que u((z(s),y(s))
deve satisfazer

%u((az(s),y(s)) =0 = u(x(s),y(s)) = constante.

Como em 0 essa constante é igual a r, concluimos que
u(z(m), y(m)) = u(z(0),y(0)).
Mas u(z(0),y(0)) = u(r,0) = r e u(z(n),y(w)) = u(—r,0) = —r. Logo temos uma contradicao.
Assim, vemos que solucoes globais nem sempre existem.
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ExeEMPLO 313. Considere a equagao

Se(zy) = 0, (z,y)eR?
u(z,0) = =z, zeR

Neste caso, as(z,y) = 0. Essa equagdo ndo tem nenhuma solugao nem local. De fato,

1
ou
u(z,0) = u(zo,0) + (x — zg) / %(aco +0(x — x0),0)df = u(xo,0).
0
Mas u(x,0) = = e u(xg,0) = xg. Assim, dado g € R, ndo existe nenhum aberto U que contém
(20,0) e u : U — R tal que u é solugdo. Caso existisse, entdo existiria (x,0) € U com z # zg e

[x,20] x {0} C Ue teriamos a contradi¢do acima.

8.3. O problema em hiperficies

Seja ' uma hiperficie de classe C' contida em um aberto U C R"™. Vamos provar o seguinte
teorema:

TEOREMA 314. Sejam U C R™ um aberto, a; € C'(U xR), j = 1,..,n, f € CY({U xR) e
g € CHT). Consideremos o sequinte problema:

o u(x) = g(z), rel’

Suponha que xo € T seja tal que Y77, aj(xo,u(xo))yj(xo)jé 0, em que v(z) = (Vl(m),...,yn(ge)) éa
normal a superficie I' entao existe uma vizinhanga aberta U C U de xo e uma funcio u € CY(U) que
€ solu¢ao do Problema 8.3.1 para todo x em U.

DEMONSTRAGAO. Como z( € T, entdo, ja que I' C R™ é uma hiperficie, sabemos que existe um
aberto Uy, que contém zg e uma funcio ® : U,, — R" de classe C! tal que

®(z0) = (y),0) € R~ x {0}

®(z) eR" ! x {0} <= 2 €T NU,.
Em particular, a fungdo ¢ : {3 € R"™%; (y/,0) € ®(Uy,)} — R™ dada por ¢(y') = @7'(y/,0) ¢
uma parametrizacio. Lembramos que g € C*(I') implica que g o ¢ é de classe C*.
Nossa demonstracdo entdo é simples. Basta definir v = v o ®~! e mostrar que u resolve 8.3.1 se,
e somente se, v resolve uma equagao analoga, s6 que para I' um semiplano. Como ja vimos que existe
solugdo v se I' for um pedago de R"~! x {0}, concluimos que existe v e, portanto, existe w.
Vamos entao fazer as mudangas de coordenadas. Se u(z) = v(®(z)), entdo

ou 0 "L v 0Py,
%j(x) = 87% (v(®(2))) = Z (x

Logo v deve ser solucao de

> (2, 0(2(2)) sy g (2(2) Foi(x) = flz,0(2(), @ €Uy,
v(®(x)) = g(x), €Uy, NI’
Fazendo a mudanga de variavel y = ®(z) e chamando V,, = ®(U,,), obtemos
S (S 4 (@7 () o) S (@07 W) 2 w) = F@ M), oly), € Vi, .
v(y) = g(@7'(y), TV NR"x{0}

Para terminar a demonstragao, basta mostrar que a equagao acima tem solugao numa vizinhanga
de yo = (90,0) = ®(zp). Para tanto, basta provar que

Z a; (o, g(wo))%(xo) #£0.
Jj=1 J
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Mas isto correponde a condigao Z?ZI a;(xo, u(zg))v;(xo) # 0. Basta provar que v(zg) = %.
Isto é simples. Como I pode ser descrito pela parametrizagao qb, temos que uma base do espago tan-

A 99 _ 99~ ¢ _ 09~
gente de I" em zg ¢ dada por e = o (Y0), -\ T = (yo) Basta mostrar que esse vetores

sdo ortogonais a V&, (zo).
Para verificar isto, lembramos que (J®(zo)) (J® '(yo)) = I, em que J® e J®~! sdo as matrizes

Jacobianas. Assim,
n

, -1
Z 0%, (xo)acpk (y0) = 5ij~

— dxy, 0y,
Desta maneira, temos
d¢ " 90, 0%
Vo . = . =0
(o) By; (Yo) ; oz, (zo) A (o) )
pois i € {1,...,n — 1}. Portanto i # n. O

8.3.1. Exercicios.

EXERCiCIO 315. (VASY cAP. 3.1)
i) Resolva sen (y) 9% + %Z =z, u(z,0)=0.
ii) Esboce as curvas caracteristicas.

EXERCICIO 316 (VASY cap. 3.2)
i) Resolva ;U >+ ‘g“ =u?, u(z,0) = cos (x) para |z| pequeno.

EXERCICIO 317 (VASY CAP. 3.3)
i) Resolva a?a +y2e =0, u(z,0)=e"®
ii) Em que regido u est4 unicamente determinada?

ExERcIcIO 318. (VASY cap. 3.4)

i) Resolva -+ %7; =u? u(z,0)=e —=*,

ii) Mostre que existe 7' > 0 onde existe um “blow up”, isto é, u é de classe C! para t€ [0, T[, mas,
para algum g, |u (zg,t)| = oo, quando t — T~. Quem é T?

EXERcICIO 319. (VASY cAP. 4.1)
Resolva 2% +ud% = 0, u (2,0) = —2? para |¢| pequeno.

EXERCICIO 320. (VASY CAP. 4.2)
t Ou ou

Resolva e’ G —ug® =0, u(z,0) = x para || pequeno.
EXERCiCIO 321. (VASY CAP. 4.3)

Considere a EDP
(1+u) % +uft =0, (z,y) € R?

(0 W) =y
Resolva a EDP numa vizinhanca de (0,0). E possivel resolver a EDP numa vizinhanca de todo
eixo y? O que acontece proximo a x = 0 e y = —17 Justifique sua resposta.

EXERCiCIO 322 (FoLLAND cAP. 1.B.1)
Resolva 2% + 2 3y = wcom u(x,0) = cos (). (Resposta: u(z,y) = e¥ cos (z — y)).

ExERcIcIO 323. (FOLLAND cAP. 1.B.2)
Resolva z29% + ng—Z = u? com u (z,2x) = 1. (Resposta: u (x,y) = )

EXERCICIO 324. (FOLLAND CAP. 1.B.3) Mostre por consideragoes geométricas que uma solugao
geral da equagao

ou ou
x%(x,y) ~Ya, (z,y) =0
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¢ dada por u(z,y) = f(zy). Ache a solugdo cujo grafico contém a linha u = z = y. (Resposta:
u(z,y) = /zy). O que ocorre com o problema de valor inicial quando ele é dado na superficie y = %?
EXERCICIO 325. (FOLLAND CAP. 1.B.4) Resolva a equacio u (z,y) 3% (z,y) + % (z,y) =1 com
1
u(z,z) = 0. (Resposta: u(z,y) = 1— (14 2z —2y)2). Algo estranho ocorre quando consideramos
condigoes iniciais u (z,2) = 1 ao invés de 0. O que é que ocorre?
ExERcIcIO 326. (EVANS CAP. 3.3) Resolva usando o método das caracteristicas:
a) xl% + (EQ% =2u, u(x1,1) = g (z1).
b) ugfx + a‘% =1, u(zr,21) = %xl.

c) zlaafl +21’2§7"2 = 3u, u (x1,x2,0) = g (1, 22).

ExERrcicio 327. (Prova de 2019)
a) Resolva a seguinte equagao:

2% (z,t) + % (z,t) = u?, u(z,0) = e

A solucéo esta definida para todo o espaco R2? O método das caracteristicas garante a existéncia
em todo o espaco R2?

b) E possivel resolver a equagio com condigdes iniciais da forma u (2z,z) = e~
condigoes iniciais dadas na reta {(2t,t), t € R}? Se for possivel, resolva. Se nao for, explique o porqué
ocorre um problema.

¢) Resolva a seguinte equagao:

372 o
, Ou seja, com

3u u 1
87321 (mlal'Q) + 87.%2 (x1,$2) = ]_’ u(xlvo) — ixl'

EXERCICIO 328. (Prova de 2019) Resolva z% —|—2g—z = u? com a condigao inicial u (x,0) = sen (x).

u (z1,z2)

E possivel achar uma solucio com a condicio u (e%,x) = sen (z)? Justifique.



CAPITULO 9

Problema de Cauchy

Vamos dividir esta secao em duas partes. Comegaremos tratando do Problema de Cauchy com
condigoes no semiplano. Depois passaremos para condi¢oes de contorno em superficies.
9.1. O problema de Cauchy com condigées de contorno em R"~! x {0} .

Seja U = V x ]—R, R[ um aberto de R", em que V C R"~! ¢ um aberto e R > 0 e consideremos
a seguinte equacao

(9.1.1) Z oz, u(x), 0 u(z), ..., 0" tu(x))0%u(x) + ao(z, u(z), O u(z), ..., 0F Tu(z)) = 0.
la|=k
DEFINIGAO 329. Dadas fungoes 905 s Gh—1 V~% R, o problema de Cauchy consiste em, para

cada ©g € V x {0}, achar um aberto V.C V e 0 < R < R tal que 2o € V x {0} C U e uma fungio
we CHU), U=V x }—R,R[, tal que u ¢ solucdo de 9.1.1 em U e & tal que

u(z) = go(x)
ait r) = gl(ff)
g;;?( ) = gr-1(7)

para todo = € V x {0}.

Um fato importante é que as condigoes iniciais permitem determinar as derivadas da solugao até
ordem k — 1 em V.

PROPOSICAO 330. Sejam g; € C°(U) ew: U — R™ uma fungio de classe C* que é uma solugio
do problema de Cauchy acima. Logo podemos determinar de maneira unica as derivadas

u
. gk (=)
para todo x € V x {0} e k, <k — 1.
DEMONSTRAGAO. Basta observar que se k, <k—1¢e ki + ... + k, = j, entdo
u DI =kn <8k“u )> DI~ kn i kng,

() = ) | = (Gr, () = = (2).
Oz} ..oz oz ozt \oahr ozt ok ok oat

d

E o que podemos dizer sobre as derivadas de ordem k? Mais especificamente, como podemos
calcular g;—}j(x)? Para tanto precisamos da equacao original. Neste caso, temos

_ 0Fu(x _
ao,..., k)($7u($),81u(x),...,8k 1u(aj)) 317(’“) :ao(x,u(x),alu(x),...,ak 1u(9c))
n
- Z oz, u(z), 0 u(z), ..., 08 " tu(x))0%u(x).
|| =k, an<k

183
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9.2. O PROBLEMA DE CAUCHY EM SUPERFICIES T.

Se aqo,...k) (@, u(x), 0 u(z), ..., 0" tu(x)) # 0, entdo temos
OFu(z) 1
= o' ey OFE
Oxk ao,...k) (T u(z), Mu(z), ..., 0F~lu(z)) (ao(x,u(x), u(z), oo u(@))
- Z oz, u(z), 0 u(z), ..., 08 " u(x))0%u(x)
lal=k, an<k
- 1 k-1 ; - . *u(x)
Note que a condigao a,... x)(x, u(x), 0" u(x),...,0° 'u(x)) # 0 foi necessaria para isolar ~5-

Observe que aqo,... ) (z, u(z), 0 u(z), ...,0tu(x)) ¢ unicamente determinado pelas fungdes go, ..., -

Isto nos motiva a seguinte definicao.
DEFINIGAO 331. Dizemos que a equagio é nio caracteristica para a superficie R"~! x {0} e para

as condicoes iniciais determinadas por gg, ..., g se
a(,...k) (@, u(@), 8'u(), .., 0" u(x)) # 0,

para todo x € V.
9.2. O problema de Cauchy em superficies T.

O problema de Cauchy pode ser enunciado da seguinte maneira:
DEFINIGAO 332. Seja U C R™ um aberto e considere a seguinte equacao quasi-linear e escalar:
Z oz, u(x), 0 u(z), ..., 0" tu(x))0%u(z) + ao(z, u(z), O u(z), ..., 0F Tu(z)) = 0.

lal=k

(9.2.1)
Seja I' C U uma hiperficie e considere fungoes go, ..., gx—1 : I' =& R. O problema de Cauchy
consiste em, para cada x¢ € I, achar um aberto V tal que zop € V C U e uma fungdo u € C*(V) tal

que u € solugao de 9.2.1 em V e tal que
gt(x) go(x)
o (@) = gqi(2)
91y .
o=, (r) = gr-1(x)
para todo x € V NT.
Acima, usamos a seguinte defini¢ao:
9%u du & %
z)v(z) = — ()1 ()" . v ()
@@= Y s )
1+ kn=j

du
oI () = Z ox™
lov]=j
Para resolver o Problema de Cauchy, precisaremos da seguinte hipdtese: a superficie I' nao deve

ser caracteristica. Com isto, queremos dizer o seguinte:
DEFINICAO 333. Dizemos que I' C U é uma superficie ndo caracteristica para o problema de

Z ao(z,u(z), 0 u(z), ..., 0" Tu(z))v*(z) # 0.

Cauchy se
lo|=k
Novamente, podemos fazer uma mudanga de coordenadas e chegar ao um problema com condi¢ao

inicial em R"~! x {0}. Abaixo, vamos considerar o problema semilinear para facilitar as contas.
De fato, seja g € I'. J4 que I' C R™ é uma hiperficie, sabemos que existe um aberto U, que

contém g e uma fungio ® : U,, — R™ de classe C! tal que
®(z0) = (y5,0) € R"' x {0}

d(z) eER" x {0} <= z €T NU,,.
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Em particular, a funcao ¢ : {y € R"™%; (y/,0) € ®(U,,)} — R™ dada por ¢(y') = @~ '(y/,0) é
uma parametrizacdo. Vamos definir v = o ®~!. Vamos entdo fazer as mudancas de coordenadas. Se
u(x) = v(®(x)), entdo

ou 0 " v 0y, v 0o, ov
=5 —(v(® Z = (2(2)) 3756‘3(1.) = o (®(2)) 8—%(96) + termos sem oy

82U - 82’0 8(I>k 8(:[31
— — <
() E E O (®(x)) oz, (z) oz, (z) + termos de ordem <1

821} acI)n a(I)n 821}
T o2 (®(x)) 871,](96) oz, (x) + termos sem 92

n

Se |a| = k, entdo

o kv 0, o 0%, o kv
0% (vo®)(z) = o (P(x)) (81;1(@) <8a:n (x)) + termos sem g

n

Assim,

Z aq (2)0%u(x)

|| =k

0B, N\ (03, \° ok oty
= O;k aa () <8x1 (35)) (&Tn ($)> ok (®(x)) + termos sem ok

oFv oFv
Ok (®(x)) + termos sem ot

n

= Z o (x)v1 ()% vy ()
la|=k

kv kv

P (®(z)) + termos sem ok

n

= Z aq(x)v(z)*

|| =k
Com isto concluimos que v satisfaz
(92.2) > ba ()0 (y) + bo(y, v(y), 0" v(y), .., 0¥ o(y)) = 0.
|| =k
O interessante é que o

b,...0k) (®(z)) = Z ao(z)v(z) # 0.

9.2.1. Exemplos de superficies caracteristicas para problemas semilineares. Vamos con-
siderar problemas de segunda ordem em R™ da seguinte forma:

> aa(@)0%u(z) + f(z,u(z), 0 u(x), ... 0" u(z)) = 0.

la|<m

Neste caso, as superficies caracteristicas ndo dependem das condigoes das derivadas de u sobre €la.
Assim, I' C R™ é uma hiperficie caracteristica se, e somente se, para todo € I', a normal v(z) for tal
que

(6%
> aa(@)v(x) =0,
loe|=m
em que v*(z) = v (z)...v9" (x).

Observe o que ocorre em duas dimensées para operadores de primeira ordem. Como estamos em

duas dimensoes, as hiperficies sera curvas.
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ExEMPLO 334. Consideremos o operador linear a(z, y)% +b(z, y)%, com a(z,y) #0eb(z,y) #0
(na verdade, bastaria a?(x,y)+b?(x,y) # 1. A hipotese mais forte é s6 para facilitar). Seja v : [to, 1] —
R? uma curva de classe C' cuja derivada nunca se anula. Denotemos ~(t) = (z(t),y(t)). Sabemos
que sua tangente é dada por v/(t) = (2/(¢),y'(t)). Logo uma normal, ndo normalizada, é dada por
v(v(t)) = (—y'(t),2'(t)). Quando é que essa curva é caracteristica? Para tanto, devemos ter

a(@(t), y(t)r(2(t), y(t) + b(x(t), y(t))va(2(t), y(t)) = 0, Vt € [to, t1].
Mas isto nos diz que

—y' (B)a(z(t), y(t)) + 2" (O)b(z(t), y(t)) = 0, Vt € [to, t1].

Para qua isto ocorra, devemos ter

Concluimos que

8
~
—~
~
=

W) = AWa(e(0).y()
y'(t) = AB)b(x(t), y(t))

Como +/(t) # 0, sabemos que A nunca se anula. Portanto é sempre negativo ou sempre positivo. Su-
ponha que A seja sempre positivo. Vamos definir Z(t) = z (to + fot ﬁds) ey(t) =y (to + fot ﬁds)
Vemos que ¥(t) = (Z(t), §(t)) tem a mesma imagem que : trata-se apenas de uma reparametrizagao.
Além disso, vemos que

#t) = o (to+ o xbyds) sty = (e (to+fy siyds) .y (to + o 5hyds a(E(t), §(t))
y'(t) Yy toJrfot ﬁds ﬁ bl t0+f0t ﬁ(ﬁ),y toJrfOt ﬁd‘? = b(a(t),y(1))

Ou seja, a imagem da curva caracteristica - coincide com a imagem de uma curva integral do
campo V (z,y) = (a(z(t),y(t)),b(z(t),y(t))). Esta curvas integrais também forma chamadas de curvas
caracteristicas quando estudamos o método das caracteristicas.

N

Vamos agora ver o que ocorre com equacoes de segunda ordem em R™.

ExXEMPLO 335. Consideramos o operador o Laplaciano A = 83—; +...+ % e uma hiperficie ' C R™.
1 n
Seja v : ' = R™ o campo de vetores normal a I'. Logo temos
2
N aa(@) (@) = v3(@) + .+ 02 (@) = (@) =1 £0.
|a|=2
Assim, vemos que nesse caso toda hiperficie é nao caracteristica.

% —A= % — 83—;2 — = % e uma hiperficie
1 n
L CR*™ =R" x R. Seja v : T — R v(x,t) = (v1(,t), ..., Vnt1(z,t)) 0 campo de vetores normal

a T em R""!. Logo temos

ExeEMPLO 336. Consideramos a equagao do calor

Z Ao (T, ) (2, 1) = Vi (2, t) + ... + V2 (2, 1).
|a|=2

Note que acima temos s6 n termos, mas estamos em R"*1. O termo v, 1(x,t) ndo aparece, pois
nao ha nenhum termo de segunda ordem com a variavel temporal.

A superficie T" é caracteristica se v1(z,t) = ... = v, (x,t) = 0 para todo x € I'. Portanto, devemos
ter apenas vp4+1(z) = £1 e a normal deve ser v(z) = (0, ...,0,£1). Assim ¢ facil concluir que as tnicas
hiperficies sdo aquelas contidas nos hiperplanos

Sty = {(z,t0);x € R"},
em que tg € R.

Em R2, as superficies caracteristicas (chamadas também de curvas caracteristicas, pois é uma
curva) serdo restri¢des das curvas Sy, = {(z,%);z € R}, top € R.
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ExeEMPLO 337. Consideramos o operador da onda g—; —A= g—; — (,%22 — = 88; e uma hiperficie

1 n

I CR*"™ =R" xR. Seja v : T — R"™ v(x,t) = (v1(x,t),...,vnt1(,t)), 0 campo de vetores normal
a T em R""!. Logo temos que

Z ao (T, )0 (2, 1) = Vi (2,8) + ... + V2 (2,t) — V24 (2,1).
|a]=2

Assim, uma superficie é caracteristica se v (xz,t) + ... + v2(z,t) = v2,(z,t) para todo (z,t) € T.
A tipica superficie caracteristica serao cones (chamados de cone de luz) da forma:

Ci = {(z,t) eR" |z —mg| =tet >0} C_ = {(z,t) e R"!; |z — x| = tet <0}.
Podemos verificar isto de maneira simples. Seja ¢ : R x]0, co[— R a fungao definida por
oz, t) = (21 — 201)* + oo 4+ (Tn — 200)* — t2.

Assim, ¢~1(0) = C_UC,. Note que V(x,t) = (2(x — xg), —2t). Logo se (z,t) € R"x]0, oo, entao
Vé(x,t) # 0, pois —2t # 0. Assim, vemos que C_ U C4 é uma hiperficie (corresponde a unido de dois
cones: um para t > 0 e outro para t < 0. A ponta (zo,0) foi retirada), j4 que 0 ¢ um ponto regular da
fungdo ¢. Lembramos que a normal de um ponto (x,t) em uma superficie regular da forma ¢~1(0) &

dada por Vo(z,t). Assim v(z,t) = ;igjgr Portanto

1
Vi@, t) 4 o + V2 (2,t) — V2L (2,8) = W (4 & — o|* — 4752)
4
" oo oh =

Assim, C_ UCy sao superficies caracteristicas.
Em R2, as curvas caracteristicas serdo restrigoes das curvas Sy = {(z,t);2 = zo +t € R} ou Sy =
{(z,t);x = o — t € R}. Observem que S U Sy também forma dois cones.

9.3. Propagacao de singularidades

Vamos ver um exemplo onde aparecem naturalmente as curvas caracteristicas de uma equacgao de
segunda ordem.

Seja I' C U uma curva de classe C! contida no aberto U C R2. Vamos supor que U\I' = U, UU_,
ou seja, I' divide o aberto U em dois pedacos. Dizemos que uma fun¢do u : U\I' — R" possui salto
em xg € I' se u for continua e existirem os limites

= li _ = li .
U+(I0) z—)w;gleUJr U(:E) e (IO) :c—)w;gleU, U(I’)

O salto de u em zg € I' é entdo definido como
[ul(z0) = u(z0) — u—(20).
Dizemos que u tem salto em I, se u tiver salto em cada z € I'. Se u for continua em U, entao
[u] = 0.

TEOREMA 338. Seja U C R? um aberto e I' C U uma curva de classe C* que divide U em dois
pedagos. Seja a;;, b; e c : U — R fungdes continuas tais que a;j(x) = aj;(x) para todo x € U e
u € CL({U)NC*U\I') uma fungdo que satisfaz

3 a0 g () + D by ) (@) + () = 0
10T = J

i=1 j=1

em U\I'. Se as derivadas segundas tiverem um salto em T" e ([g%]’ [83125952]’ [%]) #(0,0,0), entdao
1 2

I' € uma curva caracteristica.
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DEMONSTRAGAO. Sabemos que u ¢ de classe C' em U. Logo [u] = [(%1] [8‘97“] = 0 ao longo de
I'. Seja o campo de vetores (v1,v2) normal a I'. Assim, (vy, —v1) é um vetor tangente a I'. Portanto
vy 821 V15— az nos dé a derivada direcional tangente a I'. Como [d—] =0em I', temos
0 ,0u 0 ,0u
Vo —— [
81'1 a$1 61’2 axl
e
0 Ou 0 . Ou
vaqg—[o—] =i —[-—
8371 81‘2 8902 856’2
Assim, obtemos
v 0?u |- v Pu
2 6$161‘1 ! 8.731(9112
e
0?%u 0?u

Vg[m] — Vl[@] =0.

Pela continuidade de a;;, b; e ¢, concluimos que

> astoly 52 Zb )] + cla)lu(@)] = 0.

1=15=1
Logo
2u 0%u 0%u
2 — =0.
() %}( )+ 20120 5 1(0) + am() ] )
Concluimos que o vetor ( le é‘mz] [%}) satisfaz um sistema dado pela matriz 3 por 3 abaixo:
2
[54]
1) 4 0 agl 0
0 Vo — [ 8512%2] =| 0
an(z) 2ai2(x) az(r) [2u] 0
T2

Como o salto ndo é zero, o determinante da matriz deve ser igual a zero. Assim
n n
> D ai(@ri(a)vy(x) = anvi (@) + 2ara(2)v (2)va(z) + azs(2)v3 (@) = 0.
i=1j=1
Isto implica que a curva é caracteristica. O

B 2 2 o
ExeEMPLO 339. Para a equagao de Laplace, % + 5%2 nao tem curvas caracteristicas. Logo uma
solugao como descrita acima nao existe.

~ 2 L . ~
ExEMPLO 340. Para a equagao de % — % as curvas caracteristicas sao da forma ¢t = 0. Logo a
solucao s6 pode ter salto nas retas com tempo constante.

- 2 2 .y ~
EXEMPLO 341. Por fim, para a equagao de onda % — % as curvas caracteristicas sao da forma
|x — xzg| = t. Logo a solugdo so pode ter salto nessas retas que formam o cone de luz.

9.4. Teorema de Cauchy-Kowalevski
Agora enfim estamos em condic¢oes de provar o Teorema de Cauchy-Kowalevski.

TEOREMA 342. (Cauchy-Kowaleski) Seja U C R™ um aberto, I C U uma superficie real-analitica.
Consideremos o seguinte problema:

2 lal=m Ga (@, Ou(z), Oy (2)0%u(z) = f(x,0u(x),..,0m tu(x)), zeU
%(x) = g;(z), rel j€{0,.m—1} "
Vamos supor que:
i) ao : U x R x RYN x . x RN 5 RNXN ¢ ymgq fungédo real analitica.
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i) f: U x R x R™N x . x R""N 5 RN ¢ yma funcgdo real analitica.
i) g; : T — RN € uma fungao real analitica, para todo j € {0,...,m — 1}.
Assim, se xg € U for tal que det (Z\a|:m ao (w0, O u(zo), ..787”_1u(9c0))u“(x0)) # 0, entdo existe

um aberto V.C U que contém xy e uma funcio u: V — RN que é solucio do problema em V.

OBSERVAGAO 343. 1) Dizemos que I' C U é uma superficie real analitica se para cada & € T,
existir um difeomorfismo ® : W — B(0,1), em que W C R™ é um aberto e B(0, 1) é a bola unitaria
de R", tal que que ®(Z) = 0 e ®(z) € B(0,1) N (R"~* x {0}) se, e somente se, z € I' N W. Este
difeomorfismo deve ser tal que ® e ®~! sejam funcoes reais analiticas.

2) Dizemos que g; é uma fungio analitica se a fungo {2’ € R"7!; [2/| < 1} — g;0®~1(2/,0) € RN
é real analitica.

3) A partir da condi¢do em T', é possivel determinar &/u(xq) para todo j < m em fungio de R
j€{0,....,m—1}. Assim, a condicao

det Z ae (0, 0u(20), .., 0™ Tu(2))v* (z0) | #0

lor|=m
¢ uma condigdo que pode ser escrita apenas em termos das fungoes g;.
4) Dizer que v : V — RY ¢ uma solucio em V significa que
> lal=m Ga (T, 5‘u(x‘), 0 Yy(2)0%(z) = f(x,0u(x),..,0m tu(z)), =x€V
%(3&) = g;(z), reVvnl je{0,..,m—-1}"
9.4.1. Equivaléncias. Provar o teorema da forma acima pode ser bastante complicado. O que

faremos agora é mostrar que o problema acima equivale a um problema mais ffacil de resolver. Oara
tante faremos diversos passos.

Passo 1: Colocagao do problema em R"~! x {0}

O primeiro passo para achar um problema equivalente mais simples é o seguinte: achamos uma
funcao real analitica ® : W — B(0,1) tal, o € W, tal como na observagio acima. Assim, a fungao
uwo &1 resolve um problema com a seguinte forma:

Z|a|:m aq(z, 8u(m), 0y (2)0%u(x) = f(x,0u(x),.., 0™ tu(x)), x € B(0,1)
g;—Z(x) = gi(x), x € B(0,1)N (R”_l X {0}) ’

em que j € {0,...,m — 1}.
E claro que aq, f e g; nao sao as mesmas funcoes anteriores. Mas continuam sendo analiticas, ja
que sao composigoes de fungoes analiticas. Além disso, a condigao

det Z ao(z,0u(xo), .., 0™ Tu(x))v* (z0) | #0

|a]=m
se transforma, depois da mudanca de variavel, na condigao:
det (ao,....0,m) (0, 0u(0), .., 8m_1u(0))) £ 0.

A fungao aqo,....0,m)(x, Ou(xo), .., O™ tu(xg)) é a que aje em g::: (z). Diminuindo a bola B(0, 1) se
necessario para B = B(0,7), r < 1, podemos multiplicar tudo por a(,....0,m)(z, du(x), .., o ly(x))!
e obter o seguinte problema:

_ a(a’,an)u

™ 1
gz; = - Z|a’\=m—o¢n ZZL:O a(a’,an)m(x) + f, reB

J B ,
ort (@ = 95(x), e Bn (R x {0})

em que j € {0,...,m — 1}.

Passo 2: Colocando condigoes iniciais iguais a zero.
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Considerando a equagao

" u m—1 (@’ an)
gxgl = 7Z|a’\=m—an Zozn—O (o’ an)é?xuxW( ) +f, reDB
J’U, e
o) = 9;(x), € BN (R x{0})
Vamos definir
m—1 1 )
U(x) ﬁ ngj a! O)

7=0

alely, alel —1 glel .
LOg 6:Ea = axav +Z:’7’n:0 %BCDO‘ (x%gj(xl70) €

kv Foa '~ 1 ok ,
Dk (a',0) = oxk (w 0) — Z 1 0zk (2.95(2",0)) = gr — g = 0.
n ]:0

3@‘

Assim, vemos que v satisfaz uma equacao do tipo

am —1 3(D< an)
8x5 = 7Z|a":m—(xn ZZZ:O a’(a an)W( ) +f7 T e B
&0 (x) = 0, z€ BN (R x{0})

em que as novas fungoes aqe f sdo dependem das antigas funcgoes a,, e f e agora também das funcoes
g;. B claro que conhecemos u se, e somente se, conhecemos v. Assim, temos um problema equivalente
com condigoes iniciais iguais a zero.

Passo 3: Diminuicao da ordem da EDP

Consideremos a equagao

omu m—1 ple’an)
oxm - Z|a’\:mfocn Zan:() Ao QH)W( ) + f’ rebB
Y _
Gu(y) = 0, z € BN (R"! x{0})
Mostraremos que o problema acima equivale a um problema de ordem m — 1.
. . . s AU _ oU; _ 8Un ; _
Para tanto, definiremos Uy = u, U; = az ,i=1,...,n. Assim, s = U,, Sor = a1 =1,. -1
e
am—1py . o2y,
BzZ“lO - Oz 2 (I)
8771,71 Ul o o 87‘7172Un .
W = 65%W’ ’L—l,...,n—l. (II)
Agora observamos que
aau 9’0y,
axm D> tagm @+ D w0y @
an=1|o/|<m—o, |/ |=m
Se a;, > 0, temos
’ ’
o ol’l gany ol gan=1 gy pl gan-t
—(z) = ; = ; — .
Oz« dx'e” §z%m 9’ 9o Dy, Y Gpon—17 "
Se a’; > 0, temos
9 u 9% =% du 9 =% U;
(@) = 2o 5 (@) = oo (@)
ox'o Oz’ —9; axj o'’ —9;
Assim, vemos que
gm— on _ om—2u,
an;l oz ;
"y, _ 9™ %U, o
W = 811W7 Z—l,...,nfl.
a1y, . ala | aen—1y, o« *EJU
afznfl (1') - f Z(xn_l Z|a’|<m oy, Déaa:/a amanfl Z|o¢’|f a(a ,0) 9z ral — (x)
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As condigoes iniciais sdo, para j =0,1,...,m — 2, que

du; B & ou 0 XTI B
ox, (@,0) = oxd, 0x; (@.0) = ox; (630% (@, )> =0
sei<ne
U, oIty

') =
o, 0 = G
jaque j+1<m—1. Assim ‘
U;
o),
parai € {0,...n—1} e j € {0,...,m — 2}.
Escrevendo U = (Uy, ..., U,)T, as equagdes (1), (II), (IIT) e (IV) podem ser escritas como

(z) = 0,(IV)

o'y _ -1 (1) plleny

Oz - Zlallz’m*l*an ZZLn:O a'(a',an) oz’ Hz o (J?) + f(l)a reB

; ;
G (@) = 0, ze BN (R x {0})

para j € {0,...,m — 2}.
Para finalizar, vamos mostrar que U é solugao do problema acima, entao u = Uy é solucao do
problema original. Vamos usar um lema.

LEMA 344. Seja f € C*(R™) tal que %(m) =0e¢ gc%f(m’,O) =0,j<k, 2’ €R*" L Assim f=0.

DEMONSTRACAO. Vemos que

8k_1f ak—lf Tn akf
k1 () = Ork1 (xl70)+ o a?( ,75)d520+0=0.
Note que
ak—Qf 8k—2f Tp 8k_1f
o2 ) = g O f, (@A =040 =0
Continuando o argumento, vemos que
akf 8k_1f ak—Qf akf
8x’,§ (SL’) - 8%51_1 (‘T) - 8x’fl_2 (.%‘) e T 87%(33) - f(.’L') =0.
g
Por (I), temos que
adm%(n—gTU) = 0 z eR"
08;9 (Un_gTU:) = 07 xeRn—l X {0}7 jzoala-",m_g

Pelo Lema temos que U,, = %.

Por (I1), temos que

Zn(Ui-32) =0, aern
- (Ul-— 253) = 0, zeR"'x{0}, j=01,..m—2
Assim,
om—1 o aU() . 8m*1Ui B 0 8m71U0 . 8m71Ui B ié)m*QUn —0
orm =t \"" Ox ) 9zt Omy 9zt famt Omy 9x
Pelo Lema temos que U; = %—%?, i=1,...,n. Logo
m—1 m—1 1 (' an)
aasz = — Z|a’|:mflfoén Zan:O G/Ea),’a”)gwmzﬁzli(l') + f(l), T € B
U(z) = 0, ze BN (R x{0})
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equivale a
o™ —1 a(a/,an)
Bmﬁu = - Z|a’\:mfo¢n Zzn:() Ao’ an) 8I’°'8wﬁt‘ (LL') + f7 r€B
et @) = 0, v € BN (R x {0})

Passo 4: Equivaléncia a um problema de primeira ordem

Esse passo é facil. Vimos que o problema de ordem m equivale a um problema de ordem m — 1.
Como m é arbitrario, podemos continuar esse argumento até chegar num problema de primeira ordem
do tipo

n—1
(@) = 0 4 u(@) G (@) + [z, u(x)), z€B _
u(z',0) = 0, z e BN (R x{0})
Passo 5: Eliminacao de z, dos coeficientes da EDP

Consideramos um problema do tipo

u n—1 u
2@) = Yo ay(eul@) 2 (0) + £, ula)), reB
u(x’,0) = 0, reBN (R x{0})’
em que u : B — RY. Vamos agora introduzir ux,1 tal que Gunil ¢ un+1(z’,0) = 0. Logo

un () = x,. Assim, se v(z) = (uy (), ..., un(2), un41(z)), podemos substituir z,, por vy1, obtendo
uma equagao do tipo

(@) = X5 (e v(@) g5 (@) + fla! (), r€B '

v(z',0) = 0, z e BN (R x{0})

E com essa equagao que iremos trabalhar.

9.5. Demonstragao do Teorema de Cauchy-Kowaleski

Vamos agora demonstrar o Teorema de Cauchy-Kowalevski. Estudaremos um problema similar ao
original:

TEOREMA 345. (Cauchy-Kowaleski) Seja B C R™ e B' C R"~! as bolas abertas de raio 1 e centro
0 em R™ e R" !, respectivamente. Consideremos o sequinte problema:

2(z) = Y0 ag(@ u(@) P (z) + f(o' u(x), =B
u(z’,0) = 0, ¥ eB
Vamos supor que:
i) aj : B x RN — RN*N ¢ yma fungdo real analitica.
ii) f: B’ x R"™N — RN ¢ uma funcgdo real analitica.
Entao existe uma bola B, = B(0,7) C R"™ de centro 0 e raio 0 < r <1 eu: B, — RN que ¢
solugao do problema em B,..

Para a demonstragao, usaremos o método dos majorantes, conforme a definigdo abaixo:

DEFINIGAO 346. Sejam f = ) fox® e g = > gax® duas séries de poténcias. Dizemos que g
majora f, g >> f, se go > |fal, Voo € Np.

Precisamos de alguns fatos sobre fungoes que majoram. Antes um lema.
LEMA 347. Sejar >0 e f: B— R, em que B = {x eR™; |z| < ﬁ}, € dado por

r 1
M) = T e 1 @)

r

Entao essa fungao € analitica.
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DEMONSTRAGAO. Primeiramente observamos que

1+ ...+ T,
r

2
S|sc1|+...+|scn|§Wm+...+|9gn|> Swm

r r r

Assim, podemos usar nosso conhecimento sobre série geométrica e concluir que

1 (14 ...+ Tn ARG | k' o laft
M:Z<1T) :ZﬁZax :Zﬂa\a!w-

r k=0 k=0 |a|l=k a

Note que a série converge absolutamente, pois

00 k
|cv|! |z1] + ... + |z0] 1
= = <L
> ol = 3 (s

(el el
k=0 1 ( -

Com o lema acima, podemos provar o seguinte resultado:

LEMA 348. Sejam f =) fax® e g=>_, gax™ duas séries de poténcias.

i) Se g >> f e g converge para |x| < r, entdo f também converge para |x| < r.

i) Se f = >, fax® converge absolutamente para |v| < r e 0 < sy/n < r, entio f tem um
magorante se |z| < T

DEMONSTRAGAO. i) Se |z| < r, basta observar
Z [faz®] < Zga |21 | o || < 00,
[e3% [e3

ii) Seja 0 < sy/n < r ey :=s(1,..,1). Logo |y| = /ns < r. Assim, > foy® converge
absolutamente, ou seja,

D [ fay®] < 0.
«
Portanto, existe C' > 0 tal que |f,y*| < C, Va. Assim,
C C la!
<—— < <o
|fal < yitoynt T oslel = 7 slela)
Mas
Cs la|!
x)= =C x<.
9() s—(x1+ ... +zp) za: slela!
Logo f << g, se |z| < ﬁ O

Por fim, precisamos de um tltimo lema sobre composi¢ao de fungoes analiticas:

LEMA 349. Seja f : U C R™ — Reg : V C R* - U fungdes reais analiticas. Supo-
nha que g() = xo e que, numa vizinhanca de xoe &, temos f(xr) = >, aa(r — x0)* € g(§) =

(E:aﬁbla(g _'go)av'“v§:cybna(€ —-fo)a).‘Logo
fogl®)= > cy(6—¢),

YENY

em que ¢y = Py (aq,bjp) € um polindmio nas varidveis a, e bjg cujos termos sao todos ndo negativos.
O polindémio independe de f e de g.
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DEMONSTRAGAO. Observando que z¢ = g(&y) = (b10, .., bno). Logo fog:V — R também é real
analitica numa vizinhanga de &g e

fog(xz)=fog(§) = Z Ao (1 = 201)" o (Tr — Ton) ™"

aeNy
= > aa| D b= | [ DD bs (€ =& em
aeNg [B1]#1 [Bn|#1
= Z 07(6750)77

YENg

que ¢y = Py (aq,bjg) &€ um polindémio nas varidveis a, ¢ b;jg. Este polinémio s6 tem termos positivos,
afinal para obter os termos basta multiplicar e somar os termos que aparecem na série. O

Por fim, um tltimo lema necesséario:
LEMA 350. Considere o sequinte sistema para m =1,...,N:
Ay, _ Mr N Ouj n
Oxn, (3?) o T*Z;L:ill IrZ_ﬁvzl u; (x) (E ZJ L awj ( + 1) TeR .
Um (2',0) = 0, S

Logo existe uma bola B = B(0,7) C R™ e uma funcio analitica uw : B — RN que resolve o problema.

DEMONSTRACAO. Consideremos o seguinte problema em R?:

g:(s t) = %(N(n—l)%(s,t)—kl), (s,t)ERQ'
v(s,0) = 0, seR

Note que se v é uma solucao numa vizinhanca de zero, entao
U (2, 20) = v(T1 + oo + Ty 1, Tp), m € {1,..., N}.
é soluc@o do problema original. De fato, temos, para todo m € {1,..., N}:
O, _ 9 -1
(@) = G (X0 i)

Qum () = %(Z;:llxi,xn), ief{l,..n—1}

Assim, vemos que

n—1 n—1
oum, ov 81}
2 = 2 (Z = »”C) (n—1) (Z i w) -

i=1

»

Assim,

— — — Ou; __ Oum, 3
Note que u; = ... = Uy, = ... = uy. Assim, Z] 1Uu; = Nuy, e ZJ 150 = NS Assim, para

todo m, temos

Oy, Mr I N oy
(z) = po —L(x)+1
Oy r— S - Zjvzl u; () ; J; O
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Por fim, observe que
/
um(2',0) =v(x1 + ... + —1,0) = 0.
Agora nos resta resolver o problema em v. Para tanto, vamos usar método das carcteristicas!
Consideremos
Ov Ov
(r—s—Nu(s,t)) — —
ot Os
com v(s,0) = 0. Vamos usar 7 e o ao invés de s e r para nao confundir com as variaveis s e r que &
aparecem no problema.
Assim devemos resolver

(s,t) — MrN(n—1)—(s,t) = Mr,

t'(r) = (r—s(r)—Nz(1)), t(0)=0
s'(r) = —MrN(n—1) s(0) =0 .
Z(r) = Mr z2(0)=0

As variaveis s e z sao faceis. Temos
2(r)=Mrt e s(t) =0 — MrN(n—1)r.
Para a variavel ¢ temos
t'(r)=r—o+ MrN(n—1)7 — NMrr, t(0) = 0.
Logo

7_2

t(r)=(r—o)T+ (MrN(n—1)— NMr) 5= (r—o)t+ %MrN(n— 2)712.

Agora, sabemos que a solugao sera dada por
v(s,t) = z(7(s,t)).

Vamos escrever 7 em fungdo de s e ¢ (mas nao de o!). Assim, 0 = s+ MrN(n—1)T e
t=(r—o)r+ %MrN(n — 2)72
= (r—s)7—MrN(n—-1)7°+ %MrN(n —2)72
=(r—s)T— %ManTZ.

Logo
MrNnt? —2(r — s)T + 2t = 0.
Logo

_(r—s) " VA(r —$)2 —8tMrNn  (r—s) " \/(r —s)2 —2MrNnt
T~ MrNn 2MrNn "~ MrNn MrNn '

Note que se se 7 = 0 implica que ¢ = 0. Assim, ¢ = 0 deve implicar 7 = 0, j4 que devemos ter um
difeomorfismo. Colando ¢t = 0 na expressao acima, temos

_(r—s) " \/4(r—s)2—8tMan _(r—s) n (r—s)?
" MrNn 2MrNn " MrNn MrNn

Como 7 deve ser igual a zero, concluimos que o sinal — é o correto.
Assim,

(r—s) /(r—s)2—2MrNnt
v(s,t) = Mrr(s,t) = — .
(s,1) (5:8) = 7 N
Portanto, u é real-analitica, numa vizinhaga de zero, por ser composicao de fungoes reais-analiticas.

O

Estamos quase em condi¢oes de demonstrar o teorema de Cauchy-Kowalevski. Falta apenas um
pequeno resultado.
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LEMA 351. Seja u : B, — RN uma funcio real analitica. Suponha que existisse uma fungdo u real
analitica que seja uma solugcao da equagao abaizo:

(x) = Y50 ai(@u(@) 2 (2) + f(a ulz), =B
u(z',0) = 0, ¥ eB "’

Suponha que a;(z',y) = 3_, Aja,@x""/yﬁ e f(@',y) =2, 5 fja,gx’alyﬁ. Logo a funcgao u € dada
por uma série u(z) = 3. uax® e € tal que os coeficientes u, € RN sio unicamente determinados e
sao dados por

Uq = Qa(AjaBa fjaﬁ)v

em que Qo sdo polinémios (fung¢oes em RN cujas entradas sio polinémios) com coeficientes nio ne-
gativos que independem de Ajap € fjap-

DEMONSTRAGAO. Vamos denotar a = (o, a,,) € Nj = x Ny e mostrar o teorema por indugdo.

Observamos que se «,, = 0, entdo, como u(z’,0), temos necessariamente que U(ar,0) = 0, para todo
o € Np~t.

Suponha que o lema valha para «,, < N. Vemos que

au 8 Ql « OL/ «
Txn(z) = @ Z U(a/7an)1‘/ I’nﬂ e (an + 1) Z U(a/7an+1)aj’/ l‘n".

(o an) (a/,an)

. . , . . . ’ 4
Do lado direito, s6 temos derivadas em ¢ € {1,...,n — 1}. Assim, o termo z® %" s6 depende de
U(s’ 0,)y On < Q. Afinal, os termos com o, > «, estardo multiplicados por x7". De outra forma,
temos

n—1
8u

> 4y ul@) 5 (@) + F@u@) = 3 Py ((Ua)a, <, Ajorss frars) 2 330

j=1 J veENg
Concluimos que

1

T Po (We)g, <0, + Ajorss Fiors)

n
em que P, so tem coeficientes nao negativos pelo Lema demonstrado 14 atrds. Como (uq), -, &,
pela hipotese de indugéo, também é determinado por polinémios de coeficientes nao negativos e A;q/3
e fja’p, concluimos que

U san+1) =

U(ar an+1) = Qo an+1) (Ajar, fiars)
em que Q(q’ q,+1) ¢ um polindmio com coeficientes nao negativos. g

Por fim, podemos provar o Teorema de Cauchy-Kowalevski.

DEMONSTRAGAO. (Teorema de Cauchy-Kowalevski) Consideremos u(x) = )  uqx® a série com
os termos dados por uy = Qa(Ajas, fijarg). Se esta série convergir, entdo, pela sua propria construcao,
concluimos que u sera solugao de

2@) = Y e u@) £ @) + [ ue)), e B
u(z’,0) = 0, ' e B’

jé que a sére de poténcias de 2% () coincidird com a série de poténcias de Z;l;ll a;(z',u(z)) 2% (z) +
n J

f(&';u(x)) e, portanto, as fungdes serdo iguais. Seja M e r tal que a fungdo abaixo

Mr
(z,y) — P

- N
r—= Zj:l Tj— Ej:l Yj

majora todas as componentes de a; para todo j e todas as componentes de f. Consideremos a equacao:

a(r) = X5 e u(@) S (2) + f(@' u(@), weB
v(z’,0) = 0, ¥ eB’
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em que todas as componentes de a; e f sao dadas pela fungao

M
(I’,y) = n—1 d N :
r—= Z]‘:1 Tj — Zj:l Yj

Assim, o sistema se torna

OV _ Mr N n—1 Ju;
U (2',0) = 0, z' e B

para m € {1,..,N}. Sabemos que existe uma solugdo do problema acima pelo LEMA e que se
v(r) = Y, vax®, entdo vo = Qa(Ajurs, fiarp), em que Ajoz € fjap corresponde aos termos da
expansdo de a; e f, respectivamente. Assim

tal = 1Qa(Ajars; fiap)|l = Qa (|Ajarsl, | fiasl) < Qa(Ajars, fiag) < Va,

ou seja, a série u(x) = > usxz® é majorada por uma série convergente. Logo também converge. [

9.6. O problema de Lewy

Consideremos o seguinte problema: Seja U C R™um aberto limitado. Dado um operador dife-
rencial linear 3, ., aa(2)D® com coeficientes aq € C*°(U,C), um ponto zo € U e uma fungao
f € C>(U,C), é& verdade que existe um aberto V C U que contém zy e uma fungdo u € C*°(V,C) tal
que 3, < Ga(@)Du(z) = f(x) para todo z € V7

Observe premitimos que os coeficientes e as fungoes acima tenham valores complexos.

O que queremos entender é se a equagao

S aa@)u(w) = £(2)
lal<m

tem solugao local, ou seja, se para cada zg € U, existe uma solu¢ao u do problema acima numa
vizinhanga de xg.

Esse é um problema dificil. Vamos mostrar que se as fungoes sao reais analiticas, entao a resposta
do problema é sim. Uma funcao g : U — C é dita real-analitica se tanto a sua parte real como sua
parte imaginaria forem reais analiticas.

PROPOSIGAO 352. Suponha que a, : U — C e f: U — C sejam fungdes reais analitica e xg € U.
Se ezistir ag € N tal que |ag] = m e an,(zo) # 0, entao existe um aberto V.C U que contém xq e
uma fun¢ao u: V — C que resolve

Y aa(@)0%u(z) = f(2)
la|<m
para todo x € V.
DEMONSTRAGAO. Podemos identificar C com R e, assim, u(x) = uy(z) + iuz(x) pode ser identi-

ficado com a funcio u : U — R? dada por u(z) = (u1(z),uz(z)). Observamos também que podemos
identificar a(z) = a14(x) + ta24(x) com a matriz

(ele) o)),

De fato,
(a10(2) +iazq(2)) (u1(2) + iuz(2)) = (a1a(z)ur(z) — a2a(@)uz(x)) + i (aza (@)ur () + ara(z)uz(z))

e

< a1a(2)  —agq(2) ) < ua () ) _ < a1a(®)ur () — aga(2)us(x) )

a26(r)  a1a(x) a26()u1 () + a14(x)us(z)
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Assim, a multiplicagdo das matrizes corresponde a multiplicacdo de niimeros complexos. Para a
funcao f(z) = f1(x) +if2(z), definimos a matriz

( fi(x) )
fa()
Concluimos que o problema }°,, ., @a(2)0%u(z) = f(z) em C equivale ao seguinte sistema em

R2:
Z Ay (2)0%U (z) = F(x),

la|<m

o (58) 9 Yoo (23) - (43

em que

a2e () a10(2)
Agora observamos que existe v € R™\ {0} tal que
Z Aa(xO)Va 7é 0.
|laj=m

De fato, suponha que 3, _,, Aa(20)§* = 0 para todo { € R™. Logo

92 | D Aa(o)é™ | =0 = Ag,(z0) = 0.

le|=m

Mas Ag,(z0) = @0y (To) - — 20 (20) # 0, pois aq, (7o) # 0. Isto é uma contradigao. Con-
A20r¢ (1'0) A1y (xo)

cluimos que existe & tal que }°,,_,, Aa(2o)v™ # 0. Note que 32, _,, Aa(zo)v

forma:
m —12
T2 T

j& que é soma de matrizes com a forma acima. Como Zm\:m Aq(x0)v™ # 0, concluimos que 71 ou 1y
sao diferentes de zero. Assim,

“ serd uma matriz da

det Z Aq(xo)v® | =det ( Z; _7;1]2 ) =0 +n5 #0.

lee|=m

Consideremos agora um hiperplano I' que passa por x( cuja normal é v. Assim, temoa que

det Z Ap(z)v™ | #£0
|a]=m
para todo © € B(zg,r) NI, desde que r > 0 seja suficientemente pequeno. Consideremos agora o
problema
Ylaj<m Aa(@)0°U(x) = F(z), € B(wo,r)
U(x) = 0, z€B(xgr)Nnl"’

Estamos entdo nas condigbes do Teorema de Cauchy-Kowalevsky. Assim, existe 0 < 7 <7 e U :
B(zg,7) — R? tal que U é solugdo do problema acima em B(zg, 7). Portanto, se U(z) = (u1(x), ua(x)),
entdo u : B(xg,7) = C dado por u(x) = uy(x) + iuz(x) é solugdo de

Z\a|§m aa(z)0%u(z) = f(2), z € B(zo,7)
u(x) = 0, z€B(zo,7)NI "~
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Agora uma questdao que podemos levantar é a seguinte: e se f for s6 C*°7? Entdo sempre existe
uma solugao u? A resposta é nao!
Consideremos o seguinte problema em R?:

ou ou

Ou . .
%(xayat) + Z@(l‘,?j,f) - 27’(33 + Zy)a(xayvt) - f(.]?,y,t)

O problema acima satisfaz todas as condigoes do Teorema anterior. Os coeficientes sao todos reais
analiticos. Porém... Olhem o que ocorre:

TEOREMA 353. Seja U C R? um aberto que contém 0 e f € C(U). Suponha que evista V C U
aberto que contém zero e uma funcio u € CH(V) tal que
ou

ou
5 (x,y,t) = f(z,y,t), V(z,y,t) € V.

ou

—(z,y,t) +i—(x,y,t) — 2i(x + 12

5 (L Yo t) + 8y( sy, t) — 2i(z + iy)

Logo existe uma vizinhanca W aberta de zero tal que f: W — C € real-analitica.

DEMONSTRAGAO. Veja Teorema 1.48 do Folland. d

COROLARIO 354. Considere a fun¢ao

1
_Joet, (z,y,t) € R x Rx]0,00]
f(gc’y’t)—{ 0, (2,4.1) € R x Rx] — 00, 0]

Essa funcgao nao € real analitica em nenhuma vizinhanca de zero, pois a série de Taylor no ponto
0 € igual a zero. Portanto, a série ndo converge para a fun¢do f em nenhum aberto B(0,r) C R3,
r > 0. Assim o problema

ou Ou , . Ou
%(ZE,y,t) + Z@(%,y,t) - 27,($ + 1y)§(xay,t) - f(xvyat)

nao tem solu¢io C* (e, claro, nem C®) em nenhuma vizinhanga de 0, jd que isso implicaria a real
analiticidade da funcao f.

9.6.1. Exercicios.

EXERcicIO 355. (FOLLAND CAP. 1.D.2)
Transforme a equagao Au = f definida em R™ num sistema de primeira ordem usando a construcao
feita em sala de aula. Use como hiperplano o conjunto z,, = 0.

EXERCiCIO 356. (FOLLAND CAP. 1.D.3)

Para entender como as ideias do Teorema de Cauchy-Kowalevski funcionam num contexto mais
simples, prove o seguinte teorema sobre equagoes diferenciais ordinérias definidas em C.

Suponhaquep (z) =Y 7 _ pmz™eq(z) =Y . _, gmz"" sdo holomorfas no disco |z| < R (portanto,
as séries convergem absolutamente e uniformemente em todo disco de raio menor do que R). Considere
o seguinte problema de valor inicial:

u(z)=p)u (2)+q(2)u(z), u(0)=cy, u(0)=c.
a) Mostre que se u (2) = >

m—po Cm2™ satisfaz a equacdo acima, entao

1

Cm+2 = m+2) (m+1) Z [(G +1) ¢jr1Pm—j + ¢jGm—j] -

m

3=0

Assim, os coeficientes sdo unicamente determinados.

b) Suponha que P, > [pm| € Qn > |gm| para todo m > 0, e seja P(z) = Y o~ Ppnz™ ¢
Q(2) => 0o Qmz". Mostre que se U (z) =Y ~_, Cp, 2™ satisfaz

U'(2) =P(2)U"(2) + Q(2)U (2), U(0)=Cy, U'(0) =0y,

com Cy > |cg| € C1 > |e1], entdo Cpy > |cpm.

¢) Suponha que < R. Mostre que as condigdes do item b) sdo satisfeitas se tomarmos P, = Kr~™
e Qm = K(m+1)r~™ para K suficientemente grande, de tal forma que P(z) = K (1 — f)fl e
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Q(z)=K(1- f)_Q. Mostre também que a solugao geral de U” (2) = P (2) U’ (2)+Q (2) U (z) é uma
combinacgao linear de (1 — %)a e (1 — f)ﬁ para coeficientes o e 8 adequados.
d) Conclua que existe uma tunica fungao u holomorfa no disco |z| < R que é solucao de

u’ (2) =p(2)u' (2) + q(2) u(z), u(0)=co, v (0)=cy.
ExERcicio 357. (QING HAN cAPp. 7.3) Counsidere o seguinte problema de valor inicial

Ok (2,1) = 5% (2,1) u@t) =0 emR xJ0,o
u(z,0) = ’8t i (1,0) =

Ache uma solugao como série de poténcias em torno do (0, O) e identifique essa solugao.

EXERcicIO 358. (EVANS cAP. 4.2) Considere a seguinte equagao de Laplace Au = 0 em R? com
as condigoes iniciais:
ou
81‘2

Procure uma solugao da forma u (z1, z2) = f (21) g (z2) e conclua que u (x1, z2) = Zzsen (nz1) senh (nas).
O que ocorre com u quando n — co? Compare o comportamento da solugao com o das condigoes
iniciais quando n — oco. (Isto nos diz de certa forma que a solugéo deste problema néao é continua em
relac@o aos dados iniciais. O exemplo é de Hadamard).

1
u(z1,0) =0 e (21,0) = sen (nx1) .

ExERcicio 359. (EvAaNS cAP. 4.9) Mostre que a linha ¢ = 0 é caracteristica (ou seja, nao é

~ L. ~ 2 ~ . ~ sy
nao-caracteristica) para a equagao do calor % = %. Mostre que nao existe uma solugao analitica da
equagdo do calor em R x R com u (z,0) = Tlﬁ (Dica: Assuma que exista uma solugdo, calcule seus

coeficientes e conclua que a série diverge. O exemplo é de Kowalevski).

EXERCICIO 360. (QING HAN CAP. 7.6) Sejam a,b;; fungdes analiticas definidas em uma vizinhanga
de 0 € R? e ¢, v analiticas em uma vizinhanca de 0 em R. Em uma vizinhanca da origem em R?,
considere

{ at +aax +b11U+b12’U—f
90 £ biau+byv=g

com a condicao u (z,0) = ¢ (z) e v (0,t) = (t)

Seja (u,v) uma solugdo suave em uma vizinhanca da origem. Prove que todas as derivadas de u e
v 880 expressas em termos daquelas de a, b;;, f, g, ¢ e 1 em 0. (Para facilitar, mostre ao menos que é
possivel calcular as derivadas de ordem menor ou igual a 2 de w e v no ponto (0,0) apenas em funcao
de a, bi;, f, g, ¢, ¥ e suas derivadas na origem.)

EXERcicIO 361. (Prova de 2019)
a) Considere a equagao da onda:

2
ng(xlva) 83: (mlaxZ) 0

u(x1,0) = f (1)

5;; (21,0) = g (21)

Considere Uy = u, Uy = 89:1 elUs = . Escreva a equagao acima da forma equivalente

aaz(Uo,Ul,Uz) (F1< ‘,37&2) (“a ,]¢2> (“a ’]7&2))

Encontre as fungoes F1, Fy e F3. Qual deve ser a condigao inicial (Up (z1,0) , Uy (21,0),Usz (21,0))?
j . ~ 2 2
b) Suponha que u (21, x2) = Z;io > reo ikl cji € R, sejasolugdo de ng (x1,22)— gT (x1,29) =
0. Ache uma relagéo entre os coeficientes de c(jyo)x € Cjryo). Se f(r1) = Z;‘io fjasl, fi €eR,e
fx1) = 3272, 9521, gj € R, determine os coeficientes cjo e ¢j1, para j € Ny, em fungio de f; e g;.
Use as relagoes obtidas entre os coeficientes para determinar a solugdo no caso em que f (r1) =z e
g(z1) = 1. (Dica: A solucao é bem simples!)



CAP{TULO 10
Notacao

No ={0,1,2,...}.

Dizemos que f € L'(U) se [, |f(z)|dz < oo.

Dizemos que f € L*(U) se [, |f(2)]? dz < .

Dizemos que uma funcdo continua f : U — R pertence a L>=(U) se f ¢é limitada.
dia 2 de setembro: meet.google.com/hpm-xfme-pmj

dia 4 de setembro: meet.google.com/vim-tpyi-bok

dia 9 de setembro: meet.google.com/hjq-ksix-hhm

dia 11 de setembro: meet.google.com/nnw-udjr-rpt
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