6. SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

6.1 - Introducdo

Como ja foi visto nos exemplos dos capitulos anteriore's, ¢ possivel obter-se
fungdes transferéncia e programas de blocos analogos para os diferentes tipos de elementos ¢
sistemnas. Essa analogia ira se refletir também em seu comportamento. Desta forma o estudo
da resposta dos sistemas, isto é, a obtengdo da solugdo da equagdo diferencial que o
descreve, ¢ grandemente simplificado, uma vez que o conhecimento das caracteristicas de

uma dada classe de sistemas se aplica a qualquer sistema desta classe, independentemente de

sua natureza fisica.

Dois tipos ou classes de sistemas sdo de fundamental importincia: os sistemas

de primeira e segunda ordem. Muitos dispositivos praticos sdo encontrados nestas duas
classes; e mais, sistemas complexos podem ser descritos como combinagiio destes dois tipos

de sistemas.

6.2 - Forma Generalizada de Sistemas de Primeira Ordem Dy 2Xe L o = Loy,

T

Wt

Um sistema de primeira ordem genérico, com entrada g;e saida g, € aquele
com a seguinte equagdo diferencial:

dg, _
517!0'5'0090 =boqi (6.1)

Embora (6.1) possua 3. parmetros aj, @, ¢ b,, na verdade apenas dois sdo
necessarios, uma vez que pode-se dividir a equagio por aj, a, ou b,, fazendo o coeficiente
de um dos termos igual a um.

O procedimento usual é dividir por a,, obtendo:

a 49 b Big L 4. oKy,
a, dt 10T g, ¥ ) _!% [
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que se torna:

(TD-I- 1)% = Kq,- (6.3)
quando definimos:
A By A S _ ﬂ¢‘tl{'£{.!~-"=’({f_ @ Landdo ]
K = 50 — sensibilidade estatica = ganho (fw?tw;/u]
0
a
T 2 ad 8 Q constante de tempo [ fff'-‘:»“:-"ﬁfﬁff{p i Bl .,_’./,:1)
ag |

A constante de tempo t sempre tem a dimens3o de tempo enquanto que o ganho

tem a dimensfo da saida/entrada (discutir exemplos/).

A F.T. de qualquer sistema de primeira ordem ¢: &
90 ( K
—~(D)= . 6.4
qi @-@-—D/?ﬁ&"[éﬁ IRRES] LA /f ;!, ‘.f’JI I J(f?\. ({_ f\\,) b

e € encontrada em muitos tipos de sistemas tais como mecénicos, elétricos, fluidicos,
térmicos, independentemente de sua natureza fisica. (Ex.. ver exemplos nos capitulos
anteriores. Deixar o termo independente igual a 1 e fazer a anélise dimensional. Fazer analise

dimensional para outros exemplos também).

6.3 - Resposta ou Solucdo da Equacdo Diferencial de Sistemas

Idealmente deveriam ser utilizadas como entradas (fungdes excitadoras)
aquelas que o sistema real encontra quando em operagio; entretanto, de uma maneira geral

estas sdo inprevisiveis e a utilizagdo de entradas “padrio” como o degrau, a rampa, 0 seno,

etc.; permitem chegar a resultados bastante satisfatérios a respeito do comportamento de

sistemnas assim como um tratamento matematico mais simplificado.
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Sabe-se de E.D.O. que a solugdo da eq. difer. ou resposta do sistema &

composta de duas partes: a_solucdo da equacdo homogénea (complementar) e a solugiio

articular.
A primeira parte da solugdo nio depende da entrada usada, é uma caracteristica
- ' : —f 2
z g A o (f, ¥ i il i eEE ) i W i
do sistema e revela sua estabilidade absoluta. /.77y~ /e o T LA )
julidade ;

A scgunda parte, a solugdo particular depende da entrada e dos parimetros do

sistema. Para sistemas estaveis ¢ apenas esta parte que resta apos algum tempo. Por isso ¢

{

chamada soluco de regime. ' 1 | v b A "[jfthﬂ)

6.4 - Resposta de Um Sistema de Primeira Ordem a Uma Entrada Degrau

Para aplicar uma entrada degrau, sera assumido que o sistema inicialmente esta

em equilibrio com ¢; =g, = 0, quando no instante ¢ =0 a entrada muda instantaneamente
para um valor g;,. Entéo para ¢ > 0, (6.3) se torna:

(D+1)q, = Kq;q (6.5)

e o A -\
Stiedis x-w«:j el O

A solugdo complementar'¢ obtida através da equagdo caracteristica do sistema

s+1=0 J g,(,.‘) ‘flp\' " /1& (66)
, 850

" ey I
G

onde;

s — o+iw G — parte real

® —> parte imaginaria
Neste caso s =—1/7 e a solugdo complementar g, ¢ dada por:

Goc =C1e¥ =Cy-e7!I7 . (6.7)

A solugdo particular q,, depende de ¢; e de uma maneira geral, para entradas

que correspondam a situagdes fisicas, é possivel de ser determinada pelo método dos

coeficientes a serem determinados.
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Por inspegdo percebe-se que:
i

= o3
A solugdo completa € entfo dada por:
9o =YGoc +90p (6.9)
ou seja:
go =Cie™ /" + Ky, (6.10)

Para se encontrar a constante de integragdo Cj, a condig@o inicial q,(0+) deve
ser conhecida. Dentro da hipétese de sistema inicialmente em equilibrio no zero pode-se

provar que g, (0+) ¢ zero. Desta forma substituindo este valor em (6.10), tem-se:

0= C1 + K‘]is
(6.11)
CI = _KQ’:'S
E finalmente
qo==K@m(1—e‘“f) , (6.12)

Os graficos de g;;x¢ e g, x¢ sdo dados pela Fig. 6.1.b:

t/f qo/K‘h‘s
0 0.0
1 0.632
2 0.865
3 0.950
4 0.982
® 1.000
(2)
is Aol
‘ SAIDA DE REGIME
l“lis—‘ _— == ___11:‘
qdis - =
/
T 2T 3T t
(b)
Fig. 6.1
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Um grafico universal adimensional pode ser obtido tragando-se 9o
dis

contra

t/r e pode ser utilizado para gualquer sistema de 1* ordem.

- * Tabela * Gréfico adimensional ¢, [Kgio % t/T

SEFSEES SN

Pode-se observar de uma maneira geral que a resposta de um sistema de 12

ordem a uma entrada degrau apresenta as seguintes caracteristicas:

a) A curva de resposta inicia-se com uma inclinagfo diferente de zero.

b) Ndo hé oscilagdes

dq o - KQJ‘S
df f=0+1 - T
¢) A curva aproxima-se assintomaticamente do valor final,

—+d) A velocidade de resposta ¢ dada por um unico néimero, a constante de

tempo e € inversamente proporcional a ele.

e) A velocidade de resposta ndo depende do tamanho do disttrbio no sentido de
que mudangas percentuais iguais sdo atingidas em tempos iguais. (Para
=1, atinge-se 63.2% do valor final da resposta)

] .
f) A relagdo de g, e g;para a condigdo de regime & Ky /g;c =K. o ganho. K

pode ser entdo interpretado como sendo a quantidade de saida de regime por
unidade de entrada aplicada.

o
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6.5 - Resposta de Um Sistema de Primeira Ordem a Uma Entrada Rampa

Outras informagdes a respeito do comportamento de sistemas de 1* ordem sdo
obtidas através do estudo de sua resposta a uma entrada do tipo rampa. Supde-se que o
sistema inicialmente encontra-se em repouso, isto é, g, =¢; =0 , quando em ¢ =0 a entrada

comega a variar a uma taxa constante ¢;;. Tem-se, portanto,

(D+1)g, =Kg, ! (6.13)

Novamente mostra-se que a condig#o inicial é igual a zero, para 7 =0+ dentro
da hipotese de equilibrio no zero.

A solugio complementar novamente serd a mesma, isto é:

oc = Cle_t/r (6.14)
A solugdo particular sera da forma:
Gop = At +B (6.15)
fornecendo:
A+ At+B=Ky, 1 (6.16)
A=Kz e B=-K4 t (6.17)
e portanto
go=Cre” " +Ky, (1-7) | (6.18)

Utilizando a condig#o inicial ¢,(0+) =0 em (6.18), vem:

0=C1+Kyg, (-7) (6.19)
Finalmente
golf) =Ky 77 + Ky (1-7) (6.20)
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A parte relativa a solugdo homogénea, a parte natural, vai a zero a uma razio
determinada por t, sobrando apenas a solugdo for¢ada. A Fig. 6.2 mostra a resposta do

sistema a uma entrada do tipo rampa:

q; =qist
qiS’qo‘
//

~

qoi—;/

dis
///L\»kqis (t—T)
~
[/ o=
-

kajsT 7 T t

Fig. 6.2

Pode-se ter uma melhor visualizagio da relagio entre g;e g, dividindo-se

(6.20) por K, ou seja:

%o _ gy vl 4455t —1) (622)

Um grafico mostrando o significado de t como o atraso no tempo € o erro de

regime € visto na Fig. 6.3
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qi’q-io ‘? di

! ERRO DE -
REGIME =T 7 qo
et ¢ v
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ki ATRASO DE REGIME =T
7
- —
e
kqlsT P e T t

Fig. 6.3

6.6 - Modelagem e Resposta de Sistemas de Primeira Ordem Mistos

1) Sistema Eletromecénico

a) Seja o motor de corrente continua da figura 6.4, acionando uma carga

mecanica.

Fig. 6.4

Deseja-se determinar a resposta da velocidade da carga a uma tensdo de
controle e a um toque de distiirbio na carga.
Sejam:
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tensdo de alimentagdo do motor (tensdo de armadura)

X

2 velocidade angular da carga

I 2. torque de distarbio aplicado a carga
A

torque do motor elétrico aplicado ao €ixo

As variaveis ¢;, T, T; e @, tiveram seus sinais de diregdo adotados tais que

¢ >0 = I'>0,w0, >0, e I, >0 > aw, >0

b) Visualizagdo do sistema em forma de diagrama de blocos:

- Motor Elétrico:
ej MOTOR T
ELETRICO | =
- Sistema Mecanico:
Tj
SISTEMA wo
T -~ fr——————————
- = MECANICO
- Visualiza¢do do Conjunto:
Ti
ej MOTOR T SISTEMA wo
1 ELETRICO MECANICO

¢) Modelagem dos blocos:

- Motor Elétrico:
HI- Supondo um campo magnético permanente (imd ou estator), a

velocidade do motor ¢ fungdo da corrente de armadura.
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H2- A indutincia do enrolamento do motor € desprezivel.

Fig. 6.5
Aplicando a lei de Kirchnoff:
¢; —Raia-Kgpw, =0 (6.23)
onde:
ia :A corrente na armadura

Ra _j% resisténcia elétrica da fornte + armadura, considerada constante H3

A

Krpo, £ voltagem contra-eletromotriz, considerada proporcional a velocidade

H4
Kg 2 constante de forga contra-eletromotriz

HS5- Considerando o torque do motor proporcional a corrente ia,
T=Kria ~(6.29)

onde:
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Ky 4 constante de torque do motor

Considerando (6.23) e (6.24), vem:

T
e,-—Ra?;—-KEwo =0 (6.25)
Kr ‘
7 :E-(e,- — Ky (6.26)

Fig. 6.6

- Motor Mecanico:

H6- Considera-se os elementos puros e ideais - J rigido e apenas atrito

viscoso computado em B.

Aplicando a lei de Newton a inércia J

T+T; — Bw, = JDw, " (6.25)
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e e e e wr = Wy wr WP W W

onde:

I >

Reescrevendo 6.25:

B £ coeficiente de atrito viscoso da carga + motor
J

T+7T; =(JD+B)w,

Na forma de diagrama de blocos:

|

Ti +® 1/B

momento de inércia das massas no eixo do motor

d D+1
B
Fig. 6.7
. . n A - Do )
d) Diagrama de blocos do sistema e fungGes transferéncia —e_—(D) e 7
I
¢
l'ri
& KT | T \ 1/B
ej wo
‘o l—g— 12
KE wo
Fig. 6.8
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o Observagio: Diagramas de bloco de sistemas complicados podem ser simplificados
através de transformacdes de equivaléncia, facilitando a obtengdo de fungGes
transferéncia.

DIAGRAMA DE BLOCOS DIAGRAMA EQUIVALENTE EQUACAO
a G1 Ge b —E G1Ge —b b= Glea
_l b
° ¢ d=a-b-c
a o | i b
L_} + b= (Gl +Gy )a
—= G1tGz e
G2
R (o)
_a | G b b=\1:cH)?
L+GH
H
Para o problema em questdo:
G 2 i 6.27)
"~ Ra
B
Gy 2 1 Y (6.28)
—D+1
B
H2Kg (6.29)
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ou seja

[ GGy ) 6.30

a"’"(HGIGZH ¢ (630)
G, ] |

_ 7 6.31

“o (1+GIG2H : L

Substituindo (6.27), (6.28) ¢ (6.29) em (6.30) € (6.31), tem-se as seguintes

fungdes transferéncia:

[0 KpG
D0 (p) = (6.32)
@, K16
Do (1) = (6.33)
T; ( ) D+1
onde:
& J
T = B
—KkE U
Ra
rd/s
KEG é ganho do sistema velocidade / voltagem 2 BRa +R;2TKE [[volts]]
% KT [rd/s]

ganho do sistema velocidade / torque =

1=

KTG BRa+KTKE [kgf-m]

E o diagrama :l¢ blocos da Fig. 6.8 sera:

& EG
— E
TD+1 F
+
WO
B
+
. ET f
TD+1
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Fig. 6.9

Notas: 1) Os parimetros do sistema dependem de quantidades mecanicas e elétricas.
. KrKp : : .
2) A relagdo Ttem a mesma unidade que o coeficiente de atrito viscoso B.
a

Portanto mesmo para B = () o sistema tera “atrito viscoso”.

7. SISTEMAS DE SEGUNDA ORDEM

7.1 - Introducdo
De uma maneira genérica sistemas de 2* ordem sdo aqueles descritos pela
equacdo diferencial

2
d90+

ap
d[z

d d*q;, . da,
a g{o +ayq, = b df’ +by 3; +b,q; (7.1)

onde o caso mais importante e comum é aquele onde b} = b, =0, fornecendo:

d? d
az 9o +ay 3{0 +a,q, = 0,4 (7.2)

dr?

Da mesma forma que para sistemas de 1* ordem, pode-se definir uma forma

padrio quando se divide (7.2) por a,.

)
ay d a; d b
a %o.*.mz_ Ho y 4, =204, (7.3)
Ao dt ay, dt o
e define-se:
w, & |22 & frequéncia natural nfio amortecida [rd/s] - 74

az
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