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Considere uma familia de fendmenos cujas varidveis x; (t), ..., x,(¢) tem sua
evolugdo descrita por uma equacao diferencial da forma

x = F(t,x)
onde F : R x R" — R" é uma fung¢do que descreve a dinamica da evolucio e
x(1) = (x1(2), ..., xa(2)) € R" € 0 vetor de variaveis de estado

cujas componentes sio as quantidades que desejamos acompanhar. Tais varidveis
representam as condi¢des nas quais se encontra o processo que estd sendo modelado.

Deslocamento de um corpo

Seja x(7) a velocidade de um corpo de massa m num instante 7.
Pela Lei de Newton sabemos que

onde F(7) é a forca exercida sobre o corpo no tempo 7.
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Variaveis de controle

Se exercemos influéncia sobre o sistema através de parametros livres

wi (1), -y tm(2) obtemos x(t) = F(t,x,u)

onde u(t) = (ui(t), ..., um(t)) € R™ é chamado vetor de variaveis de controle ou
ainda entrada do sistema.

@ Note que a situacéio em que a dindmica do sistema € linear tanto na variavel de
estado x quanto na varidvel de controle « nos da

x(t) = A(t)x + B(t)u(r)

onde A(r) € R"™" e B(r) € R"™"™.
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As vezes a evolucao do sistema pode ser acompanhada somente através de um vetor
de saida y(t) = (y1(2), ..., y»(?)) € R” que depende da varidvel de estado x.

o Se a fun¢do que descreve y em relacdo a x € linear em x temos
y(t)=C()x(r)  onde  C(r) € R

@ O caso particular C(¢) = I corresponde a situagdo em que é possivel conhecer
a varidvel de estado x em todos os instantes de tempo ?.

Desta forma temos um sistema de controle dado por

{x(:) = A(f)x + B(t)u(t)
() = C(x(r)
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Estratégias de controle

Note que estratégias de controle diferentes podem alterar a dindmica do sistema. A
principio € possivel distinguir entre dois tipos de escolha para a estratégia:

i) Uma estratégia u € escolhida a priori e levada a cabo sem considerar a saida do
sistema (a saida do sistema nao influi na escolha da entrada). Este é chamado
controle de malha aberta (open-loop control) esquematizado na Figura 1(a).

ii) A escolha do controle u é feita de acordo com a saida (ou estado) do sistema.
Nesse caso temos um controle de malha fechada (closed-loop control) ou
controle de realimentacio de saida ou regulagem; veja Figura 3(b).

Xt [u !A(s)x(s) + B(s)u(s) ds X(It) 1)

O, B+ [ 46x6) + B ds al ll

Figura: 1(a) Malha aberta. Figura: 2(b) Malha fechada.
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Exemplos

Aquecimento de um quarto

Podemos utilizar os dois tipos de estratégia para aquecer um quarto:

@ No problema de controle, a estratégia de aquecimento € escolhida dependendo
da hora do dia e época do ano. A estratégia é periodica.

o Naregulagem, a estratégia de aquecimento € escolhida de acordo com a
temperatura do quarto, com a temperatura exterior e com uma temperatura de
referéncia.

Note que a regulagem pode compensar interferéncias.
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Oscilador harmo6nico

Considere o sistema mecanico

indicado ao lado. A equagdo do ?
sistema é my + by + ky = uonde m é a

massa do corpo, b o amortecimento e b o
k a constante elastica. y é a saidae u a

entrada (controle).

Figura: Massa mola amortecido.

Definindo as varidveis de estado x; () = y(t) e x2(f) = y() obtemos que
a\ (0 1 ), (0,
w) U ) )0
— X1 .
(2
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Enchimento de um reservatério d’agua

Seja I(r) o fluxo de dgua que entra no reservatorio no tempo #; x(¢) a quantidade de
dgua no reservatorio; y(r) a altura do nivel da dgua no tempo #; u(z) a abertura da
torneira para entrada de dgua. Assim /(7) = ciu(z) e y(¢) = c2x(t) que nos da:

x(t) =1(t) = ciu(t) = x(t) =x(0) +c /Ot u(s) ds

Note que o reservatorio estard cheio quando x() = Xmax 0t y(¢) = Ymax-

Heuristicamente definimos a seguinte estratégia:
@ Medir a saida y(¢);
@ Testar se y(f) = Ymax;
© Abrir ou fechar a torneira (vazao maxima ou minima);
© Voltar ao item 1.

Note que aqui se usa apenas os valores extremos do controlador.’

*Tais controles pertencem a uma familia especial chamada de controles de
Bang-Bang.
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Funcdo de transferéncia

A fungdo que permite calcular a saida y a partir da entrada u é denominada funcao
de transferéncia. A seguir damos alguns exemplos:

@ No exemplo anterior temos

y(2) = cax(t) = c2x(0) + cic2 /01 u(s)ds

com u(s) assumindo seu valor maximo ou minimo.

@ No exemplo deslocamento de um corpo temos

y(1) = x(¢) = x(0) + % /OtF(s) ds

onde F pode ser usado como um controle.
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Controlabilidade e observabilidade

Definicdo informal

a) Dizemos que um sistema de controle é controlavel quando for possivel
encontrar uma estratégia de controle u que leve o estado inicial a um estado
final desejado.

b) Por outro lado, dizemos que um sistema de controle ¢ observavel quando for
possivel reconstruir o estado inicial x(0) a partir da saida y do sistema.

V.

Discussao

@ Os dois exemplos Enchimento de um reservatorio d’dgua e Deslocamento de
um corpo sao controlaveis? Sao observaveis? Note que isso vai depender dos
controles admissiveis, ie., do conjunto de controles disponivel.
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Exemplo de controle 6timo

Aquecimento de um quarto

Queremos manter um quarto aquecido por um determinado tempo, de forma que a
energia gasta seja a menor possivel.

@ Denotamos por w(t) a temperatura do quarto no tempo 7 € [0, T]; wo = w(0)
a temperatura inicial no quarto; ¢ a temperatura constante fora do quarto; z(¢) a
diferenca de temperatura entre o quarto e seu exterior; 7o = wo — c € a
diferenca de temperatura em ¢ = 0 e u(¢) a taxa de variac¢do do calor inserido.

@ Aqui supomos a variacio de temperatura é proporcional tanto a temperatura
exterior quanto a energia utilizada no mecanismo de controle. Assim:

z= —az+ bu(t) para constantes positivas a e b.
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Exemplo de controle 6timo

Queremos que a temperatura evolua da condigéo inicial zo a z(T) = zr com gasto
minimo de energia dado por

Desta forma temos a seguinte estratégia de controle

Minimizar  J(u)
sujeito a
z=—az+bu(t); z(0)=1z e z(T) = zr.

que ¢ equivalente a

{ Minimizar  1(z) = [ L(s,z(s), 2(s)) ds
sujeito a z(0) =z e z(T) = zr.
onde L(t,z(1), z(1)) = b=2(2(r) + az(r))*.

@ Note que hd a necessidade de se estabelecer os controles admissiveis bem como
o tipo de equagdo diferencial que queremos tratar.

marcone @ime.usp.br icas em Teoria de Controle



Exemplo de controle 6timo

Da teoria do cdlculo das variagées sabemos que uma solug¢ao do problema
variacional acima satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange

oL _ oL _
9z 0tz

Isto é, satisfaz a equacdo
t—d’z=0

cuja solugdo geral é
z(t) = acsinh(at) + B cosh(at).

Supondo zo = 0 e usando que z(7') = zr obtemos que 3 =0, a = Smli% e

sinh(at) e

— e

ja que u(t) = b~ (3() + az(r)).
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Exemplo de tempo minimo

O movimento retilineo de um carro de massa m = 1 é descrito por
X =u(r)

com u : [0, T] — R representando um controle que corresponde 2 aceleragio e
frenagem do veiculo. Suponha que no instante inicial 1) = 0 o carro estd em repouso

x(0) = x(0) = 0.
No tempo T > 0 o carro deve estar parado a frente a uma distdncia de uma unidade
x(T)=1 e x(T)=0.
Supomos ainda que as ac¢des do controle estdo limitadas

lu(r)] <1 Vrel0,T].

Determinar o controle u que desloque o carro acima num tempo minimo 7.
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Exemplo de tempo minimo

Tome x; = x e x, = X. Entfo a equagio de estado de X = u(r) é dada por
)'Cl o 0 1 X1 0
(2)=05 o) () (1)

Seja f(¢) € R" uma fungdo suave, A € R"*" uma matriz constante e

Recordacio ;-)

eA=1+A+A—2+ +A—k+ .
> et g e -
k>0

sua exponencial. Entéo a solucdo de z(7) = Az(¢) + f(¢) com z(0) = zo é dada por

{1
2(f) = ez + / I (s) ds.

0

Logo
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Exemplo de tempo minimo

Veja que

()-8 737 (3o (520

x1(t):t/0t (s)ds—/otsu(s)ds e xz(t):/ot u(s) ds.

Usando que x> (7)) = x(T) = 0 obtemos que fo s) ds = 0 de onde concluimos’
T
_ 1 rel0,T)2)
xi(T) = —/0 su(s)ds e u(t) = { “1 te (T2,

Finalmente obtemos da expressdo de u e x(7T) = 1 que
2

T/2 T T
1:—/ sds+/ sds=— = T=2.
0 T/2 4

3Veremos que os controles aqui devem ser do tipo Bang-bang. Empiricamente acelera-se e freia-se o

méximo possivel.
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Exemplo de tempo minimo

Observagoes finais

1) Mais tarde veremos que o controle e valor de 7 obtidos sao 6timos.
ii) Controles do tipo Bang-bang assumem os valores extremos permitidos.

iii) Caso a restrigao |u(7)| < 1 néo seja fornecida, temos que o problema ndo possui
um tempo minimo 7 > 0. Com efeito, T, = 2/n e

un(1) :{ w PEMh)

n e (L2

sdo estratégias admissiveis (verifique) e lim,—, 1 o T, = 0.
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