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1 Séries de Fourier

Os conceitos de produto escalar e norma no R" podem ser estendidos a certos espagos de
fungoes.

Definicao 1. Seja CPla, b| o conjunto das fungoes reais continuas por partes
f:la,b — R,

considerando identicas duas fungoes que diferemm uma da outra apenas em um nimero
finito de pontos.

(a) Definimos o produto escalar ou interno das fungoes f e g pertencentes a CP|a, b],

COITC

b
(1.9) = [ f0g(w)ar

(b) Para todo vetor f € CPla,b|, definimos a norma de f denotada por ||f|| como

sendo
Il =S )

Por exemplo, se f(t) =t, g(t) = €' € C"[0, 1], entao

1 1
—[ etdt = 1.
o Jn

1
Y 1 ,
Além disso, [|fI[2 = (f.f) = [y #dt = 5| =1/3. Assim, ||f| = /TF.T) = V3/3.
O produto interno satisfaz as seguintes propriedades, que sao analogas as do produto
escalar em R™:

1
(f,g) = [ te'dt = te
Jo
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Proposicao 1. (a) Para todos os f,g € CPla,b|, (f.g) = (g, f)-

(b) Para todos os fi1, f2,g € CPla.b], (fi + f2.9) = (f1.9) + {fe.9);
(c) Para todos os f,g € CPla,b| e todo escalar oo, (af,g) = a(f, g);

(d) Para todo f € CPla,b], ||f|| =0 e f =0 se, e somente se, ||f|| = 0.

(e} Para todo vetor f € CPla,b] e para todo escalar o, ||af|| = || ||f]l;

(f) Para todos os vetores f,g € CPla,b], | {f,g)| < ||f|||lg|| (Desigualdade de Cauchy-
Schwarz);

(g) Paratodos os vetores f,g € CPla,b], ||f+gl| < ||f]|+]|g]| (Desigualdade triangular);
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Vamos, agora, estender ao espago CP[a, b| o conceito de ortogonalidade.

Definicao 2. Seja CPla,b]. Dizemos que um subconjunto nao vazio X de CPla,b] é
ortogonal se para todo par f e g de elementos distintos de X", (f,g) = 0. Neste caso
dizemos que os elementos de A’ sao ortogonais.

Exemplo 1. Seja L um nimero real maior que zero. Seja CP[—L, L] o conjunto das

fungoes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido
por

L
9= [ gt
JL
Vamos mostrar que o conjunto
wt wt 2t 2t nt nart
{l,cosf,sen—,cos en .., COS ——, SeI ——

[ P A L o

é ortogonal. |
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Como as fungoes do conjunto, exceto a primeira, sao fungoes cujas primitivas
sao periodicas de periodo igual a 2L /n, entao a integral de —L a L destas fungoes é igual
a zero e portanto elas sao ortogonais a fungao constante 1.

mit

Para m # n temos que

nwt
COS ——, COS

L

nmt
50T ——. 5611
L

vt
L

mt
L

)

B [L nwt m?rtdt_Lfﬁ J
=/, 7 7t = — _ﬁcosns sen msds

L. w
= — [ [sen(m + n)s+sen(m —n)slds =0

2

f mﬂdt = £ [ COS 118 COS M Sds
L Tt

L

2

/: [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
L
2w(m + n)

T L T
Tt pr sen(m — n)s = 0

L nt mt L /7
sen SeT1 dt = — SET1 7158 SeTl 1M.Sds
—L L L am

sen(m + n)s :

L (7

- [— cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds = 0
27

o —

Lembrando que cos(x)=cos(-x) -> funcdo par, e -sen(x) = sen(-x) -> funcdo impar
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Podemos estender a C'Pla, b o conceito de convergencia de sequéncia de niimeros reais.

Definicao 3. (a) Uma sequéncia de fungoes { fm} = { fo, f1, fo, ..., fm,...} de CPla,b|

converge para uma funcgao f de CP|a,b| se
Yima | fm — £1] = 0.

Neste caso escrevemos hm fi, = f.
M— 00

[ 4]
(b) Uma série de funcoes Z fm de CPla, b] converge para uma funcao f de CP|a, bl
m=Il
se 0 limite da sequeéncia das somas parciais converge para f, ou seja,

Jim Zm: fn=1
n=[0

Proposicao 2. Se uma segiiéncia de fungoes { [} de CP[a,b| converge para uma fun¢ao
f de CPla,b|, entdo esta funcao € tinica a menos dos seus valores em um nimero finito
de pontos.
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Proposicao 3. (a) Se uma seqiiéncia de fungies { fm} de CPla,b] converge para uma
funcao f de VWV, entdo para todo vetor g de V a seqiiéncia de nimeros reais {(fm, g)}
converge para { f,q). Ou seja, se im [, = [, entao

T—G0

Jim (frg) = ( Jim fm.g)

(h) Se uma série de funcoes Z fm de CPla,b] converge para uma funcao f de CPla,b],
m=>0

entao, para toda fun¢do g de CPla, b,

i (fm: 9) = <Z fm:§>
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Proposicao 4. Seja CPla,b], o espago das fun¢ies continuas por partes no intervalo
la,b]. Seja {go, g1, 99, .., Gn, ...} um subconjunto de V de vetores ortogonais ndao nulos.

Se
o
f= Z Cmm
m=(l

cm:%, param =10,1,2, ...

entao

Exemplo 2. Seja L um numero real maior que zero. Seja CP[—L, L] o conjunto das

fungoes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido
por

L
(f,g9) = [_L F(t)g(t)dt.

Ja mostramos no Fxemplo 1 que o conjunto

wit wt 2wt 2t nat nt
{l,ccnsf,senf,c::rs 7Sl ——, ., COS —— sen — I

é ortogonal.
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Vamos aplicar a Proposicao 4 a este conjunto. Para 1sto vamos calcular as normas dos
seus elementos.

(1,1)

I m

S—1
L
senn—ﬂ,senﬂ;ﬂ [ E.erﬁn—jTriL -_—f senﬂsds_—f [1 — cos 2nslds = L
L L Jor —7 —x

Assim, para toda fungao f € CP[—L, L] que possa ser escrita como a série

Il
.T""'""-t
- =

L,

o,

I

B

=

_ ag = mirt = mat
f{t]_?—knglamms 7 +;bmsenT, (1)

teremos que os coeficientes da série serao dados por

i
Ay, = Tf;;:;m”E = [ f(t) cos mgtdt._ param =0,1,2,... (2)
, sen T mrt
b = T|fsen T = [ f(t) sen 7 dt, param=12,... (3)

A série (1) com os coeficientes dados acima é chamada Séries de Fourier.



MAP2320

= e}
Na Proposicao 4 fizemos a suposicao de que a série Z CmJm convergla para a fungao
m=0
f. Vamos considerar o problema inverso. Dada uma fungao f € CP|—L, L] podemos

calcular os coeficientes a,, e by, usando (2) e (3) e nos perguntar se a série obtida converge
ou nao. O teorema seguinte, cuja demonstragao pode ser encontrada por exemplo em [],
afirma que para toda funcao f continua por partes em [—L, L], a série de Fourier de f
converge.

Teorema 5. Seja L um nimero real maior que zero. Para toda funcao f pertencente ao
espago das funcdes continuas por partes, CP[—L, L], a série de Fourier de f

mt - m:rrt
—|—Zamms +thsen 7

m=1

e qUE

dt param = 0,1,2, .

Am = [ f(t) cos =

b = [f( m:'rt dt, param =1,2,...

1
converge para [ na norma || f|| = (ffL{f{t]]Edt) *. Ou seja, podemos escrever

o0

_ag mt b mart
f(t) = 5 T Zamcos 7 +ﬂ;b,nsen 7

m=1
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Series de Fourier

Uma funcao f : [a,b] — R é seccionalmente continua ou continua por partes se
f(t) é continua em [a, b] exceto possivelmente em um numero finito de pontos, nos
quais os limites laterais existem. De forma analoga uma funcao f : R — IR é secci-
onalmente continua ou continua por partes se f(t) é continua por partes em todo
intervalo [a, b]. Consideramos duas funcdes continuas por partes iguais se elas dife-
rem possivelmente apenas nos pontos de descontinuidade.

Para toda funcéo f : [—L, L] — R continua por partes a série de Fourier da funcao f
é definida por
nt
n=1 n=1

em que os coeficientes sdo dados por

nit

a, = L/ ft}ms—df paran =0,1,2,... (2.2)

nt

b, = L/ ft}sen—dt paran=1,2,... (2.3)
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2.1 Teorema de Fourier

Teorema 2.1 (Fourler). Seja L um nitmero real maior que zero. Para toda fungio f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

ag nmt = nrt
Sf'[f):E'FZH"CDST"‘ZE’ sen ——,
em que
1 /L t
ay = E/‘Lf(f)cns%df paran=20,1,2,...
1/t nit
b, = E./._Lf(f)sen—L dt, paran=1,2,...

converge para f nos pontos de (—L, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

f(t) = ED Z cos nT?rf + Z by sen ”}:ﬁ, parat € (—L, L) em que f é continua.
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=xemplo 2.1, Seja L um ntimero real maior que zero. Considere a fungao

f:[-L,L] — R dada por

0 1, secL <t <dlL, . :
ft) = fi,d:]{t:l — { 0 caso cnntrgriﬂ, para c e d fixos satisfazendo —1 < c <d < 1.

FiguraparalL=1



PoL et

e L s

AN T
nm

. : 0 .
Vamos calcular a série de Fourier de f ;: d}. Fazendo a mudanca de varidveis s =

obtemos
dL ] 1 de ]
= — flat = — t=d—c,
0 L ./.:L f®) L Jeo ¢
1 gdL nt 1 gdL nt
ay = _./.:L f{t}CGSTdt:E.cL cosTdt:
1 pdL nrtt 1 pdL nrtt
b” = E ,£L f{f} sen Tiﬂ‘ = E Ja sen Tdf =
Logo,
a = nmt = nt
S_f{f} = Eﬂ + Hgl 1y COS T - ;El b, sen T
_d—c +l i sen n7td — sennrc Dsn_ﬂf
— 2 T n L

n=1

MAP2320

N7
as r)'(‘r
nrt
L

1 nrd
—sens} , paran=12,...
nit nc

1 nd
———coss| , paran=1,2,...

nit nmc

nrt

o

COS N7IC — cos nitd
7

l o0
+EZ

n=1



=xemplo 2.3, Vamos calcular a série de Fourier da funcio f : [—7, 1] — R dada por
0, se—m<t<—m/4
fly=4 1, se—m/d<t<m/2
0, sem/2<t<m

Usando a notacao do Exemplo 2.1, podemos escrever

Portanto usando os coeficientes que obtivemos para f, E-?f]' no Exemplo 2.1, com

c:—ledzétemﬂsque

4

S_f :% %Z%(s&nﬂ—l—m—:—nﬂ)msnf—l—l Z 1 (cosE—msE)senni.

4 7T 7 2 4

n=1 n=1

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que f pode ser representada por sua série de
Fourier

ni nit

IIII'UJ

ft) = 5¢(t) =

2 4 4

paraf;é—gef#g.

<1 Nt nit 1 21
Z—( n——l—sen—)cnsnf—l——[—(cns——cos—)s&nnf,
— N TN
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0.5+ i
I i -
- -mf2 2 b
¥
‘ N=2
1.5+
N
.,
-+ |
05 o t
| — —— -
- -2 2 b
Y
‘i N=4
1.5+
ST
0.5+ \ i
t= B !
- -T2 w2 b

1 .y MAP2320
4 2
AV :
15+
s 0.5+ s t
% —f—-
- -T2 2 T
‘ y N=3
1.5+
AN
- \\ t
= — ] -
- -T2 w2 n
‘ Y 10
1.5+
) 0.5+ t
| +— S -
- -T2 2 T

Figura 2.1 — Somas parciais da série de Fourier da fun¢ao do Exemplo 2.1, para N

01,234 10



As fungoes cos ™ e sen™ sio periddicas com periodo (fundamental=menor

periodo) igual a %, paran =1,2,3... Assim 2L é periodo comum a todas elas. Logo
a série de Fourier de uma funcéo f : [-L, L] — R é periédica de periodo T = 2L. O

termo constante

an 1 / L

— = = t)dt

> =1/, W

representa a média da funcdo f no intervalo [—L, L] e estd escrito desta forma {H—zﬂ e

ndo simplesmente ap) somente para que a férmula que vale para os coeficientes dos
cossenos da série de Fourier fique valendo também para o termo constante (n = 0).

MAP2320

Como a série de Fourier é periédica de periodo 2L ela pode ser entendida como a

série de Fourier da extensdo periodica de f, f : R — R, que é definida por

o

f(ty=f(t), setec[-L L] eétalque f(t+2L)= f(t).

Ou seja, a série de Fourier de f é a mesma série de Fourier de f que € a funcdo que
é periédica de periodo 2L e que coincide com f no intervalo [—L, L]. Assim temos a

versdo do Teorema de Fourier para funcoes periodicas.
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Teorema 2.2 (Fourler para Funcoes Periodicas). Para toda funcio f : R — R periédica de periodo 2L, continua
por partes tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

Sf(t) —_ + Z ﬂncosn—m+ Z bnsenn—m,
- n=1 L n=1 L

em que
ay = ! /L f[t)cosnmdt aran =0,1,2
H - L /1 L p R A e B
L
by = %./_Lf(tjsennTMdt' paran =1,2,...
converge para f nos pontos em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

f(t) = %ﬂ + E1 ay cos HTm + n§1 by sen HTm, para t € R em que f é continua.
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Exemplo 2.4, Vamos calcular a série de Fourier da funcio ¢ : R — R dada por

0, se—m<f<—m/4
g(t) = 1, se—m/4<t<m/2 etalque g(t+2m)=gl(t)
0, sem/2<t<m

Esta funcdo € a extensdo periddica da funcao f = f ; com periodo igual a 27.
7

Logo a sua série de Fourier ¢ a mesma da funcao do Exemplo anterior

il( n?T+ H?T) H_li]( 7T H?I) i
— | sen — 4+ sen — | cosn cos — — Ccos — | sen nf.
—n 4 TN 2 4

H=

3
Sg(t) =5+

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que g pode ser representada por sua série de
Fourier

3 121 nit nit 1 &1 nm nit
g(t) =S¢ =gt = g - (sen— +senT) msnf+E ; - (cos— —C{}ST) sen nt,
T 7T
parai#—1+2n?rei#i+2nﬂ,nEE.
4 Y
1.5+
AR ol )
A \ | A | A N
5nf2 2n “3m2 - w2 2 n 302 n ) t

Figura 2.2 — Soma parcial da série de Fourier da funcdo do Exemplo 2.4, com N = 10
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Instrumentos necessarios para obter séries de Fourier

Tabelas de integrais Relagdes trigonométricas

http://integral-table.com/
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Basic Forms

J{g‘d.r “;Ilg“" o]

f%«b In} (=)

fm.- u;-_fm (1)

J T LR )
Integrals of Rational Functions

L .

.||r[:|n]’1 “Tia 2

‘Jr[: +a)*dr %.n! -1 (]

f![!lﬂ}i? . I?“I |£‘|II ?} = (ﬂ

[t U
[t ger

iz
N
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TRIGONOMETRIC IDENTITIES
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Um primeiro exercicio: Encontre a série de Fourier para a fun¢ao do exercicio:

) . , = (2)
Determine a série de Fourier da funcio _fl_,' 1

. 2
_}i}f{.{”:{g, seclL <t <dL,

caso contrario,

g ]';I'Hf = nrt
5__- — E g n COS + ”21 b, sen — I
i
Ay = - f f{f}ms nr dt paran=0,1,2,...
b, = f f(t)sen n df, paran =1,2,...
+ Tabelas de integrais

: [-L,L] — R dada por

para c e d fixos satisfazendo —1 < c < d < 1.

£=L S s
i nT+
[ F=-L STTE
+ B nr dx de = L ds
(£ nm
+ RelagcOes trigonométricas

Escolha um valor arbitrario para c e d e implemente um codigo python que
calcula a série e compara com a funcao plotando o grafico de ambas
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MAP 2320 - METODOS NUMERICOS EM EQUACOES
DIFERENCIAIS II

22 Semestre - 2020

Roteiro do curso

* Introducao

e Séries de Fourier

 Método de Diferencas Finitas
 Equacao do calor transiente (parabdlica)
 Equacao de Poisson (eliptica)
 Equacao da onda (hiperbdlica)



