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Notacao e definicoes

Escreveremos v = v¢x1 para denotar um vetor de dimens3o s, ou seja, um

vetor com s linhas e 1 coluna:

Vi

V2

Vs

Obs: Outra notacdo v.
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Multiplicacdo por escalar

cw

C Vo

=] & = E DA
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Sejam v = vsx1 € ¢ € R um escalar. Define-se o produto c.v = ¢ v como



Soma de dois vetores

Sejam v = vsx1 € W = Wsx1. Define-se a soma de dois vetores como

vy + wy
Vo + wp

Vs + Ws
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Notacao e definicoes

Escreveremos A = A« m para denotar uma matriz de dimens3o n X m, ou

seja, uma matriz com n linhas e m colunas:

dil1 d12 ... dim

do1 a2 ... am
A=

dnl dn2 ... dnpm

Obs 2: Quando A = A,xn, dizemos que A é uma matriz quadrada de

ordem n.
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Multiplicacdo por escalar

Seja A= A xm uma matriz n x me ¢ € R um escalar. Define-se a
multiplicacdo de uma matriz por um escalar como

cai; Cai2 ... Caim
Ccay Caxyp ... Caym

cA=
Capnr Cap2 ... Capm
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Soma de duas matrizes

Sejam A= A,xm € B = Bpxm duas matrizes de mesma dimens3o. A soma

A+ B é uma matriz n X m em que

ail+bi1 a2+ b ... aim+ bim

a1+ b1 anm+by ... am+ b
A+ B— m | m

anl + bnl an2 + bn2 ... a@mm-+t bnm
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Produto de duas matrizes

Sejam A = A,xm € B = Bmxp duas matrizes. O produto AB é uma

matriz n X p em que

AB =

r m
> aiibn
i=1

- .
> anibin

L i=1

m
> aiibip
i=1

m
Z anibip
i=1
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Matriz transposta e vetor transposto

A matriz transposta de A é denotada por AT e é definida como:

alil ani ... dnpl

dl1o ano ... danp2
AT =

dlm a2m --- Adnm

O vetor transposto de v é denotado por v ' e definido como

!T= Vi Vo ... Vs].
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Produto interno entre dois vetores

Sejam v = vsx1 € w = wsx1. Define-se o produto interno de dois vetores
como

!TVNV: viwg +vows + ...+ vews € R.
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Notacao e definicoes

Seja A = A, xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = vgx1 um

vetor com s linhas.

@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
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Notacao e definicoes

Seja A = A, xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = vgx1 um

vetor com s linhas.
@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.

@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

Prof. Cibele Russo ICMC USP 11/40



Notacao e definicoes

Seja A = A,xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = v¢x1 um

vetor com s linhas.
@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

© tr(Anxn) = trA é o trago de A = soma dos elementos da diagonal
principal de A.
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Notacao e definicoes

Seja A = A,xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = v¢x1 um
vetor com s linhas.

@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

© tr(Anxn) = trA é o trago de A = soma dos elementos da diagonal
principal de A.

@ A1 é a matriz inversa de A, se A admitir inversa.
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Notacao e definicoes

Seja A = A,xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = v¢x1 um

vetor com s linhas.
@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

© tr(Anxn) = trA é o traco de A = soma dos elementos da diagonal
principal de A.

@ A1 é a matriz inversa de A, se A admitir inversa.

@ dim(A) = dim A é a dimensdo de A, em geral no formato
(#linhas x #colunas).
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Notacao e definicoes

Seja A = A,xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = v¢x1 um

vetor com s linhas.
@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

© tr(Anxn) = trA é o traco de A = soma dos elementos da diagonal
principal de A.

@ A1 é a matriz inversa de A, se A admitir inversa.

©

dim(A) = dim A é a dimens3o de A, em geral no formato
(#linhas x #colunas).

@ r (A) é o posto de A = ordem da maior submatriz de determinante

n3o nulo de A.
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Notacao e definicoes

Seja A = A,xm uma matriz real com n linhas e m colunas e v = v¢x1 um

vetor com s linhas.
@ AT é a matriz transposta de A, v' é o vetor transposto de v.
@ det(Apxn) = det A= |A| é o determinante de A.

© tr(Anxn) = trA é o traco de A = soma dos elementos da diagonal
principal de A.

@ A1 é a matriz inversa de A, se A admitir inversa.

©

dim(A) = dim A é a dimens3o de A, em geral no formato
(#linhas x #colunas).

@ r (A) é o posto de A = ordem da maior submatriz de determinante

n3o nulo de A.
@ /, = | é a matriz identidade de ordem n.
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Notacao e definicdes

I, = | é a matriz identidade de ordem n.

o = = £ DA
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Definicoes e resultados matriciais

Dependéncia linear de vetores

Sejam vi, ..., v, m vetores, cada um com n linhas, v; e R", i =1,...,m.
O conjunto {vi,...,¥m} é um conjunto de vetores linearmente
independentes (li) se

cavi+...+cmvm=0 = ca=..=cn=0.

Caso contrério dizemos que {vi,...,¥m} € um conjunto de vetores
linearmente dependentes (Id).
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Propriedades da matriz inversa

@ Se A,xn admite inversa, entdo A é dita n3o singular. Caso contrério,
A é singular.
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Propriedades da matriz inversa
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A é singular.

@ Se A,xn admite inversa, digamos A~L entdo a inversa é Unica.
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Propriedades da matriz inversa
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Propriedades da matriz inversa

@ Se A,xn admite inversa, entdo A é dita n3o singular. Caso contrério,
A é singular.

@ Se A,xn admite inversa, digamos A~L entdo a inversa é Unica.
Q@ AAl=AtA=,

Q0 (AH)tl=A

© Anxn € Bnx, ndo singulares = (AB)™1 = B71A°L
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Propriedades da matriz inversa

@ Se A,xn admite inversa, entdo A é dita n3o singular. Caso contrério,
A é singular.

@ Se A,xn admite inversa, digamos A~L entdo a inversa é Unica.
Q@ AAl=AtA=,

Q0 (AH)tl=A

© Anxn € Bnx, ndo singulares = (AB)™1 = B71A°L

@ Apxn ndo singular e k # 0 um escalar = (kA)~! = (1/k)A~L.
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Propriedades da matriz transposta

O A= AT = A é simétrica.

=] & = E DA
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Propriedades da matriz transposta

O A= AT = A é simétrica.

@ ATAe AAT s3o simétricas.

o = = £ DA
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Propriedades da matriz transposta

O A=AT = A é simétrica.
@ ATAe AAT s3o simétricas.

© Ae B matrizes; 3 AB = (AB)T = BTAT.
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Propriedades do determinante de uma matriz

O A,xn e Bnoxn = det(AB) = det(A) det(B).

o = = £ DA
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Propriedades do determinante de uma matriz

O A,xn e Bnoxn = det(AB) = det(A) det(B).
@ det(Apxn) = 0 = A é singular.
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Propriedades do posto de uma matriz

O Awn=r (A) =r (AT)

=] & = E DA
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Propriedades do posto de uma matriz

O Awn=r (A) =r (AT)

@ Apn=r1(A)=r(ATA) =r (AAT).

o = = £ DA
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Propriedades do posto de uma matriz
O Apxn=r (A) =r (AT)

@ Apn=r1(A)=r(ATA) =r (AAT).
O det(Anxn) =0=r (A) <n.

Prof. Cibele Russo ICMC USP 17 /40



Propriedades do posto de uma matriz

Anxn = 1 (A) =1 (AT).
Anxn = 1 (A) =1 (ATA) =r (AAT).
det(Anxn) = 0=r (A) <n.

© © © ¢

Apxm (n>m), r =r (A) é o nimero de colunas linearmente
independentes de A, r < m.

Se r = m entdo A é de posto completo. Caso contrario A é de posto
incompleto.
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Propriedades do posto de uma matriz

@ Anxn =1 (A) =1 (AT).

@ Anxn =1 (A) =1 (ATA) =1 (AAT).

O det(Anxn) =0=r (A) <n.

@ Ay,xm (n>m), r =r (A) é o nimero de colunas linearmente
independentes de A, r < m.
Se r = m entdo A é de posto completo. Caso contrario A é de posto
incompleto.

@ A,xm (n< m), r =r (A) éo nimero de linhas linearmente
independentes de A, r < n.

Se r = n ent3o A é de posto completo. Caso contrério A é de posto

incompleto.
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Propriedades do traco de uma matriz

@ Traco de uma matriz tr(AB) = tr(BA),
se AB e BA estiverem definidos.

=] & = E DA
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Matrizes ortogonais

@ P,y, éortogonal < P 1=pPT.

=] & = E DA
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Matrizes ortogonais

@ P,y, éortogonal < P 1=pPT.

@ P é ortogonal = PTP=1I,.

o = = £ DA
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Matrizes ortogonais

@ P,y, éortogonal < P 1=pPT.

@ P é ortogonal = PTP=1I,.

@ P é ortogonal = det P = £1.

o = = £ DA
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Matrizes ortogonais

@ P,y, éortogonal < P 1=pPT.

P é ortogonal = PTP =1, .

P é ortogonal = det P = £1.

® Xnx1 € Ynx1 S30 ortogonais se x 'y = 0.
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Raizes caracteristicas (autovalores)

@ As raizes caracteristicas ou autovalores de uma matriz A,x, sao

solucdes em A\ da equacdo det(A — \/,) = 0.
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Raizes caracteristicas (autovalores)

@ As raizes caracteristicas ou autovalores de uma matriz A,x, sao

solucdes em A\ da equacdo det(A — \/,) = 0.

@ A soma das raizes caracteristicas de A é trA.
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Raizes caracteristicas (autovalores)

@ As raizes caracteristicas ou autovalores de uma matriz A,x, sao

solucdes em A\ da equagdo det(A — Al,) = 0.
@ A soma das raizes caracteristicas de A é trA.

@ O produto das raizes caracteristicas de A é det A.
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Raizes caracteristicas (autovalores)

@ As raizes caracteristicas ou autovalores de uma matriz A,x, sao

solucdes em A\ da equacdo det(A — \/,) = 0.
@ A soma das raizes caracteristicas de A é trA.
@ O produto das raizes caracteristicas de A é det A.

@ Ser (Anxn) = p entdo (n-p) raizes da equagdo det(A — Al,) = 0 sdo
nulas.
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Classificacdo de matrizes

@ A,«, é positiva definida <—
A = PT P para alguma matriz P n3o singular ou
as raizes caracteristicas de A s3o todas positivas ou

ailr 412

aj1 > 0,det l ] >0,...,detA> 0.

a1 a2
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Classificacdao de matrizes

@ A,«, é positiva definida <—
A = PT P para alguma matriz P n3o singular ou
as raizes caracteristicas de A s3o todas positivas ou

ailr 412

aj1 > 0,det l ] >0,...,detA> 0.

a1 ax
@ Se A,xn é positiva definida entdo r (A) = n e a; > 0 para todo

i=1,...,n.
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Classificacdao de matrizes

@ A,«, é positiva definida <—
A = PT P para alguma matriz P n3o singular ou
as raizes caracteristicas de A s3o todas positivas ou

ailr 412

aj1 > 0,det l ] >0,...,detA> 0.

a1 ax
@ Se A,xn é positiva definida entdo r (A) = n e a; > 0 para todo

i=1,...,n.

© PTAP ¢ positiva definida para toda matriz P, , ndo singular.
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Classificacdo de matrizes

@ A,xn é positiva semidefinida <~
3 Byxn com r (B) < ntal que B"B = Aou
as raizes caracteristicas de A

sdo ndo negativas com no minimo uma igual a zero.
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Classificacdo de matrizes

@ A,xn é positiva semidefinida <~
3 Byxn com r (B) < ntal que B"B = Aou
as raizes caracteristicas de A
sdo ndo negativas com no minimo uma igual a zero.
@ Se A,xn é positiva semidefinida entdo r(A) < n e a; > 0 para todo

i=1,...,n.
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Classificacdao de matrizes

@ A,xn é positiva semidefinida <~
3 Byxn com r (B) < ntal que B"B = Aou
as raizes caracteristicas de A
sdo ndo negativas com no minimo uma igual a zero.

@ Se A,xn é positiva semidefinida entdo r(A) < n e a; > 0 para todo

i=1,...,n.

@ PTAPé positiva semidefinida para toda matriz P,yp.
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Classificacao de matrizes

@ A,x, é negativa definida se -A,«x, é positiva definida.

o = = £ DA
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Classificacdo de matrizes

@ A,x, é negativa definida se -A,«x, é positiva definida.

@ A,«n é negativa semidefinida se -A,x, é positiva semidefinida.
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Classificacdo de matrizes

@ A,x, é negativa definida se -A,«x, é positiva definida.
@ A,xn é negativa semidefinida se -A,«, é positiva semidefinida.

© AT A é positiva definida se A tem posto completo.
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Formas quadraticas

@ A funcgdo f(xi, ..., xn) de n varidveis reais é uma forma quadratica se
T
f(X17 "'7Xn) =X A%a

com x = (x1,...,%,)" € A= Aux, uma matriz simétrica

(matriz da forma quadratica).

Prof. Cibele Russo ICMC USP 24 /40



Formas quadraticas

@ A funcgdo f(xi, ..., xn) de n varidveis reais é uma forma quadratica se
T
f(X17 "'7Xn) =X A%a
com x = (x1,...,%,)" € A= Aux, uma matriz simétrica

(matriz da forma quadratica).

@ A forma quadréatica mais simples é f(x) = a;1x°.
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Classificacdo de formas quadraticas

@ A forma quadrética (x' Ax) é positiva definida se

(x" Ax) > 0 para todo x # 0.
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Classificacdo de formas quadraticas

@ A forma quadrética (x' Ax) é positiva definida se

(x" Ax) > 0 para todo x # 0.

@ A forma quadratica (x' Ax) é positiva semidefinida se
()~<TA>~<) >0 para todo x #0

e (x" Ax) = 0 para pelo menos um x # 0.
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Autovalores e autovetores

Seja Apxn uma matriz qualquer. Dizemos que (A, v), com v # 0, é um par

de autovalor e autovetor de A se

Av = Av.
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Autovalores e autovetores

Seja Apxn uma matriz qualquer. Dizemos que (A, v), com v # 0, é um par

de autovalor e autovetor de A se

Av = Av.

Seja Axxkx € uma matriz positiva definida, entdo A tem k pares de

autovalor e autovetor,

(>\17,€1)7 ey ()\ku,evk)~
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Autovalores e autovetores

Se Aixk é uma matriz positiva definida com pares de autovalor e
autovetor dados por

()\1791)7 DRI ()\ka,e,k)~
Ent3o os autovetores sempre podem ser escolhidos de tal forma que
l=eler=...=ej e

eg?—gj:0paratodo ihj=1,....kei#j.
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Matrizes idempotentes

@ B,«, é idempotente se B = BB.

=] & = E DA
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Matrizes idempotentes

@ B,«, é idempotente se B = BB.

@ Se A é idempotente, entdo r (A) = tr(A).

=] & = E DA
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Matrizes idempotentes

@ B,«, é idempotente se B = BB.
@ Se A é idempotente, entdo r (A) = tr(A).
© Se A— B é idempotente, entdo r (A— B) =r (A) —r (B).
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Matrizes idempotentes

Sejam X, (p+1) com n > (p+ 1) e posto p + 1 (posto completo) e
H = X(XTX)™1XT a matriz hat ou chapéu. Entdo

@ H é idempotente.
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Matrizes idempotentes

Sejam X, (p+1) com n > (p+ 1) e posto p + 1 (posto completo) e
H = X(XTX)™1XT a matriz hat ou chapéu. Entdo

@ H é idempotente.
@ (/ — H) é idempotente.
© H e (I — H) sdo ortogonais, ou seja, (I — H)H = 0.
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Matrizes idempotentes

Sejam X, (p+1) com n > (p+ 1) e posto p + 1 (posto completo) e
H = X(XTX)™1XT a matriz hat ou chapéu. Entdo

@ H é idempotente.

@ (/ — H) é idempotente.

© H e (I — H) sdo ortogonais, ou seja, (I — H)H = 0.
Qr(H)=r(X)=p+1.
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Matrizes idempotentes

Sejam X, (p+1) com n > (p+ 1) e posto p + 1 (posto completo) e
H = X(XTX)™1XT a matriz hat ou chapéu. Entdo

@ H é idempotente.

@ (/ — H) é idempotente.

© H e (I — H) sdo ortogonais, ou seja, (I — H)H = 0.
Qr(H)=r(X)=p+1.
@r(I-H)=n—(p+1).
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Decomposicao espectral

A decomposicao espectral de uma matriz simétrica Ay é dada por

A= \eie] +...+ Acexep

com A1, ...\ autovalores de A com ey, ..., e, autovetores
correspondentes, tais que

T T T
l=ge1=...=¢gcereeg =0,

paratodo/i,j=1,..., kei=#].
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Decomposicao espectral

Seja A uma matriz positiva definida com decomposicio espectral
k
A:)\lglngwL...—i—)\kgng = )\,-g,-g,-T
i=1

e seja

(continua...)
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Decomposicao espectral

Ent3o podemos escrever

com
A0 0
0 X 0
0 O Ak
e A\; > 0.
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Decomposicao espectral

k

Além disso, A7 = PATTPT =) xg;g?, ja que
i=1 "

(PAPTY(PATLPTY = PAPTPATIPT = 1.

=] & = E 2ENE
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Decomposicao espectral

VA0 ... 0
0 0 ... VX

Def. A raiz quadrada de A é denotada por A'/2 e pode ser escrita na forma

k
Al/2 = Z \/)\,-g,-g,-T e tem as seguintes propriedades
i=1

O (A/2)T = A1/2 (simétrica),
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VA0 ... 0
0 0 ... VX

Def. A raiz quadrada de A é denotada por A'/2 e pode ser escrita na forma

k
Al/2 = Z \/)\,-g,-g,-T e tem as seguintes propriedades
i=1

O (A/2)T = A1/2 (simétrica),
[9) A1/2A1/2 = A,
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Decomposicao espectral

VA0 ... 0
0 0 ... VX

Def. A raiz quadrada de A é denotada por A'/2 e pode ser escrita na forma

k
Al/2 = Z \/)\,-g,-g,-T e tem as seguintes propriedades
i=1

@ (AY2)T = A2 (simétrica),
[9) Al/2A1/2 — A,
[s) (A1/2)—1 — PA_1/2PT,
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Decomposicao espectral

VA0 ... 0
0 0 ... VX

Def. A raiz quadrada de A é denotada por A'/2 e pode ser escrita na forma

k
Al/2 = Z \/)\,-g,-g,-T e tem as seguintes propriedades
i=1

(1] (Al/z)—r = A2 (simétrica),

@ Al2A2 — A

© (AY/2)~1 = pA-1/2pT,

0O AV2(AU2)1 = |,

O A 12AY2 = A=l em que A71/2 = (A1/2)~1,
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Outras decomposicoes

@ Uma matriz simétrica pode ser fatorada como
A=ILDLT

onde L é uma matriz triangular inferior e D é uma matriz diagonal.
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singular tal que
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(Decomposicdo de Cholesky).
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Outras decomposicoes

@ Uma matriz simétrica pode ser fatorada como
A=ILDLT

onde L é uma matriz triangular inferior e D é uma matriz diagonal.
@ A é positiva definida se e somente se existir uma matriz W n3o

singular tal que
A=ww'

(Decomposicdo de Cholesky).
© Para A, positiva definida, existe uma (nica matriz triangular
superior T tal que
A=T'T

com t;; >0 paratodoi=1,...,p.
35/40



Produto de Kronecker

Sejam Amxn = (ajj) € Bpxq = (bjj).
O produto de Kronecker entre A e B é definido por

(A® B)mpxng = (a;B).
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Produto de Kronecker

Propriedades do produto de Kronecker
O 0RA=A®0=0

o = = £ DA
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Produto de Kronecker

Propriedades do produto de Kronecker
O IRA=AR0=0
@ A+B)eC=(A(C)+ (B ()
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Produto de Kronecker

Propriedades do produto de Kronecker

O 0RA=AR0=0

@ A+B)eC=(A(C)+ (B ()

O AR(B+C)=(AB)+ (A ()

Q aA®bB = ab(A® B), com a,b € R

@ (AB)® (CD)=(A® C)(B® D)

O (A®B) 1=A"1®B1se Al e B! existirem
Q9 (AeB)'=AT®BT

QO (AeB)(A 1B )=

QO A®(Be(C)=(A®B)® C.
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Operacoes com matrizes em blocos

Sejam A, B, C, ... matrizes com dimensdes adequadas em cada caso.

AB C| [A B C]_
D E F D E* F*|

desde que as somas sejam possiveis.

A+A* B+B* C+C*
D+D* E+E* F+F*
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Operacoes com matrizes em blocos

Sejam A, B, C, ...
o

A B C

| D E F
12

P Q

| R S

NE

E
G

|

desde que as somas sejam possivei

|

B* C* ]
E* F*

PE + QG |

A+ A" B+ B*
D+D* E+E*

Y

RE +SG

desde que os produtos sejam possiveis.
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F+ F*
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Operacoes com matrizes em blocos

Sejam A, B, C, ...

o
A B C

| D E F
desde que as

Ml

2]

A* B* C* |
] [ D* E* F*

somas sejam possivei

A+ A" B+ B*
D+D* E+E*

Y

E]l [ PE+QG]
G| | RE+SG |

desde que os produtos sejam possiveis.

AT T
BT DT
mxn nxXm

Prof. Cibele Russo ICMC USP

A B
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matrizes com dimensGes adequadas em cada caso.

C+cC*
F+ F*

9y
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Inversas de matrizes em blocos

Seja B uma matriz particionada em blocos,

B B
B_ [ 11 B2 ]
Bo1 B

em que Bj1 e Byy sdo matrizes quadradas n3o-singulares.
Entao

g1 _ (Bi1 — B12B5y' By) 7t —B1'Bia(Bas — By By Bio) 7t
— B3, Bo1(Bi1 — B12B5y' Bor) 7t (B2 — Bo1Byi*Bio) !
e
|B| = |Bazl|B11 — B12B3;" Bo1| = | Bu1l|Bz — B21 Byy' Bua
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Inversas de matrizes em blocos

Seja B uma matriz bloco diagonal

Bii O 0
B = 0 Bx» O
0 0 Bss

em que Bj1, By e Bsz sao matrizes quadradas n3o-singulares.

B 0 0

Entio B'=| 0 By 0
0 0 By

e |B| = |Bu1][B22|| Bss|-

O resultado vale para matrizes bloco diagonal de maior dimens3o.
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