Aula 4

Curvas parametrizadas em R", n = 2,3



Aula 4

Curvas parametrizadas em R? (curvas planas)

Definicao

Seja | C R um intervalo. Uma funcdoy : | — R? é chamada uma
curva em R?. O conjunto Imy = {y(t) € R?t € I} é chamado
imagem ou trajetéria dey. Escrevemos y(t) = (x(t),y(t)) e
chamamos as fungées x(t) e y(t) as funcées componentes dey. A
varidavel t é chamado de pardmetro de y.

Exemplo

Suponha | C R um intervalo e f : | — R uma funcdo. A curva
v:l = R? y(t) = (t,f(t)) é uma curva cujo a imagem é o
grdfico da funcdo f.
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Exemplo
Sejay : [0,2m — R?, y(t) = (cost,sint). A imagem dey € a
circunferéncia de centro em (0,0) e raio igual a 1.

De fato, x =cost, y =sint & x> 4+ y?> = 1.

Exemplo
Sejay :[0,2m — R?, y(t) = (2cost,3sint). A imagem devy é a
elipse de centro em (0,0) de raios iguais a 2 e 3.

De fato, x = 2cost, y =3sint & 3 =cost, ¥ =sint &
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Definicao

Sejay:l — R?, y(t) = (x(t),y(t)) uma curva e ty ponto de
acumulacdo de |. Dizemos que L = (L1, L,) € R? é limite de y(t)
quando t tende a ty se lim_¢, x(t) = L1 e limey, y(t) = Lo.
Neste caso, escrevemos

lim y(t) = L.

t—tp

Exemplo

Seja y(t)

= (t, %), Temos que
limeoy(t) = (limeo t, limeo 22) = (0,1).
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Definicao

Sejay:l — R? y(t) = (x(t),y(t)) uma curva e ty € I. Dizemos
que 'y € continua em ty se as fungdes componentes x(t) e y(t)
forem continuas em ty, isto €,

lim y(t) = v(to).

t—to

Exemplo
Seja y(t) = (t,et). Temos que

lim y(t) = (lim t, lim e*) = (0,1) =v(0)

t—0 t—0 " t—0

portanto 'y é continua em t = 0.
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Definicao
Sejay:l — R?, y(t) = (x(t),y(t)) uma curva e ty um ponto
interior de I. Definimos a derivada de y em ty por

v(t) —v(to)

t—tp t— to

se o limite existe.

Observacido: Geometricamente, olhamos y’(ty) como um vetor
tangente a trajetéria de 7y, no ponto y(tg). Quando t tende a tg o

vetor
v(t) —v(to)
t— 1o

tende ao vetor tangente y/(tg) a trajetéria de y em y(tp).
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Teorema

Sejay:l — R?, y(t) = (x(t),y(t)) uma curva e ty um ponto
interior de |. Entdo y € derivavel em ty se e somente se as fungdes
componentes x(t) e y(t) forem derivdveis em ty. Neste caso,
temos que v'(to) = (x'(to),y'(t0))-

Exemplo
a) Sejay(t) = (2 +1,t3 +t—1). Entdoy'(t) = (2t,3t> +1).

b) Seja y(t) = (2cost,3sint). Entdo y'(t) = (—2sint,3cost).
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Curvas parametrizadas em R* (curvas espaciais)

Definicao

Seja | C R um intervalo. Uma funcdoy : | — R3 é chamada uma
curva em R3. O conjunto Imy = {y(t) € R3;t € I} é chamado
imagem ou trajetéria dey. Escrevemos y(t) = (x(t), y(t),z(t)) e
chamamos as fungées x(t), y(t) e z(t) as funcées componentes de
v. A varidvel t é chamado de pardmetro de y.

Exemplo

Sejay :[0,2m] — R3, y(t) = (cost,sint,1). A imagem dey é
uma circunferéncia situada no plano z =1, com centro em (0,0, 1)
e raio igual a 1.
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Exemplo
Sejay:R — R3, y(t) = (t,t,t). Aimagem dey é uma reta
passando por (0,0,0).

Exemplo

Sejay :[0,4+00) — R3, y(t) = (cost,sint,t). Aimagem devy é
uma hélice circular em cima do cilindro de centro em (0,0,0) e
raio igual a 1.
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Definicao

Sejay:l — R3, y(t) = (x(t),y(t),z(t)) uma curva e ty ponto de
acumulacdo de I. Dizemos que L = (Ly, Lo, L3) € R? é limite de
Y(t) quando t tende a ty se lime_y¢, x(t) = L1, lime—y, y(t) = Lo e
lim¢_¢, z(t) = L3 . Neste caso, escrevemos

lim y(t) = L.

t—tp

Exemplo
Seja y(t) = (¢, S‘i—’t‘t, t+1). Temgs que
lime 0 y(t) = (limeo 8, im0 22, lime o t +1) = (0,1, 1).
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Definicao

Sejay:l — R3, y(t) = (x(t),y(t)) uma curva e ty € |. Dizemos
que 'y € continua em ty se as fungcdes componentes x(t), y(t) e
z(t) forem continuas em ty, Isto €,

lim y(t) =v(to).

t—to

Exemplo
Seja y(t) = (t,et,cost). Temos que

lim y(t) = (lim t, lim ef, lim cos t) = (0,1,1) = vy(0)

t—0 t—0 " t—0 t—0

portanto y é continua em t = 0.
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Definicao
Sejay:l — R3, y(t) = (x(t),y(t),z(t)) uma curva e tg um
ponto interior de |. Definimos a derivada de y em ty por

v(t) —v(to)

t—tp t— to

se o limite existe.

Observacido: Geometricamente, olhamos y’(ty) como um vetor
tangente a trajetéria de 7y, no ponto y(tg). Quando t tende a tg o

vetor
v(t) —v(to)
t— 1o

tende ao vetor tangente y/(tg) a trajetéria de y em y(tp).
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Teorema

Sejay: | — R3, y(t) = (x(t),y(t),z(t)) uma curva e tg um
ponto interior de |. Entdo vy € derivavel em ty se e somente se as
funcées componentes x(t), y(t) e z(t) forem derivdveis em tg.
Neste caso, temos que y'(tg) = (x'(to),y’(to), 2z’ (to).

Exemplo
a) Sejay(t) = (2 + 1,3+t —1, %) Ent3o
Y'(t) = (2,32 +1,—%).

b) Sejay(t) = (2cost,3sint,et). Entdo
v'(t) = (—2sint,3cost, et).
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