EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS - INTRODUCAO

1. INTRODUCAO

Uma equacao da forma

(1> F(xayaylayﬂa'” 7y(n)) = 0.
na qual F' é uma funcao real de n 4+ 2 variaveis, £ uma variavel
real e y,vy,y", -+, y"™ denotam uma funcdo real da varidvel z e

suas derivadas até ordem n. ¢ denominada equacao diferencial
ordinaria de ordem n.

Dizemos que a equacao esta na forma normal se a derivada de
ordem mais alta y™), estiver escrita em funcao das demais ou seja,
se a equacao estiver na forma

(2> y(n) — f(CC, Y, yla ylla e ’y(n—l)).

Exemplo 1.1. A equacdo z%y" — cos(2zy") + e¥ — 23e* =0 ¢
uma EDO de 3% ordem que pode ser escrita na forma normal:
" cos(2xy’) vy

_ . 2x
Yy =—2 7 T reT.

Observemos, para futura referéncia que, na forma normal, a
equacao nao esta definida para x = 0.

Definicao 1.2. Uma funcao ¢ definida em um intervalo I € uma
solugao da E.D.O. no intervalo I, se ¢ é derivdvel até ordem n
em I e Fx, 0, (x), 0" (), -, 0" () =0, para todo x € I.

Observacao 1.3. As solucoes de devem estar definidas sem-
pre em intervalos.
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Exemplo 1.4. A funcao y = %az‘l ¢ uma solucao da equacao

y = :zjyl/Q. no intervalo I = (—007 +OO)'

Exemplo 1.5. A funcio y = 2, definida em I = (—o0,0) € uma
solucao da equacao xy' + vy = 0 neste intervalo.
y = %, ¢ também uma solucao da equacao no intervalo J =

(0,00) , mas nao ¢é solugao em R\ {0}.

Duas questoes centrais sobre a equagdo (2)) sdo a existéncia de
solucoes e a unicidade de solucoes . Para estudar essa questao deve-
mos considerar o Problema de Valor Inicial (PVI) associado
a equagao ([2)

(3) y(n) — f(xa Y, y/7 yﬁa o 7y(n—1))
y(il?o) — yo,y'(l“o) = Y1, y”(ﬂﬁo) = Y2, ,y(n_l)(ﬂﬁo) = Un

Um resultado fundamental na teoria de Equacoes Diferenciais Or-
dinarias é que, se f satisfaz algumas condicoes de "regularidade
entao o P.V.I. tem solucao unica. Vamos enunciar esse resultado
de maneira mais precisa em uma proxima secao.

2. QUEDA DE CORPOS

A figura (l))ilustra a queda de um corpo de massa m (medida em
kg) sob a acao da gravidade, perto do nivel do mar. Denotamos por
v(t) a velocidade do corpo (em 73) no instante ¢ (medido em segun-
dos). A lei que governa o movimento é a sequnda lei de Newton
segundo a qual a variacao da quantidade de movimento muv é pro-
porcional & forca total aplicada F' (medida em Newtons-N), ou seja

d
(4) S = F.
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FiGurE 1. Corpo em queda sob agao da gravidade.

Vamos supor inicialmente que F' = mg, onde g(em ) é a acel-
S
eragao devida a gravidade (ou seja, a unica for¢a atuando sobre o

corpo ¢ devida atragao da Terra).
A equagao (), fica entao:

(5) L
7Y =myg.

Supondo que m e g nao variam com o tempo, teremos a equacao
para v:

d

6 —) =

cuja solucao geral pode ser obtida imediatamente por integracao:
v(t) = v(ty) + j;; gds =wvy+ g(t —ty), sendo tg o instante inicial
e vyg = v(ty) a velocidade inicial.
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Um modelo um pouco mais realistico (verf figura (?7)) deve in-
corporar a forca exercida pela resisténcia do ar, que pode assumir
formas bem complicadas. Por simplicidade, vamos supor que esta
forca ¢ proporcional a velocidade e age na diregao oposta ao movi-

mento. Obtemos entao a equacao: %mv = mg —~yv. ou, denotando

por k = =L,
d
(7) V=9 ku.
-
I e e ——

Ficure 2. Corpo em queda sob agao da gravidade.
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A determinagao das solugoes da equagao (7)) nao é agora tao ime-
diata, mas pode ser obtida por manipulacoes algébricas simples;

d
Ev:g—kv@
kit

d ektv)ze g &

71

t
ety = Moy, + / e*gds <
t

0
eFly = ekloy, + g/k (ekt _ kto) N

= e K0 4 gk (1= b
= mowg/k(l -t
e

o(t) = e K0y 4 gk (1 = 40

k(t—to)

v(t) = g/k+ (vo—g/k)
Agumas observacoes sobre a solucao:

e Se vg = g/k entao v(t) = g/k, para todo t, ou seja, g/k é uma
solucao constante ou solucao de equilibrio da equacao.

e Para qualquer condicao inicial vy, temos que v(t) — ¢g/k quando
t — o0o. Ou seja, todas as solugoes convergem assintoticamente
para a unica solucao de equilibrio.

e A equacdo é do tipo linear e as funcoes w(t) = (vy — g/k) e+t
sao solucoes da equacao %v + kv = 0, que é a equacao ho-
mogénea associada 4 equacao . Assim toda solucao € a
soma da solucao de equilibrio com uma solucao da equacao
homogenea associada.
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