CIRCUITOS DE CORRENTE ALTERNADA

FISICAIV — AULAS DE 24 E 25 DE AGOSTO
TEXTO ATUALIZADO EM 26/08/2020

Estudaremos neste capitulo o movimento de cargas elétricas, impulsi-
onado por fontes de tensdo alternadas, em circuitos. Os circuitos que
nos interessam sdo constituidos por elementos passivos: capacitores,
indutores e resistores. Circuitos dessa natureza tém varias aplicagdes
préticas, mas mais importante é o que eles nos ensinam sobre oscila-
¢des, escalas de tempo e élgebra linear, conforme veremos.

ELEMENTOS DE CIRCUITO

A figura 1 mostra um circuito simples com uma fonte que produz uma
tensdo alternada

E = &ycos(wt), (1)

onde a amplitude & (dimensao de potencial elétrico) e a frequéncia
w sdo constantes. No instante + = 0, o terminal inferior da fonte
de tensdo tem potencial positivo, enquanto o potencial do terminal
superior € negativo.

Os outros trés elementos do circuito sdo nossos conhecidos, da Fi-
sica III, mas vale a pena fazer uma rdpida recordacéo.

Resistor

A figura 2 mostra um resistor, com resisténcia R. Uma corrente [ atra-
vessa o resistor. De acordo com a lei de Ohm, a diferenca de potencial
entre os dois terminais é

A corrente flui no sentido do campo elétrico, isto é, no sentido de-
crescente do potencial. Assim, na figura, o potencial do ponto B é
maior do que o do ponto A, e a diferenga V; — V, & positiva, em
acordo com a Eq. (2).

Capacitor

O elemento na figura 3 é um capacitor de capacitancia C. A diferenca
de potencial entre suas placas é proporcional a carga nele armazenada:

Vg =V = % (3)

B @g

Figura 1: Circuito elétrico simples. O circulo
amarelo representa uma fonte de tenséao al-
ternada. Os sinais =+ ao lado do gerador in-
dicam a polaridade no instante t = 0. Os
demais elementos sdo passivos.

Figura 2: Resistor. O potencial diminui
quando se atravessa o elemento no sentido
da corrente.

_dQ —
dt [

Figura 3: Capacitor. Como no resistor, o po-
tencial decai no sentido da corrente.
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O potencial da placa com carga positiva Q é maior do que o da outra
placa, cuja carga é —Q. E conveniente visualizar a corrente como se as
cargas em movimento, que chamamos de portadores, fossem positivas.
Assim, a carga depositada na placa superior pela corrente na figura 3
é positiva; como na figura 2, o potencial diminui quando atravessamos
o capacitor no sentido da corrente.

Indutor

O terceiro elemento é o indutor, representado na figura 4. O indutor é
um solendide, que reage a varia¢des na corrente I que o atravessa. A
diferenca de potencial entre os terminais A e B na figura é proporcional
a derivada da corrente:

Vg = V4= L%- 4)

Para conferir o sinal do lado direito da Eq. (4), vamos considerar o
caso dI/dt > 0 e voltar ao circuito da figura 1. Vamos supor que a cor-
rente naquele circuito tenha o sentido antihorario, para que I corra de
cima para baixo ao passar pelo indutor. De acordo com a lei de Lenz,
a diferenga de potencial deve opor-se a variagdo da corrente. Para isso,
o potencial no terminal superior do indutor deve ser superior ao do
terminal inferior, pois essa diferenca de potencial tenderd a empurrar
a corrente no sentido horario.

Podemos agora voltar a figura 4, para ver que, para dI/dt > 0,
o potencial do terminal B (superior) deve ser mais alto do que o do
terminal A (inferior). Isso mostra que o sinal do lado direito na Eq. (4)
¢ o correto.

Ao analisar circuitos elétricos, é sempre conveniente admitir que a
carga Q num capacitor e a derivada dI/dt da corrente através de um
indutor tém o sinal positivo. Com isso, a diferenca de potencial entre
os terminais dos trés elementos passivos pode ser facilmente determi-
nada: basta lembrar que o potencial cai quando se avan¢a na méo de
transito da corrente ou que aumenta quando se avanga na contramao
da corrente.

Essa regra ndo se estende as fontes de tensdo, alternadas ou con-
tinuas. O sinal da diferenca de potencial em uma fonte de corrente
alternada, por exemplo, varia periodicamente com o tempo de forma
predeterminada, independente da hipétese que se faz sobre o sentido
da corrente. A préxima secdo ajuda a entender.

LEI DAS MALHAS

Queremos encontrar a corrente no circuito da figura 1. Como sempre,
as leis de Kirchoff definem o ponto de partida. O circuito é simples,

Figura 4: Indutor. Para correntes crescentes,
o potencial de B serd maior do que o de A.
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constituido por uma tinica malha. Por isso, podemos dispensar a lei
dos nés e concentrar nossa atencdo na das malhas. Para aplicé-las,
comegaremos num ponto qualquer do circuito e o percorreremos ao
longo de um caminho fechado. A soma das diferengas de potencial,
conforme se vé em Fisica III, deve ser zero.

Para calcular a diferenca de potencial entre os terminais de cada
elemento, precisamos definir um sentido para a corrente. A escolha
¢é arbitraria. Se estiver errada, a corrente I calculada no final serd ne-
gativa. No caso, como a fonte de tensdo é alternada, a corrente deve
inverter-se a cada perfodo. J4 sabemos, portanto, que o sentido es-
colhido na figura 5 serd incorreto metade do tempo; podemos esperar
que o sinal de I(t) se inverta com a frequéncia w que aparece na Eq. (1).

Na figura 5, a seta azul indica que escolhemos o sentido horério.
Percorremos o circuito também no sentido horario: A - B — C —
D — A. Com isso, avangamos sempre na mao da corrente, e o poten-
cial decai cada vez que atravessamos um elemento passivo. Ao atra-
vessar a fonte de tensdo, passamos do polo superior, negativo, para o
inferior, positivo, e o potencial cresce.

Igualada a zero a soma das diferencas de potencial indicadas ao
longo da circunferéncia laranja na figura, chegamos a igualdade

dl Q B
—Ly — & tE-RI=0. (5)

Para ficar com uma sé variavel, em lugar de duas, no lado esquerdo
da Eq. (5), podemos lembrar que I = dQ/dt e substituir, também,
dI/dt por d*I/dt?. Podemos aproveitar a oportunidade para deixar
as contribui¢des que dependem da carga a esquerda e passar a forca
eletromotriz da fonte de tensdo para a direita. Com isso, teremos que

d’Q | ,dQ

A Eq. (6) ja estd na forma padrdo na qual se deve escrever uma equa-
¢do diferencial: os termos que dependem da varidvel Q estdo do lado
esquerdo, em ordem decrescente das derivadas, e a fun¢do indepen-
dente de Q estd no lado direito. Essa disposi¢do permite reconhecer
que ela é uma equacao diferencial ordindria, linear, de sequnda ordem,
ndo-homogeénea e com coeficientes constantes.

E linear porque cada uma das parcelas que depende de Q é propor-
cional a carga ou a uma de suas derivadas. Significa que, se multipli-
carmos Q por um niimero qualquer A, o lado esquerdo ficard multi-
plicado por A. Isso ndo aconteceria, por exemplo, se o tltimo termo a
direita fosse proporcional a Q%*ouaQdQ / dt, casos em que a equacdo
seria ndo-linear.

A equagdo é ordindria porque as derivadas sdo ordindrias: nenhuma
delas é derivada parcial. Sua ordem é a da derivada mais alta, d>Q/d#>.

|
=
=

Figura 5: Lei das malhas aplicada ao circuito
da figura 1. As diferengas de potencial anota-
das em cor laranja somam zero.
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A equacdo seria homogénea se o lado direito fosse zero; nessa hipétese,
se Q(t) obedecesse a equagio, entdo AQ(t) também satisfaria. No caso,
porém, a equacdo é nio-homogénea.

A equacao tem coeficiente constantes porque os fatores multiplicando
Q, dQ/dt e d2Q/dt? no lado direito sao constantes (1/C, R e L), inde-
pendentes do tempo. O procedimento que discutiremos a seguir vale
para qualquer equagédo ordindria e linear com coeficientes constantes,
mesmo que sua ordem seja mais alta.

CONDICOES INICIATS

A Eq. (6) ndo é suficiente para encontrarmos a carga Q como fungdo
do tempo. Precisamos, também, da carga inicial Q(t = 0) e da corrente
inicial I(t = 0). Supomos que essas duas grandezas sejam dadas:

Q(0) = Q (7)

I(0) = I, ®)

onde Q, é uma carga conhecida e I, uma corrente conhecida.
As Egs. (6), (7) e (8) definem o problema matemaético que devemos
resolver.

EQUACOES NAO-HOMOGENEA E HOMOGENEA

Calcular a carga Q(t) no capacitor da figura 1 equivale a encontrar
uma fungdo que obedece a equagdo diferencial (6) e satisfaz as condi-
¢des iniciais (7) e (8). Veremos mais adiante que é relativamente facil
encontrar uma solugdo Q = ¢(t) da Eq. (6); infelizmente, a ndo ser em
condi¢des muito especiais, essa solucdo ndo satisfard as condigdes ini-
ciais. Nosso problema, portanto, se reduz a outro: dado uma fungao
q(t) que obedece a Eq. (6), mas ndo satisfaz as condigdes iniciais (7) e
(8), encontrar a solugdo que satisfaz tanto a equagédo diferencial como
as condig¢des iniciais.

A ilustracdo na figura 6 nos ajuda a entender. O plano nela repre-
sentado contém todas as fun¢des do tempo que obedecem a Eq. (6).
Cada uma delas tem um valor inicial Q(0) e uma derivada inicial I(0).
Uma das fungodes, indicada pelo simbolo ® é a solucdo desejada, que
satisfaz as condigdes inicias que nos interessam. A fungdo ¢(t), in-
dicada pelo simbolo , é a solucdo que encontraremos abaixo. Ela
obedece a Eq. (6), mas sua carga inicial e sua corrente inicial, em geral,
estdo em desacordo com as Egs. (7) e (8).

Pode parecer que a diferenca AQ, entre () e Q(t), obedece a
Eq. (6), mas isso ndo é verdade. Para verificar, devemos lembrar que

[()_

Figura 6: Espago das solugbes da Eq. (6).
Cada ponto do plano corresponde a uma so-
lugdo, que satisfaz a um par de condigdes
iniciais [Q(0),1(0)]. A solugao g(t), indi-
cada pelo simbolo ® azul, é a fungéo que en-
contraremos mais adiante, e a solugdo Q(t),
indicada pelo simbolo vermelho, é a fungéo
que satisfaz as condigdes iniciais dadas.
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tanto g(t) como Q(t) sdo solugdes da equagdo diferencial. Temos, por-
tanto, que

a2 . d
Lg+Ry+ 3= e, ©

d? C
Subtraimos, agora, a Eq. (9) da Eq. (6). Resulta que

d2AQ dAQ AQ
an + R——= i C =0. (10)

L

Em outras palavras, a fungdo AQ satisfaz a uma equacéo diferen-
cial homogénea. Essa equacdo é a igualdade que se obtém da Eq. (6)
quando se escreve zero no lado direito, no lugar de £. Por isso, ela
é chamada de equagido homogénea associada & equagdo nao-homogeénea.
Nossa primeira tarefa, portanto, é resolver a equacio diferencial ho-
mogénea associada a Eq. (6). Para isso, convém estudar a Eq. (10).

A EQUACAO HOMOGENEA

Suponhamos que AQ,(t) e AQ,(t) sejam duas fungdes distintas, tais
que Q, (t) ndo seja proporcional a Q, (), que obedecem a Eq. (10). Po-
demos facilmente mostrar que qualquer combinagao linear AQ;(t) =
aAQ; + BAQ,, onde a e B sdo duas constantes, também obedece a
mesma equagdo. Para isso, notamos que

chAQl dAQ, AQ,
T +R ar + c 0 (11)
e
dzA da A
2% +R 2 + 9 =0, (12)

dr? dt C

jd que as duas fung¢des sdo solugdes da equagdo homogénea.
Se agora multiplicarmos os dois lados da Eq. (11) por « e os dois
lados da Eq. (12) por B e somarmos os resultados, veremos que

d2AQ3 dAQ., AQ
R 3 3
e Sar e

=0. (13)

Como queriamos demonstrar, a combinagao linear AQ,(f) obedece a
equagcdo diferencial homogénea.

A equagido homogénea somente admite duas solugdes linearmente inde-
pendentes

Mais ainda, podemos mostrar que qualquer solu¢do da equagdo ho-
mogénea é combinagéo linear de Q, (f) e Q,(t). A demonstragao é por
reducéo ao absurdo.
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Suponhamos que exista uma funcdo Q(t) que obedeca a Eq. (10),
mas ndo seja combinacdo linear de Q; e Q,. A fungdo Q representa
uma carga que varia com o tempo. Ela define, portanto, uma carga
inicial, e sua derivada é uma corrente inicial. Vamos chamarde je7a
carga e a corrente iniciais:

00 =17 (1)
e
e o (15)

De maneira andloga, vamos chamar de g, e i; a carga e a corrente
iniciais da solugdo Q, () e vamos chamar de g, e i, a carga e a corrente
iniciais da solugdo Q,t.

Dadas essas cargas e correntes iniciais, poderemos sempre encon-
trar duas constantes a e b tais que

agy +bg, =4 (16)

ai; +bi, = 1. (17)

De fato, as Egs. (16) e (17) podem ser vistas como um sistema linear
de duas equagdes com duas incégnitas (a e b). Resolvido esse sistema,
encontraremos as duas constantes.

Uma vez que tenhamos encontrado as duas constantes, poderemos
construir a combinagdo linear

f(t) = aQq(t) +bQy(t). (18)

A Eq. (16) mostra que f(0) = 7, e a Eq. (17) mostra que df /dt |,_, =
7. Vemos, portanto, que a fun¢do f(t) obedece a equagdo homoge-
nea (10) e satisfaz as condi¢des inicias nos lados direitos das Egs. (14) e
(15). Logo, f(t) é identica a Q(t).
Eq. (18) na forma

Podemos, portanto, escrever a

Q(t) = aQq (1) +bQy (1), (19)

o que contradiz a hipétese inicial.

Concluimos que a equacdo homogénea tem apenas duas solugdes
linearmente independentes.

Como a figura 6 sugere, as solugdes da equagdo homogénea formam
um espago vetorial com duas dimensdes. Para resolver a equacdo ho-
mogeénea, temos apenas de encontrar duas solugdes distintas.”

'A geometria analitica mostra que, num
plano, ha somente dois vetores linearmente
independentes. Como consequéncia, todos
0s vetores de um plano podem ser escritos
como combinagao lineares de dois versores
de base (£ e 1, por exemplo). Analogamente,
mostramos que ha somente duas solugdes
linearmente independentes da equagao ho-
mogénea (10). Isso significa que, se encon-
trarmos duas solugdes distintas, poderemos
escrever qualquer outra como combinagéao li-
near das duas.
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Solugdo da equagio homogénea.

Antes de comecar a resolver a Eq. (10), vale a pena simplifica-la. Para
isso, dividimos os dois lados por L, para eliminar o fator no primeiro
termo a esquerda, e definimos o tempo de relaxagio

T= % (20)

e a frequéncia de oscilagio
b
VLC’

que denotamos wy, para evitar confusdo com a frequéncia w da fonte

wo

(21)

de tensdo na Eq. (1).

Conforme veremos mais abaixo, T define a escala de tempo ? em que
a corrente decai num circuito RL (como o da figura 1, sem capacitor
ou fonte tensdo), e w, é a frequéncia com que oscila a corrente num
circuito LC (como o da figura 1, sem resistor ou fonte tensao). Por
ora, T e w, sdo duas defini¢des que abreviam a notagdo. Com essas
defini¢des, podemos reescrever a Eq. (10) na forma3

d’AQ 2dAQ )
dfz +¥T +CUOAQ:0 (22)
Para resolver a Eq. (22), procuramos uma solugdo da forma
AQ(t) = exp(st), (23)

onde s é uma constante que deveremos determinar.

Substituimos em seguida o lado direito da Eq. (23) no lugar de AQ
na Eq. (22). Uma vez que derivar a exponencial equivale a multiplica-
la por s, somos conduzidos a expressado

s2exp(st) + 2?5 exp(st) + wi exp(st) = 0. (24)

Como o fator exp(st), que aparece em cada termo no lado esquerdo,
nunca se anula, podemos dividir os dois lados por ele. Encontramos,
entdo, a equagdo do segundo grau

2s
sz—l—?—l—w(%:O, (25)
cujas solugdes sdo
1 142
=4+ (f) — W 6
S p- p- wp (26)

Temos, assim, duas solugdes distintas para a Eq. (22):

AQ, (t) =exp <s+t), (27)

2E facil mostrar que T tem dimensdo de
tempo. A lei de Ohm nos diz que

[V]
[R] = - (3.1)

onde [G] siginifica dimenséo da grandeza G
e V denota o potencial. Por outro lado, ja
vimos que a diferenga de potencial no indutor
é L dI/dt; assim

(L] =~ (-2)

onde T denota a grandeza tempo.
Se dividirmos a Eq. (3.2) pela Eq. (3.1), ve-
remos que

o1 = [T, (3.3)

o que confirma que o lado direito da Eq. (20)
tem dimensdo de tempo. De forma ana-
loga, podemos mostrar que w, tem dimens&o
1/[T], ou frequéncia.

3Todos os termos no lado esquerdo da
Eqg. (22) tém a mesma dimens&o. A dimen-
sdo do primeiro termo é [Q]/[T]>. A do
segundo é também [Q]/[T]?, j& que T é
um tempo. E a dimenséo do terceiro termo
a esquerda é [Q]/[T]* porque w, é uma
frequéncia.
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onde
ey () @
e
AQ_(t) = exp (s,t), (29)
onde
S_ = —%— (%)2—&)5. (30)

Competigdo entre escalas de tempo

A Eq. (26) mostra que a frequéncia de oscilagdo compete com o inverso
do tempo relaxagdo. Se w, < 1/ (isto é, se w,T < 1) o radicando a di-
reita € positivo, e tanto s, como s_ sdo ntimeros reais. Ja se w; > 1 /T,
o radicando ¢é negativo, e a raiz quadrada é um nimero imagindrio.
No primeiro caso, os lados direitos das Egs. (27) e (29) sdo reais; no
segundo, eles sio complexos. E bom discutirmos cada possibilidade
separadamente.

Caso wyT > 1: circuito subamortecido

Quando o radicando na Eq. (26) é negativo, é mais facil definir a
frequéncia positiva

wy = w(z) — (7)2, (31)

que é menor do que wj.
Com essa definigdo, a Eq. (30) fica abreviada:

1 .
Sy = = +iw;. (32)

onde i é a unidade imagindria.

Nesse caso, como ja notamos, os lados direitos das Egs. (27) e (29)
sdo complexos. Podemos, entretanto, trabalhar com fungdes reais.
Para isso, recordamos que qualquer combinacdo linear de duas so-
lugdes da equacdo homogénea é também solucdo. Assim, em lugar
de trabalhar com as fun¢des definidas nas duas equagdes, é preferivel
trabalhar com a soma e com a diferenca delas:

Q. +Q_=exp(—t/T) (exp (iwlt) + exp(—iw1 t)) (33)
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Da expressdo de Euler, exp(if) = cos(0) + isen(f), sabemos que
a soma de exponenciais no lado direito da Eq. (33) é proporcional a
cos(wyt) e que a diferenga é proporcional a sen(w; t):

Q, +Q_ =2exp(—t/1) cos<w1t>, (34)

Q. — Q_ =2iexp(—t/7)sen(w;t). (35)

Os fatores 2 no lado direito da Eq. (34) e 2i no da Eq. (35) ndo sao
importantes, porque estaremos sempre interessados em combinagdes
lineares das duas solugdes. Como o lado direito da Eq. (34) tende a 2
quando t — 0, é conveniente definir uma funcdo igual ao lado direito
dividido por 2, para que a solugdo tenda a unidade quando ¢t — 0.
Chamaremos essa funcdo de Q,, para lembrar que ela funciona como

um versor de base (£) na geometria analitica:
Q,(t) = exp(—t/1) cos(wlt). (36)

Vamos ver, agora, a Eq. (35). A fungdo sen(w,t) no lado direito
tende a zero quando t — 0. Por isso, é impossivel dividi-la por um
fator para fazer a func¢do tender a unidade em t = 0. Entretanto, se
derivarmos os dois lados em relagdo ao tempo, veremos que

d(Q:-Q-)

T = 2iexp(—t/7) ( - %sen(wlt) + w; cos(wt)). (37)

O lado direito da Eq. (37) tende a 2iw, quando t — 0. Para obter um
valor real e unitdrio, definimos uma fungéo Q, igual ao lado direito
da Eq. (35) dividido por 2iw,, ou seja,

sen(w; )

Qy = eXP(—t/T)Tr (38)
1

de forma que a corrente [, = de/dt sejal, =lemt=0.

As duas fungdes reais Q,(t) e Q,(f) sdo solucdes da equagdo dife-
rencial homogénea (22). Sempre que w,T > 1, qualquer outra solugao
da homogénea poderd ser escrita como combinacéo linear das duas.
Em outras palavras, as fungdes Q,(t) e Q,(t) equivalem aos versores
% e  da geometria analitica. Aqui, ndo existe fun¢do equivalente a 2,
porque o espago vetorial, representado esquematicamente pelo plano
da figura 6, tem duas dimensoes.4

As figuras 7 e 8 mostram Q. (t) e Q,(t) para um mesmo circuito,
com os valores indicados de R, L e C. A frequéncia w, = 071 rad/s
é grande em comparagdo com o inverso 1/7 = 1/40s~! do tempo de
relaxagdo.

1

o
o

Q -
20H 1
0.10F

0o = O 7lrad/s

s Ol: [\\/\v{\ /\V/\V/\V/\V/\V,\VAV

Ag orw

t/T

Figura 7: A fungio Q,(t), definida pela
Eqg. (36) para um circuito com os valores in-
dicados de L, Re C. Emt = 0, acarga é
unitaria.

100 -
20H 1
0.10F

bo = 0.711ad/s
405

[\[\/\/\/\/\,\,\/
B 1 LA

R .

g orm

Qy(t)

t/t

Figura 8: A funcéo Qy(t), definida pela
Eq. (38). Pardmetros idénticos aos da fi-
gura 7. No instante t = 0, a carga é nula,

mas a corrente de/dt é unitaria.

4 Sabemos que o espaco vetorial tem duas
dimensobes porque ele admite somente duas
funcgdes linearmente independentes.
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Como os dois gréficos mostram, a carga decai na escala de tempo 7.
Em cada figura, no extremo direito, quando o tempo t chega a 2.57, a
carga ja é bem menor do que no inicio. Entretanto, como a frequéncia
w, é bem maior do que 1/7, o circuito tem tempo para oscilar mais de
dez vezes no intervalo de tempo retratado pelos graficos.

A carga decai em fung¢do do tempo porque a fungdo exponencial nos
lados direitos das Egs. (36) e (38) vai a zero. As fungdes trigonométri-
cas que multiplicam a exponencial fazem a carga oscilar a medida que
decai. Dizemos que o circuito é subamortecido.

Como vocé deve ter aprendido em Fisica I, o um oscilador harmo-
nico mecénico sujeito a pouco atrito viscoso exibe o0 mesmo compor-
tamento e é também chamado de subamortecido. N&o surpreende,
porque a equacdo diferencial para um oscilador harmoénico amorte-
cido livre é equivalente & Eq. (22). Se houver mais amortecimento, isto
é, mais atrito viscoso, o oscilador harmonico deixara de oscilar, como
veremos nas proximas duas segoes.

Caso w,T < 1: circuito superamortecido

Para w7 < 1, as duas raizes no lado direito da Eq. (30) sdo reais. As
duas funcdes definidas nas Eqgs. (27) e (29) sdo, portanto, reais. Po-
demos expressar qualquer solu¢do da equacdo homogénea como com-
binacdo linear das duas. Apesar disso, é conveniente definir funcdes
analogas as das Egs. (36)(38). Com esse objetivo, em analogia com
a frequéncia w,, definimos um segundo tempo de relaxacdo 7; pela
equagao

1 1
— =1/ — w3 (39)

T T2
A subtragdo no radicando no lado direito da Eq. (39) faz com que
1/7 <1/7,0useja, que T > 1.
Assim, podemos desdobrar a Eq. (26) nas igualdades

1 1
sp=——+ (40)
T T1
e
1 1
sS_=————. 1
T "L’1 (4 ) N

Em seguida, por analogia com a Eq. (33), podemos escrever duas
combinagdes lineares das solu¢des nas Egs. (27) e (29):

R=40.00Q
L=20H
C=0.10F

wo = 0.71rad/s
T=1s

Qx(t)

Q+:|:Q_:exp(—t/r)<exp L +exp ! ) (42)

T T 0.4

o

10
t/T

Figura 9: A fungéo Q, definida pela Eq. (43),
para um circuito superamortecido. Em t = 0
a carga é unitaria.
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Como as exponenciais dentro dos parénteses a direita sdo reais,
desta vez encontramos fung¢des hiperboélicas, em lugar de fungdes tri-
gonométricas. Como na Segao Caso w,T > 1: circuito subamortecido,
queremos que a fungdo resultante da soma entre parénteses tenha va-
lor unitdrio no instante t = 0 e que a fungdo resultante da diferenca
tenha derivada unitdria em t = 0. A algebra é muito semelhante e nos
leva as fungdes

Q.(t) = exp(~t/7) cosh (t/7; ) 43)

Q,(f) = 4 exp(~t/7) senh(t/ ). (44)

Como ha perfeita correspondéncia com as fungdes definidas pelas Egs. (36)

e (38), empregamos as mesmas letras para representar umas e outras.

As figuras 9 e 10 mostram as fungdes Q,(t) e Q (f) para um circuito
com L = 20Hz e C = 0.10F, como nas figuras 7 e 8, mas com resis-
téncia maior, R = 20Q). A desigualdade w,T < 1 classifica o circuito
como superamortecido. Como a figura 9 mostra, a fungdo Q,(t) decai
monotonicamente a zero.

A fungdo Q,(t) cresce, inicialmente, porque sua derivada em t = 0,
por definigdo, é unitaria. Logo depois, porém, ela alcanca um méximo
e passa a decair.>

Para w,T < 1, qualquer solugdo da equagdo homogénea (22) pode
ser escrita como combinagao linear das fungdes Q,(t) e Q, (t) definidas

pelas Egs. (43) e (44).

Caso w,T = 1: circuito criticamente amortecido.

A condigdo w,T = 1 define o circuito criticamente amortecido, que se-
para o regime superamortecido (w,T < 1) do subamortecido (w,7 >
1). O caso criticamente amortecido é especial porque o niimero de rai-
zes no lado direito da Eq. (26) deixa de ser dois. Com w,T = 1, a raiz
quadrada no lado direito é nula e ha apenas uma raiz,

s = T (45)

Assim, a hipétese de que as solugdes da Eq. (22) sdo da forma
exp(st) parece conduzir a apenas um resultado,

BQ() = exp(~t/7). (46)

Como precisamos de duas solugdes, isso é insuficiente. Entretanto,
podemos ver o amortecimento critico como limite do subamorteci-
mento quando wyT — 1.

1 [ T T T

0.8

R =40.0Q
L=20H
0.6 C=0.10F

wp = 0.71rad/s
T=1s

Qy(t)

0.4

0.2

t/T

Figura 10: A funcdo Q, definida pela
Eq. (44), para um circuito superamortecido.
Em t = 0 a carga é nula, mas a corrente é
unitaria.

5 As duas fungdes hiperbdlicas nos lados di-
reitos das Egs. (43) € (44) crescem exponen-
cialmente para t — oo, mas como 1/T1 é
menor do que 1/T, a exponencial decres-
cente exp(—t/7) faz o produto decrescer a
medida que t aumenta.

Em lugar de pensar no caso criticamente
amortecido como limite do regime subamor-
tecido, podemos encara-lo como limite do
regime superamortecido. Para isso, temos
de voltar a Eq. (39) para ver que, quando
w,T — 1, o lado direito tende a zero. Quer
dizer que 1/7; — 0. O argumento do seno
hiperbdlico no lado direito da Eq. (44) é, por-
tanto, muito pequeno, e senh(t/ 7, ) tende a
f/T‘ . Assim, a Eq. (44) se reduz a forma

Q

=y

texp(—t/T) (wt =1),

exatamente como na Eq. (48).
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Na pratica, significa examinar as Egs. (36) e (38) nesse limite. Com
w,T =1, o lado direito da Eq. (31) se anula. Assim, w; = 0. A Eq. (36)
mostra, imediatamente, que

Qu(t) =exp(~t/1)  (wpT=1). (47)

Essa igualdade coincide com a Eq. (46) e ndo traz, portanto, nada
de novo. Ndo nos ajuda a encontrar uma segunda solucao.

A Eq. (38) é mais instrutiva. No limite w, T — 0, a razdo sen(w; t)/w,
tende t. Consequentemente, a Eq. (44) se reduz a

Q,() = texp(~t/7)  (wyT =1). 49)

Esta é a solugdo que procurdvamos: ela obedece a equagdo homogé-
nea (22) e é distinta da func¢do na Eq. (47).

As figuras 11 e 12 mostram as fungdes Q. (t) e Q,(t) para um cir-
cuito criticamente amortecido. O grafico na primeira figura é muito
parecido com o da figura 9. Isso ndo é surpresa, porque o produto
w, T nesta tltima vale 0.71, muito perto da unidade. Da mesma forma,
o grafico na figura 12 é semelhante ao da figura 10.

O decaimento nas figuras 11 e 12 é, porém, mais rdpido do que
nas figuras 9 e 10. Se comegarmos com o circuito criticamente amor-
tecido (w,T = 1) e reduzirmos progressivamente wT, veremos que
as fungdes Q,(f) e Q,(t) decaem mais e mais devagar & medida que
o amortecimento cresce, porque as fung¢des hiperbodlicas que multipli-
cam exp(—t/T) no regime superamortecido parcialmente compensam
o decaimento exponencial.

Quadro geral

Em resumo, encontramos as fungdes Q. (t) e Q,(t) para os regimes
super- sub- e criticamente amortecidos. Para qualquer valor de w,T,
encontramos, assim, a solucdo da equagdo diferencial homogénea (22).
A tabela 1 lista as fungdes Q,(t) e Q, () para cada regime.

Regime woT exp(t/T)Qy  exp(t/7)Q,
w4t
Subamortecido >1  cos(w,t) sen(cwyt)
w
1
Criticamente amortecido 1 1 t
t
Superamortecido <1 cosh(wyt) T senh (—)
T
1

Como a tabela mostra, todas as solugdes da equagdo diferencial ho-
mogénea decaem com tempo, em propor¢do a exp(—f/7) ou ainda
mais rapido.

0.8

R=2830Q
L =200H
0.6 C=0.10F
wo =0.71rad/s
T=141s
0.4

0.2

Wi nnnllnnnnnllnnnnnllnnannllnnnnnd

)
[
~

t/T

Figura 11: A fungdo Q.(t) definida pela
Eq. (47), para o caso circuito criticamente
amortecido.

0.8

:
F R=2830
[ L=20.0H

0.6~ C=0.10F

F wo = 0.71rad/s

L T=14ls

Qx(t)

0.4

02

5
t/T

Figura 12: A funcdo Q,(t) definida pela
Eq. (48), para o caso circuito criticamente
amortecido.

Tabela 1:  Solucdes Q, e Q}/ da equagao
diferencial homogénea. Em cada regime, to-
das as solugdes da equagdo homogénea sao
combinacdes lineares das fungdes listadas.
Para abreviar, como indicado, cada funcédo
aparece multiplicada por exp(t/T), o que
equivale a dividi-la pelo fator exponencial que
aparece no lado direito das equacdes que de-
finem as fungdes Q. (t) e Q (f).
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O diagrama da figura 13, que tem a estrutura da figura 6, nos
ajuda a visualizar a consequéncia desse decaimento. J4 vimos, na Se-
¢do A EQUAGAO HOMOGENEA , que a diferenca AQ entre duas solugdes
da equacdo ndo-homogénea (6) é uma solucdo da equacgdo homogé-
nea (10). Vemos agora que as solu¢des da equacdo homogénea ten-
dem a zero para tempos grandes. Significa que todas as solucdes da
equacdo ndo-homogénea tendem para uma mesma solugdo 4(t) para
tempos £ > T.

A solugdo g(t) é, portanto, especial. Ela varia com o tempo, mas
a variagdo é periddica e, portanto, duradoura. Para tempos grandes,
enquanto a fonte de tensdo fornecer a forca eletromotriz £, a carga no
capacitor da figura 1 sera dada pela funcdo ¢g(t). Chamamos 4(t) de
solugdo estaciondria. O circuito da figura 1 possui uma solugao estacio-
ndria, que depende apenas de R, L, C e £(t).

Nosso tnico problema, agora, é encontrar a fungao q(t). Uma vez
que a encontremos, poderemos calcular a carga Q(t) que resolve a
Eq. (6).

Vale a pena recapitular o procedimento. Queremos calcular a carga
num circuito dado, com condigdes iniciais especificadas pela carga ini-
cial Q(t = 0) = Qo e pela corrente inicial I(t = 0) = Iy. Digamos
as condigdes iniciais correspondam ao ponto Q, na figura 13. Para
encontrar Q,, como a figura mostra, precisamos somar a q(t) a dife-
renca AQ,. Esta dltima pode ser escrita como combinagéo linear das
fungdes Q, e Q,, que podem ser encontradas na linha da tabela 1
correspondente ao circuito: se este for superamortecido, por exemplo,
tomaremos as fung¢des na udltima linha.

Teremos, entdo, que

AQb(t) =aQ,(t) + ,BQy(t)' (49)

onde « e B sdo duas constantes a determinar.
Se g(t) for conhecida, poderemos imediatamente escrever que

Qp(#) = aQy () + BQy(t) +g(t). (50)

Com isso, o problema fica praticamente resolvido, restando apenas
escolher as constantes a e B que satisfazem as condi¢des iniciais:

Qp = «Q(0) + BQ,(0) +4(0) (51)
e
_dQ, dQ dg
Io_adt o+ﬁd7ty‘to+ao' (52)

Temos, assim, duas equag¢des com duas incégnitas (« e §). Resolvido

6

esse sistema, © encontraremos as duas constantes que faltavam para

1(0) ® Q.
g DQ c
L y
24 ‘"X‘ (12 b
%
® Qa
Q(0)

Figura 13: Evolugédo temporal das solugdes
da Eq. (6). A fungéo q(t) para a qual todas as
demais convergem, é a solugao estacionaria.

6 Resolver o sistema é f4cil, porque todas as
fungdes Q, na tabela 1 se anulam em t =
0. Assim, a Eq. (51), por si s6, determina
«. Uma vez que tenhamos encontrado «, a
Eq. (52) determinara .
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completar o lado direito da Eq. (50) e determinaremos a solugéo Q, (1)
da equagdo ndo-homogénea. Isso resolverd nosso problema.

Falta apenas determinar a solugdo especial g(t), e esse é o assunto
da préxima segéo.

A SOLUGAO ESTACIONARIA
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