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Propriedade de Markov

@ Para todo k > 1 e para todo t, temos:

Prob(xe4+1|Xe,Xt—1,Xt—2, ., Xt—k) = Prob(x¢4+1|xt)

@ Unica informac3o relevante para definir a distribuicdo condicional no
futuro é a realizacdo de x hoje

@ Propriedade Recursiva



Cadeia de Markov

@ n possiveis estados (valores que a varidvel x pode assumir):
e1,e, e

@ P: Matriz de transicdo. Informa as probabilidades condicionais:

» Dado que o estado hoje é e; qual a probabilidade de amanh3 transitar
para ¢;

» Pjj = Prob(x¢11 = €j|x; = e;): elemento da linha i e coluna j da matriz
P

» A soma dos elementos de cada linha é igual a 1:

n



Exemplo

e Ha dois possiveis estados: x;: € {e1, e}

@ Matriz de transicdo é dada por:

0.7 0.3
P= [0.4 0.6]

Prob(xt4+1 = e1|xt = e1) = 0.7
Prob(x¢+1 = e2|xt = €1) = 0.3
Prob(xt+1 = e1|x; = e2) = 0.4
Prob(xt+1 = e2|xt = €2) = 0.6



Distribuicao Nao Condicional

@ Distribuicdo n3o condicional em t:

7ty = Prob(x: = €;)

n
Z 7rt,‘ - 1
i=1

@ Dada uma distribuicdo ndo condicional inicial Mg, é possivel obter
toda a sequéncia de distribuicbes ndo condicionais ao longo do tempo:

=P
My =N} P =MyP?

=My P =My PH



Exemplo
e Dois estados: x; € {e1,e}

P11 P12]

[7511 7T12] = [7T01 7T02] X [P21 Pyy

m11 = Prob(x; = e1) = M1 P11 + To2Pa1
T2 = Prob(x1 = e) = 71 P12 + o2 Pa2

@ Podemos obter as distribuicdoes condicionais para mais de um periodo:
2
Pij = PrOb(Xt+2 = ej\xt = e,-) =

Z Prob(x¢42 = €j|Xt+1 = en) - Prob(x¢11 = ep|xr = i)
h=1

p2_ P11 P2 « Pii Pra| _ |PuPu+PiaPa PP+ PiaP
P>1 Py P>1 Py P21 P11+ P2 Po1 Pr1Pio+ PPy

Prob(xt12 = es|x: = €1) = P# = P11 P12+ P12Pa»



Exemplo

Figure: Mudanca de estado
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Exemplo

Figure: Mudanca de estado em dois periodos



Distribuicao Invariante
@ A distribuic3o invariante é dada por ;1 =I1;. Definida de forma

implicita por:
My =M =MN=
1 =MP=
M(1-P)=0=
(I P)1=0
. 1_
e Exemplo: Seja pe(0,1) e P= pr pp]

o A distribuicdo invariante é dada por:
1 0 | p 1-p o m 0
01 1-p p |

[—(11_—pp) _(gl—_p';)} - L]Z] - [g] -



Exemplo 1

07 03 0
P=]10 05 05
0 09 01

e Determinando a distribuicdo invariante: (I— P )[1=0

100 [07 0 0 03 0 0
(I—PY=10 1 0| -]03 05 09|=[-03 05 -09
00 1

0 05 01 0 -05 09

03 0 0] [m 0
(I—-P)N=|-03 05 —09||m|=]0]=
0 —05 09 ] |7 0

0.3m =0 m =0 0
—0.3m+0.5m,— 09713 =0 ) = 57 =913 ) = 1= {9/14]
—0.5m +0.973 =0 T+ =1 5/14



Exemplo 2

1 0 O
P=1{02 05 03

0 0 1

100 [t o020] [0 —-020
(I-P)=1{0 1 o|—|0 05 0|=|0 05 0
001/ [0031 |0 -030

—02m =0 =0
05m,=0)=>m+n3=1
—03m, =0

e A distribuicdo invariante (n3o Gnica) é dada por: N'=[p 0 1—p],
Vp € [0,1]



Modelo neoclassico de crescimento (com incerteza)

Modelo RBC padrdo: Ha incerteza quanto ao estado da tecnologia
Economia sujeita a choques tecnolégicos exégenos

Yt = 2 F(kt, nt)

zy € Z : Segue um processo de Markov com matriz de transicdo P

Z={z1,2,....,2n} : Possiveis realizacdes do choque tecnoldgico

RestricGes de recursos:
C:+ kt+1 — (]. — S)kt § ZtF(kt, nt)

@ Em dado instante t, o choque é conhecido; porém n3o sdo conhecidos
os choques futuros

@ Realizacdo de z; informa sobre a distribuicido de choques futuros
(Processo de Markov)



Modelo neoclassico de crescimento (com incerteza)

@ E a lnica informac3o necesséria para inferir a distribuicao futura —
Estrutura recursiva

@ Preferéncias

Eo { i‘bﬁtu(ct,l — nt)}

@ [Eg é o operador esperanca, condicional na informacdo disponivel em
t =0 (i.e. realizagdo do choque em t =0, zj)



Forma sequencial (Planejador Central)

{Ct,"t,ktﬂ}?:o

max Eo{iBtU(Cul—nt)}

Ss.a:ct+ kt+1 — (]. — 5)kt < ZtF(kt,nt) Vt,zt IS4
ko > 0, zp dados



Forma recursiva

o Variadveis de estado: k, z
V(k, z)_{ma? {u(c,1—n)+BE[V(K,Z)|2)]}
c,nk’
s.a:c+k' —(1—8)k < zF(k,n)

V(k,z) = max { (c,1=n)+B Y V(K z)}

{c,n,k'} JeZ
s.a:c+k' —(1—8)k < zF(k,n)

e Em que f(Z'|z) é a funcio densidade de probabilidade condicional
(obtida da matriz de transicdo). Assim, V/(k,z) equivale a

max {u(zF(k,n)—k’—i—( —8)k,1—n)+B Y V(k |z)}

{C7n7k/} zZ'eZ



Forma recursiva

n: uzF,—u =0
k' —uc+p Z Vi(K',Z)f(Z'|z) =0
z’eZ
Envelope : Vi(k,z) = uc(zFx+1—9)

Envelope : Vi(K',Z') = ua(Z Fr +1—-8)



Forma recursiva

o Equacido de Euler
Ue = ﬁZuC/(Z/Fk/ +1— 5)f(Z"Z)
uc = BE{ux(Z Fir +1—8)|2)}

uc = BE{uc t41(ze+1Fre41+1—6)}

e [E.(-) Esperanca condicional na informacdo em t (choque z)



Exemplo numérico

z; € {z},zp}: Dois estados

Seja p € (0,1) e a matriz de transicdo dada por P = [

@ Sem utilidade do lazer
» Cobb Douglas: F(k,n)=k*n'=¢

V(k,z) = max {u(c)+BE[V(K,Z)|z)
saic+k' —(1-8)k < zk®

Defina

Vi(k) = V(k,z = zp)
Vi(k) = V(k;z=z)

p
1-p

I}



Exemplo numérico

V/(k)—{nz;X{ <)+ B [pVi(K') + (1 —p)Vi(K')] }

sac+k —(1-08)k < zk®

Vi(k) = {nﬁx}{ o)+ B [(1—p)Vi(K)+ pVa(K)]}

sa:ic+k' —(1—8)k < zpk“



Exemplo numérico

1. Formar grid para capital: kgrig = {K,K—FS,K-F 28,...}} =K

2. Construir matrizes de utilidade instantanea (uma para cada z). Para
cada combinagdo de (k, k') € K x K

C/(k,k/):Z/ka—k/+(l—6)k
| k, k' k,k') >0
U(C/(k,k/)) _ nCl( ’ )7 SeC/( ) )>
—oo,  sec(k,k') <0
cn(k,K') = zpk® — K +(1— 8)k

Inch(k, k'), secn(k,k’)>0
U(Ch(kyk,)) — { - e Ch(k k/) <0



Exemplo numérico

3. Chutar V?(k) e VQ(k)
4. Computar
Wi(k,K') = u(ci(k, k') +BIpVP(K') + (1= p) V3 (K]
Wy(k,K") = u(cn(k, k') +BI(L—p)VP(K')+ pV5 (K]
5. Maximizar e atualizar chute
Vi (k) = mk;;xW/(k,k’)

VE(k) = mke/xxWh(k, K')



Exemplo numérico

6. Checar convergéncia. Seja:

Z) =
VE(k),sez =z,

VO(k.2) VP(k),sez =z
7Z =
VP(k),sez =z

7. Se d[V1(k,z)— VO(k,z)] <A, em que A é um ndmero muito pequeno,
parar. Caso contrario, repetir 4, 5 e 6, com chute atualizado

Regra de decisao

K'=¢i(k) = ¢(k,z=2)
k' = on(k) = o(k,z = zp)



Figure: Lei de movimento

!

—~ k' = pu(k)

=0




