Resolugao - Exercicios - Calculo IV - Aula 1 - Semana 24/8 — 28/8
Sequéncias Numéricas 1

- . A 2n+1 .
Exercicio 1. Determine se a sequéncia | cos T converge. Se convergir, encontre seu
n
limite.
- . - . 2n+1
Solugao. Considere a fungao f(x) = cosz, v € R, e a sequéncia x, = T Como
n

2n+1 24+1/n 2
Tpn = = 5
3n+5 34+5/n 3

com 1 — 00,

e f é continua em 2/3, segue da Observagao 2 da lista de exercicios da Aula 1 que

2n+1 N 2 o
co C — com n
S Y- 08 5 ) 0 00

Portanto, a sequéncia em questao é convergente e seu limite é cos(2/3).
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Exercicio 2. Determine se a sequéncia a, = < ) ¢ convergente ou divergente e, caso
convergente, determine o seu limite.

Solugao. Note
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De lim {1+ — | =e,segueque lim |1+ = e. Combinando isto com lim ————— =
n—00 n n—00 n-+2 n—o00 (1 + 1 )
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Exercicio 3. Verifique se existe lim a, se
n—oo

1, temos

Lt 3.6.9.....(3n) .
" 147 .(3n—2) T

Sugestao: mostre que (a,) € decrescente e limitada inferiormente.

Solugao. Como se trata de uma seqéncia de termos positivos, para mostrar que (a,,) é decrescente,

basta verificar que
Ap+1

<1, para todon > 1.

ap
De fato,
1 3.6.9....(3(n+1)) 1 3.6.9....(3n).(3(n+1))
Upi1l  n+l11.4.7--.(3(n+1)—2)  n+114.7..(3n—2).(3(n+1)—2)
a. 1_3.6.9...(3n) - 1_3.69...(3n)
" n14.7. (3n—2) n1.4.7. (3n—2)
n  3(n+1) 3n

n+13m+1) -2 3n+l =



Portanto, (a,) é decrescente. Como a,, > 0 para todo n > 1, a sequéncia é limitada, consequente-
mente o limite de (a,) existe.

Exercicio 4. Determine se a sequéncia definida a seguir tem um limite. Em caso afirmativo,
encontre o limite.

a1 =+/a, ay = \/a++/a, a3 = \/Ja++/a++/a, ..., onde a > 0 um ntmero real fixo.

Solugao. Primeiramente, observamos que a,4+1 = y/a + @,+1, para todo n. Usaremos o Principio
da Inducao Matematica para provar que a sequéncia € crescente. A afirmacao que queremos provar
envolvendo um ntimero natural é

Gp < Gpy1, VN 2> 1.

O passo base (1) é verdadeiro, pois, como a > 0, temos

a; =+/a < +/a++a=as.

Para provar o passo indutivo (2), suponha que a afirmacao é verdadeira para n > 1 (isto é,
a, < ap+1) € provemos a afirmacao é verdadeira para n + 1. De fato, como

pt2 = A+ Qpiq.

Pela hipétese de inducao, a,, < a,y;. Assim,

Uni2 =V a~+ Qpyp1 > Va+ ap = Apga,

como queriamos provar. Pelo principio de indu¢ao matemaética, a,, < a,11, Vn > 1.

Vamos provar agora que (a,,) é limitada superiormente. De fato, como a sequéncia é crescente,
temos

Gp < Gpi1 =Va+ a,, Yn > 1,
ou seja,

a, < vVa+a,, Yn>1.

Elevando o quadrado em ambos os lados, temos

a2—an—a<0, Vn > 1.

n

Considerando o polindmio quadrético, p(z) = 2% — x — a, vemos que

1—\/4a+1< <1+\/4a+1
—— i —_— .
2

p(r) <0 <= 5

Portanto,

, Vn > 1.

n

_ 1t Viatl
2

Pelo Teorema da Convergéncia Monodtona, existe L € R tal que L = lim,,_, a,,. Fazendo n — oo

na férmula a,,, = /a + a,, obtemos
L=+a+ L.

Elevando o quadrado em ambos os lados e usando que L > 0 (isto porque a; > 0 e (a,,) é crescente),
1++Vida+1
5 .

obtemos L =

Exercicio 5. Determine se a sequéncia definida a seguir tem um limite. Em caso afirmativo,

encontre o limite.
a1 =3, ap=+/2a,_1, n=2,3,....

Solugao. Usaremos o Principio da Inducao Matematica para provar que a sequéncia € decrescente.
A afirmacao que queremos provar envolvendo um nimero natural é

i1 < Qp, V1 > 1.

O passo base (1) do Principio da Indugao Matemaética é verdadeiro porque



a1:3>\/€:\/2a1:a2.

Para provar o passo indutivo (2) do Principio da Indugao Matematica, suponha que a afirmacao é
verdadeira para n > 1 (isto é, a,4+1 < a,) e provemos a afirmagao é verdadeira para n+ 1. De fato,

COMO ap1o = y/2a,41. Pela hipdtese de inducao, a,i1 < a,. Assim, a,.9 = 24,11 < V2a, =
any1, como queriamos provar. Pelo principio de inducao matematica, a,+1 < a,, Vn > 1.

Vamos provar agora que a, > 2 para todo n > 1. De fato, para todo n > 1,

Qp > Apr1 = V/ 20y,.
Elevando o quadrado em ambos os lados, temos
az > 2a,.

Usando que a,, é positivo para todo n > 1, segue que a,, > 2 para todo n > 1.
Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiormente, pelo Teorema da Convergeéncia
Monétona existe L € R tal que L = lim, ,, a,. Fazendo n — oo na féormula a,.1 = +/2a,,

obtemos
L =+v2L.

Elevando o quadrado em ambos os lados e usando que L > 0 (isto porque a,, > 2), obtemos L = 2.

Exercicio 6. Mostre que se a,, — 0 e a sequéncia (b,) é limitada, entao a,b, — 0. Use isso para
mostrar que e~ " cos “FF — 0.

Solucgao.

Primeiro modo de solugao (pela defini¢ao de limite): Dado ¢ > 0, queremos mostrar que existe
N € N tal que

n>N = |ab, —0| <e.

De fato, como (b,,) ¢é limitada, existe M > 0 tal que
|b,| < M, V¥neN.
Usando que a,, — 0, existe NV € N tal que

€

>N = nl = lan — 0| <
n> an] = lan — 0] < <

Portanto, para todo n > N temos
€
|anby, — 0] = |anb,| = |a,||bn| < MM =€,

como querfamos provar.

Segundo modo de solugao (pelo Teorema do Confronto): como (b,) é limitada, existe M > 0 tal
que

b| < M, VneN.

Assim,
|anby,| < Mla,|, VnéeN,

ou seja,
—M|a,| < ayb, < Mla,|, VnéeN.

Por hipétese, a, — 0, que implica |a,| — 0. Assim, —M|a,| — 0 e Mla,| — 0. Consequente-
mente, pelo Teorema do Confronto, a,b, — 0.



Exercicio 7. Calcule lim z,, se
n—oo

(a) 2o, =vn(Vn+a—+/n). (resp.: a/2)

Solucao.

xn:ﬁ(m—ﬁ)zﬁ(m—ﬁ)—m

"\/n+a+\/ﬁ:ﬁ\/ﬁ<m+1> " Vlta/n+1

Portanto, =, — a/2, com n — oo.
(b) z, =n [(a + %)4 — a4] (resp.: 4a®)
Solugao. Primeiramente, note que
A*— B*=(A—-B)(A*+ A’B+ AB? + B®), VYA BecR.

Aplicando esta identidade para A = a + % e B = a, temos
1\ 1 1\* 1\’ 1\ 5 4
a+—| —a | =n— a+—| +la+—-) at+lat+—-)a +a
n n n n n
(R O R T e RS
= a+—| +la+—) a+|a+—]a"+a” | = 4a”, com n — oo.
n n n

Ty, =N




