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Resumo

Este artigo apresenta consideragdes sobre a utilizagdo da indug@o finita, método de demonstra¢ao formal
puramente matematico, ¢ o emprego da inducdo empirica, que ¢ amplamente utilizado nas ciéncias
experimentais. O objetivo ¢ descrevé-los, destacando suas diferencas conceituais e aplicagdes. Para
tanto, busca-se em dicionarios etimologicos e filosoficos, em tedricos como Chaui (2000), Eco (1979),
Bicudo (2005), Davis & Hersh (1985), Carvalho (2004), Frege (1988), Russel (1974), entre outros, € em
livros didaticos, abordagens desses conceitos, procurando confronta-las. Como aplicacdo, finaliza-se com
Baron (1985), apresentando um exemplo com numeros figurados.
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Abstract

This article presents considerations on the use of finite induction, method of purely formal mathematical
demonstration, and the use of empirical induction, which is widely used in experimental sciences. The goal is to
describe them, highlighting their conceptual differences and applications. To do so, we search in philosophical
and etymological dictionaries, in Chaui (2000), Eco (1989), Bicudo (2005), Davis & Hersh (1985), Carvalho
(2004), Frege (1988), Russel (1974), among others, and in textbooks, approaches these concepts, seeking to
confront them. We conclude with Baron (1985), presenting an application with figured numbers.

Keywords: Finite induction. Empirical induction. Formal demonstration. Mathematic education.

© © ¢ 0 0 0 0 ¢ 000000000000 000000000000 000000000000 0000000000000 0000O0COCOLOE O

Introducao

E possivel notar que uma das caracteristicas presentes na area de ciéncias exatas é o fato de
suas afirmag0es estarem fundamentadas em demonstragdes (ou provas). Porém, um dos proble-
mas esta relacionado ao uso da palavra demonstragdo. Este termo possui significados diferentes
dependendo do contexto onde ele ¢ aplicado, mesmo que sua interpretacdo seja a de validar ou
justificar alguma declaragdo. Para Godino e Recio (1997) existem quatro contextos distintos
onde a palavra demonstragao pode ser empregada, sdo eles: logica e fundamentos da matemati-
ca, matematica profissional, ciéncias experimentais e sala de aula de matematica.

Com relagdo aos métodos de demonstracdo, outro termo, cujo significado depende do
contexto onde € utilizado, ¢ o de indugdo. Este vocabulo é usado tanto na matematica quan-
to na fisica ou quimica, porém seu significado é completamente diferente. Na maioria das
vezes a interpretacdo que deve ser feita quando um matematico emprega o termo indugao
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¢ que ele esta se remetendo a indugfo finita (ou indugdo matematica'), enquanto que para
um fisico ou quimico fica implicita a indugdo empirica. Por uma questio de simplificacdo
de linguagem sao omitidos os adjetivos, finita ou empirica, que aparecem apos a palavra
indu¢do. Tal omissdo pode causar um entendimento equivocado sobre qual método de de-
monstragdo estava sendo utilizado.

Constatou-se o problema descrito anteriormente na pesquisa de Silva (2010), onde o
autor relata que alguns estudantes da 3* série de um curso de Licenciatura em Matematica
apresentaram dificuldades em demonstrar proposi¢cdes que envolviam o conceito de indu-
¢ao finita confundindo este método de demonstrag¢do, exclusivamente matematico, com o
da indugdo empirica.

Motivados por essa dificuldade objetiva-se neste trabalho descrever os métodos de
inducdo finita e indu¢do empirica, destacando suas diferencas conceituais e aplicagdes.
Para tanto, foi necessario consultar em dicionarios etimologicos e filoséficos, em obras de
tedricos como Chaui (2000), Eco (1989), Bicudo (2005), Davis & Hersh (1985), Carvalho
(2004), Frege (1988), Russel (1974), entre outros autores, além de livros didaticos, aborda-
gens desses conceitos, procurando confronta-las.

Deducao e Abducao

Segundo Chaui (2000), existem dois tipos de atividade racional: a intui¢do (razdo
intuitiva) e a razao (razdo discursiva), sendo que

A razdo discursiva ou o pensamento discursivo chega ao objeto passando por etapas su-
cessivas de conhecimento, realizando esforgos sucessivos de aproximagdo para chegar ao
conceito ou a definigdo do objeto, enquanto que a razdo intuitiva é [...] uma visdo direta e
imediata do objeto do conhecimento, um contato direto e imediato com ele, sem necessida-
de de provas ou demonstragdes para saber o que conhece (CHAUI, 2000, p.77).

Geralmente a razdo intuitiva consiste no ponto de partida para o desenvolvimento
de um novo conceito, teoria ou teorema, porém a fundamentacdo das ideias, isto é, a de-
monstracao ou a prova de que uma dada afirmacdo ¢ verdadeira se da por meio da razao
discursiva (ou raciocinio). Dessa forma, tem-se que os tipos de raciocinios empregados
para generalizar certo pensamento sdo deducdo, inducao e abducao.

Para o conceito de dedugdo encontrou-se a seguinte definigéo:

A deducio consiste em partir de uma verdade ja conhecida (seja por intui¢o, seja por uma
demonstragao anterior) e que funciona como um principio geral ao qual se subordinam todos
os casos que serdo demonstrados a partir dela. Em outras palavras, na deducéo parte-se de
uma verdade ja conhecida para demonstrar que ela se aplica a todos os casos particulares
iguais. Por isso também se diz que a dedugdo vai do geral ao particular ou do universal ao
individual. O ponto de partida de uma dedugéo ¢ ou uma idéia verdadeira ou uma teoria ver-
dadeira. (CHAUI, 2000, p. 81).

! Neste trabalho optamos por utilizar o termo indugao finita.
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O exemplo classico de Peirce? sobre o raciocinio dedutivo é apresentado da seguinte
maneira por Eco (1989):

Suponhamos que sobre esta mesa eu tenha um saco cheio de feijoes brancos. Eu sei que
esta cheio de feijdes brancos (suponhamos que eu tenha comprado numa loja saquinhos de
feijdo branco e que eu confie no vendedor): portanto, eu posso afirmar como Lei que “todos
os feijoes deste saco sdo brancos”. Uma vez que conhego a Lei, produzo um Caso; pego as
cegas um punhado de feijoes do saquinho (as cegas: ndo € necessariamente que os veja) e
posso predizer o Resultado: “Os feijdes que estdo na minha méo sdo brancos”. A Dedugéo
de uma Lei (verdadeira), através de um Caso, prediz com absoluta certeza um Resultado.
(ECO, 1989, p. 160).

Além dos raciocinios, dedutivo e indutivo, Peirce apresenta também o raciocinio ab-
dutivo, que se caracteriza pela formacdo de novas hipoteses explicativas para um determi-
nado fendmeno. Assim, tem-se que:

A abdugdo é uma espécie de intuigdo, mas que ndo se da de uma so6 vez, indo passo a passo
para chegar a uma conclusdo. A abdugdo ¢ a busca de uma conclusdo pela interpretagao
racional de sinais, de indicios, de signos. O exemplo mais simples oferecido por Peirce
para explicar o que seja a abdugdo s@o os contos policiais, 0 modo como os detetives vao
coletando indicios ou sinais e formando uma teoria para o caso que investigam. (CHAUI,
2000, p. 83).

O exemplo do raciocinio abdutivo ¢ apresentado do seguinte modo por Eco (1989):

Ha um saquinho sobre a mesa e, ao lado, sempre sobre a mesa, um grupo de feijdes bran-
cos. Nao sei como estdo ali, ou quem os colocou, nem de onde vém. Consideremos este
resultado um caso curioso. Agora eu deveria encontrar uma Lei tal que, se fosse verdadeira,
e se 0 Resultado fosse considerado um Caso daquela Lei, o Resultado ndo seria mais curio-
so, mas sim, razoabilissimo. Neste ponto eu faco uma conjectura: teorizo a Lei pela qual
aquele saco contém feijoes e todos os feijoes daquele saco sdo brancos e tento considerar o
resultado que tenho diante dos meus olhos como um Caso daquela Lei. Se todos os feijoes
do saquinho sdo brancos e esses feijoes vém daquele saco, ¢ natural que os feijoes da mesa
sejam brancos. (ECO, 1989, p. 160).

Outro aspecto que se deve considerar sobre a atividade racional refere-se a utilizagdo
do método indutivo, como ja destacado inicialmente. A seguir sera abordado esse método,
enfocando algumas caracteristicas da indugao finita e a indugdo empirica.

Aspectos Gerais Sobre a
Inducao Empirica e Inducao Finita

Nas ciéncias experimentais, como a Fisica e a Quimica, muitos resultados sdo gene-
ralizados como leis ap6s o estudo de certo nimero de observagdes. As conclusdes destas
observagoes estdo fundamentadas na realizagdo de experiéncias. Tais experiéncias sao re-
petidas um ntimero finito de vezes e atendem a certas condigdes. Assim, apos a coleta de
dados, feita por meio das observagdes, os cientistas experimentais buscam generalizar um

2 Charles Sanders Pierce (1839 — 1914).
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resultado a partir do estudo de um caso particular. O método descrito anteriormente ¢ de-
nominado indugdo empirica.

Em busca de uma definigdo precisa para o método de inducdo (empirica) inves-
tigou-se seu significado em alguns dicionarios. No diciondrio de lingua portuguesa Houaiss
(2001, p. 1608) tem-se:

1 acdo, processo, ou efeito de induzir 2 p. ext. raciocinio que serve de indicios para chegar
auma causa por eles tornada patente 3 p. met. conclusdo ou conseqiiéncia extraida desse(s)
raciocinio(s) 4 FIL raciocinio que parte de dados particulares (fatos, experiéncias, enun-
ciados empiricos) e, por meio de uma seqiiéncia de operacdes cognitivas, chega a leis ou
conceitos mais gerais, indo dos efeitos a causa, das conseqiiéncias ao principio, da experi-
éncia a teoria [...]

O dicionario etimolégico Nova Fronteira (1997, p. 434) tras para o termo indugdo
(empirica) a seguinte defini¢do: “sf. ‘introdugdo, conducdo’ ‘raciocinio em que, de fatos
particulares se tira uma conclusdo genérica’ ...”.

E no dicionario de filosofia de Abbagnano (2000, p. 556) tem-se:

‘A L. é o procedimento que leva do particular ao universal’: com esta definigdo de Aristote-
les (Top., 1, 12, 105 a 11) concordaram todos os fildsofos. O proprio Aristoteles vé na I. um
dos caminhos pelos quais conseguimos formar nossas crengas; a outra ¢ a dedugao (silogis-
mo) (An. pr., 11, 23, 68 b 30). Além disso, atribuiu a Sécrates o mérito de haver descoberto
os ‘raciocinios indutivos’ (Met., XIII, 4, 1078 b 28)

Assim, tomando as defini¢gdes acima, conclui-se que a indugdo empirica € o raciocinio
ou método que nos leva a passagem do particular ao geral por meio de observagoes de fend-
menos ou experiéncias. O método de indugdo empirica € amplamente utilizado no campo
das ciéncias experimentais, como ja mencionado.

Diferentemente do que ocorre nas ciéncias experimentais, em Matematica ndo se pode
afirmar que uma proposicao é verdadeira ou falsa a partir de certo nimero de observacdes
de uma experiéncia ou fendmeno. Por exemplo: ndo ¢é possivel afirmar que a soma dos
n primeiros numeros naturais impares ¢ % para qualquer numero natural n, testando a
mesma para um grande numero de valores. Pode-se analisar essa afirmacgdo paran =1, n =
2, n =3, e mesmo depois de realizadas varias tentativas nao sera possivel concluir que se
trata de uma afirmagdo verdadeira ou falsa. Sempre ficara diivida se para o proximo teste a
proposicéo sera verdadeira.

1 12

1+3=4 22

1+3+5=9 32

1+3+5+7 = 16 42
143+5+7+ ... + 2n+1 n? (?)

A Matematica ¢ uma ciéncia que possui caracteristicas proprias e seus resultados ndo
sdo baseados somente em observacdes empiricas. Assim, uma das diferencas apontadas
entre a Matematica e a Fisica, a Quimica, a Biologia e outras ciéncias experimentais, ¢ que
seus resultados necessitam ser demonstrados por meio de provas formais, o que nao ocorre,
necessariamente, no campo das outras. Davis & Hersh (1985, p. 178) afirmam que “[...]



Perspectivas da Educacao Matematica, Campo Grande, MS, v. 3, n. 6, p. 67-80, jul./dez./ 2010. 71

a matematica fica caracterizada, de maneira tnica, por algo conhecido como ‘demonstra-
¢oes’”.

A organizagdo da Matematica, segundo Bicudo (2005), é descrita da seguinte maneira:

Ao desenvolver sua ciéncia, a missdo do matematico consiste em definir os conceitos do
ramo em questao, isto &, definir seus objetos matemadticos e em demonstrar as propriedades
que esses conceitos possuam, ou as relagdes que tais objetos satisfacam. Ora, definir um
conceito significa explica-lo em termos de outros conceitos ja definidos, e demonstrar uma
proposi¢do que enuncie uma relagdo entre os objetos matematicos considerados ¢ argumen-
tar por sua validade, usando regras de inferéncia fornecidas pela logica (dos predicados
de primeira ordem com igualdade), a partir de proposi¢des anteriormente demonstradas.
(BICUDO, 2005 p. 59)

Entende-se que a proposta de Bicudo (2005) nao ¢ viavel para ser aplicada em de-
monstra¢cdes matematicas, pois, segundo as regras da logica, dever-se-ia a todo o momento
que se demonstrasse certa proposi¢ao, remeter-se a conceitos anteriores, relacionando-os
com propriedades ja demonstradas a fim de obter novas defini¢des e provas de teoremas.
Dessa forma, apesar das provas e demonstragdes matematicas ndo possuirem o rigor da
logica sdo consideradas como provas formais. Assim, tem-se que:

A prova aceitavel ¢ aquela vista como um principio normativo; mais do que enraizada em
critérios logicos, a prova precisa ser compativel com o corpo de conhecimento matematico

que define o que ¢ aceitavel ao matematico. A prova ¢ considerada um processo social, sen-
do uma de suas fungdes ‘promover o entendimento’. (CARVALHO, 2004, p. 60)

Além disso, para o desenvolvimento de suas atividades o matematico considera que

Se uma defini¢do presta-se de bom grado as demonstragdes, se em nenhum momento esbar-
ra-se em contradi¢des, se conexdes entre temas aparentemente distantes entre si deixam-se
perceber, e se deste modo resulta em ordem e regularidade superiores, costuma-se entdo
considerar a defini¢do suficientemente estabelecida, indagando-se pouco sobre sua legiti-
midade logica. (/FREGE, 1980, p. 203)

Dessa forma, com relacao a prova por indugao finita tem-se que se trata de um método
dedutivo enquanto que a indugdo empirica ¢ uma generalizacdo ndo dedutiva, ou seja, na
indu¢do empirica ndo ocorre dedugdo no sentido matematico, pois a generalizacdo € reali-
zada por meio de observagdes. Portanto, entende-se que:

inducgdo = indu¢ao empirica = indugdo finita = método dedutivo = demonstragao formal

Com o objetivo de mostrar o mau uso da palavra indu¢ao em textos matematicos rea-
lizou-se uma pesquisa em livros didaticos exclusivamente matematicos e foi possivel com-
provar que alguns autores como, por exemplo, Domingues & lezzi (1982), Lima (1999) ¢
Gongalves (2001) se referem a indugdo finita empregando apenas o termo inducao. Dessa
maneira, entende-se que tais autores propdem uma “simplificacdo” da linguagem natural.
Dessa forma, a partir das defini¢des de indugéo finita e de indugdo empirica acima € pos-
sivel perceber que ambos os métodos ndo possuem caracteristicas comuns. Concluimos
entdo que essa simplificagdo da linguagem gera problemas, pois ha a possibilidade de con-
fusdo entre tais métodos.
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Retornando a indugdo (empirica), tem-se a defini¢do dada pelo dicionario de filosofia
de Abbagnano (2000, p. 557):

Entre a indugdo e o silogismo, Aristdteles estabelece, todavia uma grande diferenca
de valor. No silogismo dedutivo (‘Todos os homens sdo animais; todos os animais sdo
mortais; logo, todos os homens sdo mortais’) o termo médio (animal) constitui a subs-
tdncia ou a razdo de ser da conexao necessaria entre os dois extremos: os homens sdo
mortais porque sdo substancialmente animais. No raciocinio indutivo, entretanto (‘O
homem, o cavalo e o mulo sdo duradouros; o homem, o cavalo e o mulo sdo animais
sem fel; logo, os animais sem fel sdo duradouros’), o termo médio (sem ser fel) aparece
na conclusdo, o que significa que ele ndo é um porqué substancial, mas um simples
fato (4n. pr., 11, 23, 68 b 15). Portanto a I. ndo tem valor necessario ou demonstrativo,
conquanto seja mais clara que o silogismo; seu ambito de validade ¢ o mesmo do fato,
ou seja, da totalidade dos casos em que sua validade foi efetivamente constatada. Pode,
portanto, ser usada para fins de exercicio, em dialética, ou com objetivos persuasivos
em retorica (R. her., I, 2, 1356 b 13), mas ndo constitui ciéncia porque a ciéncia € ne-
cessariamente demonstrativa (4n. post., 1, 2, 71 b 19)

Ainda no mesmo dicionario de filosofia (p. 561) encontra-se, para inducao (matematica) finita:

Essa expressdo designa o principio que serve para estabelecer a verdade de um teorema
matematico em um numero indefinido de casos. Denomina-se também principio de recor-
réncia ou raciocinio por recorréncia (POINCARE, La science et I’hipothése, 1, § 3). Peano
assim definiu esse principio: ‘Seja S uma classe, suponhamos que O pertenca a essa classe
¢ que todas as vezes que um individuo pertenga a essa classe o seguinte também pertence
a ela; entdo todos os nimeros pertencerdo a classe. Essa proposi¢do denomina-se principio
de I’. (Formul. mat., § 10).

E nesse dicionario ainda ¢ encontrada, como conclusao, que a indugao finita e a indu-
¢do empirica ndo t€ém nada em comum a ndo ser o carater de generalizacao.

Se as defini¢des de indugdo finita e inducdo (empirica) nada tém em comum, entdo
porque os autores de livros didaticos e professores de matematica utilizam o termo indugéo
como sindénimo para indug¢do finita? Uma possivel resposta a essa pergunta ¢ apresentada
por Carvalho (2004, p. 154): “A palavra que define, que da nome ao objeto matematico,
deixa de ser do dominio do corpo matematico, passa a ser da pessoa.” Dessa forma, acredi-
ta-se que provavelmente quem detém controle sobre os termos inducao e indug¢ao finita sao
os autores de livros didaticos e os professores, sendo assim, eles sdo responsaveis sobre a
utiliza¢do adequada ou ndo da terminologia. Portanto,

O dito rigor matematico entdo sustentado pelo sujeito identificado com o papel que lhe é
reservado, escapa da especificidade da fala e passa ao sentindo do discurso. O papel que
o sujeito desempenha ¢ o de garantir que a Matematica possa exercer o sentido da fala do
rigor no para si de seu discurso, isto ¢, garantir que termos usados rigorosamente sdo o
proprio sentido do discurso. E, em parte, dai que o efeito autoritario aparece na sala de aula.
(CARVALHO, 2004, p. 153.)

Assim, pode-se concluir que, a simplificagdo de linguagem gera confusao levando a
utilizagdo da inducdo empirica como demonstragdo de proposi¢des matematicas.
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A Inducao ou Inducao Empirica

Para Popper (1996, p. 27) as ciéncias empiricas sdo caracterizadas por emprega-
rem métodos indutivos. Além disso, para ele “E comum dizer-se ‘indutiva’ uma infe-
réncia, caso ela conduza de enunciados singulares (por vezes denominados também
enunciados ‘particulares’), tais como descrigdes dos resultados de observagdes ou ex-
perimentos, para enunciados universais, tais como hipdteses ou teorias.” E conclui
dizendo:

Ora, esta longe de ser 6bvio, de um ponto de vista 16gico, haver justificativa no inferir
enunciados universais de enunciados singulares, independentemente de qudo nume-
rosos sejam estes; com efeito, qualquer conclusido colhida desse modo sempre pode
revelar-se falsa: independentemente de quantos casos de cisnes brancos possamos ob-
servar, isso ndo justifica a conclusdo de que todos os cisnes sdo brancos. (POPPER,
1996, p. 28)

O processo de indugdo (empirica) é usado naturalmente nas ciéncias fisica, quimi-
ca, dentre outras. Segundo Chaui (2000) o método de inducdo empirica ¢ caracterizado
pela busca de uma conclusdo, isto €, de uma lei geral que a partir do estudo de casos
particulares, iguais ou semelhantes explica todos os casos particulares. Porém, para a
utiliza¢do da indugdo (empirica) € necessario que sejam respeitadas certas regras, caso
contrario a mesma podera levar a resultados falsos. A seguir sera apresentado o exem-
plo da aplicagdo do método de inducdo (empirica), por meio da analise de Peirce, nas
palavras de Eco (1989):

Tenho um saquinho e ndo sei o que contém. Coloco a mao dentro dele, tiro um punhado
de feijoes e observo que sdo todos brancos. Coloco de novo a méo, e de novo sdo feijoes
brancos. Continuo por um numero x de vezes (quantas sejam, as vezes, depende do
tempo que eu tenho, ou do dinheiro que recebi da Fundagdo Ford para estabelecer uma
lei cientifica a respeito dos feijoes do saco). Depois de um niimero suficiente de provas,
fago o seguinte raciocinio: todos os Resultados das minhas provas ddo um punhado de
feijoes brancos. Posso fazer a razoavel inferéncia de que todos esses resultados sdo
Casos da mesma Lei, isto ¢, que todos os feijoes do saco sdo brancos. De uma série de
Resultados, inferindo que sejam Casos de uma mesma Lei, chego a formulagao indutiva
dessa Lei (provavel). Como ja dissemos, basta que numa ultima prova acontega que
um s6 dos feijdoes que tiro do saco seja preto para que todo o meu esfor¢o indutivo se
dissipe no nada. Eis o porqué da desconfiang¢a dos epistemdlogos em relagdo a Indugao.
(ECO, 1989, p. 160).

Complementando a critica apresentada por Popper ao método indutivo, destaca-
se o seguinte contraexemplo que pode ser encontrado em Watanabe (1986), Sominski
(1996) e Geronimo & Franco (2002) com relagdo ao uso da indugdo empirica e que
¢ dado pelo trindomio n* +n+4 . Substituindo n por 0, 1, 2, 3, 4 ¢ 5, encontram-se
respectivamente os numeros primos 41, 43, 47, 53, 61 ¢ 71. Analisando os resultados
anteriores (e mais alguns) induz-se que ¢é possivel determinar niimeros primos a partir
desse trindmio. Isso, entretanto nao ¢ verdadeiro. Basta observar que substituindo # por
40 encontra-se o numero 1681 que é um numero composto, pois seus divisores perten-
cem ao conjunto {1, 41, 1681}.
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Com relagdo ao método de indugao utilizado nas ciéncias empiricas, Popper (1996)
afirma que:
O problema da indugdo também pode ser apresentado como indagacéo acerca da validade
ou verdade de enunciados universais que encontrem base na experiéncia, tais como as hi-
poteses e os sistemas teodricos das ciéncias empiricas. Muitas pessoas acreditam, com efeito,
que a verdade desses enunciados universais € ‘conhecida através da experiéncia’; contudo,
esta claro que a descrigdo de uma experiéncia — de uma observagdo ou do resultado de um

experimento — s6 pode ser um enunciado singular e ndo um enunciado universal. (POPPER,
1996, p. 28)

Apesar de levantar tal problema, quanto ao método de indugdo empirica, Popper
(1996, p. 29) diz que as justificativas e inferéncias produzidas por esse método necessitam
estarem embasadas na logica indutiva e conclui afirmando que “[...] o principio de inducdo
ha de constituir-se num enunciado sintético, ou seja, enunciado cuja negagdo nao se mostre
contraditoria, mas logicamente possivel.”

Origens e Historia da Inducao Finita

A axiomatizacdo do conjunto dos numeros naturais deve-se ao matematico italiano
Giuseppe Peano (1858 — 1932). Essa realizacdo quer dizer que ¢ possivel deduzir e de-
monstrar todas as propriedades desse conjunto a partir dos axiomas de Peano. Tais axiomas
foram divulgados numa obra de 1889, denominada Arithmetices Principia Nova Methodo
Exposita. E nesta obra que Peano apresenta seus axiomas e enuncia a base de um processo
demonstrativo designado como indugao finita.

Enuncia-se a seguir os axiomas de Peano, segundo Lima et al (2006, p. 30), com al-
gumas adaptagdes®:

a) existe uma fungdo s: N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, cha-
mado sucessor de n, que significa dizer todo nlimero natural possui um tnico sucessor, que
também € um nimero natural;

b) a fungdo s: N — N, ¢ injetiva, ou seja, nimeros naturais diferentes possuem sucessores
diferentes;

¢) existe um tnico elemento 0 no conjunto N, tal que 0 # s(n) para todo n € N, isto ¢, 0
¢ 0 Unico nimero natural que ndo ¢ sucessor de nenhum outro;

d) Se um subconjunto X = Nétal que 0 € Ne s(X) c X(isto é, n € X = s(n) € X), entdo
X = N. O que significa dizer que se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero
0 e, além disso, contém o sucessor de cada um de seus elementos, entdo esse conjunto
coincide com N, isto é, contém todos os nimeros naturais.

O axioma referente ao item d é chamado de axioma de indugéo finita. Sobre este axio-
ma pode-se dizer que, ¢ possivel obter qualquer nimero natural a partir de 0 por meio de

3Esse autor assume o conjunto dos nimeros naturais a partir de 1, isto ¢, N = {l, 2, 3, ...}, neste trabalho sera
abordado N como N = {0, 1, 2, 3, ...}.
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operagoes de tomar o sucessor de 7.

Com relagdo a utilizagao e aplicagdo do principio de indugdo finita, Lima (1999, p. 27)
enfatiza: “O Principio de Indugdo é muito Util para demonstrar proposigdes que se referem
a inteiros. Ele estd implicito em todos os argumentos onde se diz ‘e assim por diante’, ‘e

2 9

assim sucessivamente’ ou ‘etc’.
Desse modo, a partir dos axiomas de Peano pode-se enunciar o principio de indugao finita:

Principio de Inducéo Finita (Teorema): Seja P(n) uma proposi¢ao envolvendo um
numero natural n e suponha que:

a - P(0) ¢ verdadeira
b- V k € N, P(k) verdadeira = P(k+1) verdadeira.

Entdo P(n) ¢ verdadeira para todo n € N.

Dem.

Considere o seguinte subconjunto de N, A= {n € N/P(n) é verdadeira}. Observe que
0 pertence a A, pois, sendo P(0) verdadeira, decorre do item a do teorema. Agora se supde
que, para todo n pertencente ao conjunto A, tem-se que P(n) é também uma proposicao
verdadeira. Portanto, deriva do item b do teorema, que P(n+1) é também uma proposicao
verdadeira. Sendo assim, tem-se que #+1 pertence ao conjunto A. E desse modo, pode-se
concluir que A ¢ igual a N.

A abordagem anterior adota o conjunto dos nimeros naturais N para enunciar o
principio de induc¢ao finita, entretanto, hd abordagens que consideram o conjunto dos ni-
meros inteiros Z para enunciar o principio de indugao finita. Assim, autores como Domin-
gues & lezzi (1982), Gongalves (1999), Shokranian, Soares & Godinho (1999) iniciam a
apresentacdo da indugao finita a partir do principio de boa ordenagao®.

As demonstra¢des baseadas na indugdo finita sdo caracterizadas por duas proprie-
dades. A primeira diz que a proposigdo deve ser verdadeira para um niimero natural 7 (que
ndo necessita ser o 0). A segunda considera que, se a proposi¢ao for verdadeira para um
numero natural n arbitrario, entdo é também verdadeira para n+1, ou seja, é valida para
0 seu sucessor. A primeira propriedade ¢ denominada como base da indugéo ¢ a segunda é
chamada de passo indutivo. Segundo Gerénimo & Franco (2002), as propriedades da in-
dugdo finita podem ser comparadas ao efeito domind, isto &, se se tem uma fila de dominos
dispostos verticalmente de modo que as distancias entre eles permitam que uns toquem nos
outros ao cairem, entdo se a primeira pe¢a do domind cai a seguinte também caira.

Apesar do principio de indugdo finita ter sido desenvolvido por Peano, Katz (2004)
mostra indicios de que a indugao finita ja era conhecida desde a Antiguidade, aparecendo de

*Principio da Boa Ordenaggo: A defini¢do desse principio segundo Shokranian, Soares & Godinho (1999) é:
“todo subconjunto ndo vazio A de inteiros ndo negativos possui em elemento minimo (isto ¢, existe n, < n, para
todon € A).”
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forma implicita na obra Os Elementos, de Euclides (300 a.C.). Além disso, ha autores como
Milies e Coelho (2006) que apontam o matematico francés Blaise Pascal (1623 — 1662)
como o primeiro a utilizar o principio de indugao finita para demonstrar as propriedades do
triangulo aritmético, em um folheto que tinha como titulo Traité du Triangle Arithmétique.

Porém, contrariando a posi¢ao anterior, Vacca (1909) defende que foi Francesco Mau-
rolico, matematico italiano (1494 — 1575), o primeiro a utilizar a inducdo finita em seus
trabalhos e que Pascal teria apenas utilizado-a em seu folheto. Hefez (1993), ao encontro
de Vacca (1909), vai além e diz que o primeiro problema de indugdo finita resolvido por
Maurolico foi provar que, para todo natural »n, a soma dos n primeiros nimeros naturais
impares ¢ dada por n’.

Ha outros autores como Cajori (1918), que apontam que a indu¢ao finita apresenta
origens diferentes. Este autor ainda afirma que foi apenas em 1838 que o nome indugao
finita foi utilizado aparentemente pela primeira vez. Fato esse, que se deve ao matematico
britanico Augustus De Morgan (1806 — 1871) em um artigo publicado com o titulo /nduc-
tion (Mathematics).

Outra perspectiva em que se pode abordar o principio de indugao finita € apoiando-se na
filosofia da matematica, como fez Russel (1974). Segundo Monk (2000), Russel buscava de-
finir a matematica como uma ciéncia livre de contradi¢des, sendo assim incontestavelmente
verdadeira. Russel (1974) a fim de explicar os axiomas de Peano, introduz a sequéncia 1, 2,
3, ..., dos niimeros naturais, dizendo que um ponto de partida 6bvio em relagdo a matemati-
ca e que, para reescrever esta sequéncia como 0, 1, 2, 3, ..., n, n + 1, ... a civilizagdo passou
por varios niveis de desenvolvimentos intelectuais. Para isso, basta notar, que nesta tltima
série tem-se 0 como elemento, fato que mostra desenvolvimento intelectual da humanidade,
jé que, por exemplo, os gregos e os romanos nao dispunham de uma representacao para tal
algarismo.

Deste modo, Russel (1974) alerta que:

Pouquissimas pessoas t€ém uma defini¢o para o significado de ‘niimero’ ou ‘0’ ou ‘1°. Néo
¢ dificil ver que, partindo-se de 0, pode-se atingir qualquer numero natural por adi¢des re-
petidas de 1, mas teremos de definir o que queremos dizer com as expressoes ‘adicionar 1°,
e ‘repetir’. Essas questdes nio sdo de modo algum faceis. (RUSSEL, 1974, p. 11)

Assim, Russel (1974) aponta que, para construir a série dos nimeros naturais basta
saber o que se quer dizer com os termos “0” e “sucessor”, ¢ afirma:

Quais os nimeros que podem ser atingidos sendo dados os termos ‘0’ ¢ ‘sucessor’? Havera
algum meio pelo qual possamos definir toda a classe de tais numeros? Atingimos 1 como
sucessor de 0; 2, como sucessor de 1; 3, como sucessor de 2, e assim por diante. E esse ‘e
assim por diante’ que desejamos substituir por algo menos vago e indefinido. Poderemos ser
tentados a dizer que ‘e assim por diante’ significa que o processo de passar para o sucessor
pode ser repetido qualquer numero finito de vezes, mas o problema em cuja solugdo esta-
mos empenhados ¢ o de definir ‘nimero finito’, e, portanto, ndo devemos usar essa nogao
em nossa defini¢do. Nossa defini¢do ndo deverd pressupor que saibamos o que seja um
numero finito. (RUSSEL, 1974, p. 27)
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A solugdo que Russel (1974, p. 27) apresenta para este problema esta no principio de
inducdo finita. Este autor diz que: “Essa proposi¢ao declara que qualquer propriedade que
pertenca a 0, e também ao sucessor de todo nimero que tenha essa propriedade, pertence a
todos os niimeros naturais.”

Portanto, com relagdo as ideias primitivas de Peano, Russel (1974) apresenta uma
perspectiva na qual diz que:

[...] demos definigdes delas que as tornam precisas, ndo mais capazes de uma infinidade

de significados diferentes, como eram quando ainda determinadas apenas até ao ponto de

obedecer aos cinco axiomas de Peano. Nos retiramos do aparato fundamental de termos que

tém de ser meramente apreendidos, e aumentamos assim a articulagdo dedutiva da Matema-
tica. (RUSSEL, 1974, p. 30)

Assim, a partir dos conceitos apresentados por Russel (1974) tem-se agora que o prin-
cipio de inducao finita é o meio pelo qual se define os nimeros naturais e somos capazes de
deduzir, demonstrar e generalizar todas as suas propriedades. Tais propriedades estdo baseadas
no conceito de posteridade de 0 com relagdo entre um numero natural e seu sucessor imediato.
Russel (1974) diz que:

Uma propriedade ¢ ‘hereditaria com respeito a N’, ou simplesmente ‘N-hereditaria’, se,
quando pertencer a um nimero m, também pertencer a m + 1, isto €, a0 nimero com o qual
m tenha a relagdo N. E se dird que um niimero » pertence a ‘posteridade’ de m com respeito
a relacdo N se n tiver todas as propriedades N-hereditarias pertencentes a m. (RUSSEL,
1974, p. 31)

Dessa maneira Russel (1974, p. 33) enuncia o principio de indugéo finita como “o que
pode ser inferido do seguinte para o seguinte pode ser inferido do primeiro ao ultimo.” Tal
enunciado ¢ segundo Russel (1974) um modo popular de definir a indugao finita.

Gastev (apud Sominski, 1996) afirma que a indugfo finita ¢ um método dedutivo e a
define da seguinte maneira:

O ‘principio de inducdo matematica’ ¢ uma proposi¢do precisa (cuja evidéncia intuitiva

¢ aceita por muitos matematicos como indiscutivel, ainda que no momento da exposi¢ado

axiomatica da Aritmética figure como um axioma) que permite obter, a partir da base e do

passo indutivo, uma demonstragdo puramente dedutiva da proposi¢do para todos os nume-
ros naturais n. (GASTEV, apud SOMINSKI, 1996, p. 59)

Para este autor os nomes indug¢do ¢ inducdo finita, estdo relacionados devido a uma as-
sociacdo que a nossa consciéncia, ao realizar argumentagoes, produz ao envolver esses dois
principios. Além disso, Gastev (apud Sominski, 1996) relata que a indugdo empirica necessita
de algumas experiéncias em particular a fim de que tenhamos hipdteses iniciais sobre um de-
terminado fendmeno enquanto que a indug@o finita ndo necessita de tais hipoteses. Este autor
ainda declara que a indugdo finita é “completa” ou “perfeita”, pois é um método dedutivo
que pode ser empregado com 100% de seguranga, ja a inducdo empirica € “imperfeita” por-
que ndo se pode assegurar que a experiéncia produzira os mesmos resultados sempre. Deste
modo, Gastev (apud Sominski, 1996) conclui que a indugéo finita € um método de demons-
tracdo de teoremas aritméticos, isto €, que em se tratando do conjunto dos numeros naturais
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a indugdo finita ¢ um instrumento universal para demonstrar as propriedades desse conjunto.

Complementando as ideias de Géstev tem-se que:

A indug@o ¢é o processo de descoberta de leis gerais pela observacgdo de casos particulares.
E utilizada em todas as areas das ciéncias, inclusive na matematica. A indugfo finita é
utilizada exclusivamente na Matematica, para demonstrar teoremas de um certo tipo. E de
lamentar que estes nomes estejam relacionados, pois ha muito pouca conexao logica entre
os dois processos. H4, no entanto uma conexao pratica, pois muitas vezes utilizamos ambos
conjuntamente. (POLYA, 1975, p 91).

Assim, € necessario tomar cuidado quando se refere a indugao finita e a indugdo em-
pirica. A indug@o finita ¢ um método dedutivo, enquanto que a indug@o empirica, como ja
dito, trata-se de um estudo de casos particulares, iguais ou semelhantes ¢ busca uma lei
geral que explica e subordina tais casos. Assim, tem-se que neste ultimo “a definicdo ou a
teoria sdo obtidas no ponto final do percurso.”

Ao encontro da posigdo de Katz (2004) quanto ao aparecimento da indugdo finita,
Baron (1985) tras algumas aplicagdes para este principio, que, segundo a autora, se devem
aos pitagodricos.

[...] que o numero exercia para os pitagoricos o papel da matéria e da forma do universo.
Eles chamavam um ponto de um, uma reta de dois, uma superficie de #rés e um sélido de
quatro. O somatorio de pontos gerava retas, o de retas, superficies e o de superficies, so-

lidos; com os seus um, dois, trés ¢ quatro eles poderiam construir o universo! (BARON,
1985, p. 17)

Assim, Baron (1985) afirma que os pitagdricos ja conheciam os nimeros figurados®,
como os numeros triangulares, quadrangulares, dentre outros, mas foi Nicomano de Gerasa
(100 d. C.) que em sua obra intitulada Introductio Arithmetica apresentou a melhor e mais
completa descri¢do dos numeros figurados. Um exemplo dessas descrigdes € que os niime-
ros triangulares que sdo dados por:

L
L e
cuja expressdo algébrica que representa cada um desses niimeros, ¢ dada por:

1 .
T =n(nz+),p01s, T =1,

T,=3=1+T,+2,
T,=6=3+3=T7,+3,
T,=10=6+4=T, +4,

T,=15=10+5=T7,+5

’Ou niimeros poligonais.
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Portanto, observando as parcelas anteriores, tem-se que 7, =7, | +n, isto ¢, que cada
numero triangular € a soma do anterior com seu nimero de ordem. Agora somando, mem-
bro a membro, a igualdade anterior tem-se:

L+L+TL+T,+T+.. . +T, =1+ +,+ L+ T, +...+T,_ +2+3+4+5+...+n

e, simplificando os termos iguais em ambos os lados da igualdade, encontra-se a seguinte
representagdo para os numeros triangulares: 7, =1+2+3+4+5+..+n ., Essa formula expres-
sa a soma dos 7 primeiros termos de uma progressao aritmética e ¢ dada por 7 - @ De
modo analogo, pode-se deduzir outras expressdes para os numeros figurados.

Sera utilizado o exemplo anterior para mostrar como se d4 uma demonstragdo por
inducao finita.

Dem.

n(n+1

Consideremos P(n) a proposi¢do 1+2+3+...+n= —5 Temos que P(1) é verdadeira,

pois 1= @ Vamos supor P(k) ¢é verdadeira para qualquer &, com k < 1. Dessa forma,

temos que:
1+2+3+...+k=@<:>1+2+3+...+k+(k+1):—k(k;l)+(k+1)
<:>1+2+3+...+k+1=1+2+3+...+(kH)((l;H)H)

Logo a proposicao P(k+1) é verdadeira para todo £, pelo principio de indugao finita.

Consideracoes Finais

O objetivo desse artigo foi descrever os métodos de indugao finita e de indugdo em-
pirica, destacando suas diferencgas e aplicagdes. Isso se deve pela maneira equivocada que
alguns estudantes utilizam, tratam e interpretam a demonstragdo por indugéo finita.

Nao foi a intengdo coibir o uso da indug¢do empirica pelo matematico, mas alertar que
seu uso nao se constitui uma demonstragao formal em problemas de contextos matematicos.

Existem vérias aplica¢des onde o matematico pode utilizar a indu¢do empirica com
objetivo de buscar padrdes, como por exemplo, os numeros figurados e a torre de Handi,
porém para os padrdes onde sdo tratados os nimeros naturais ou os nimeros inteiros o mé-
todo de demonstracdo formal a ser empregado € o principio de induc¢ao finita.

Outra consideracdo a destacar ¢ que a simplificacdo da linguagem com a utilizagdo
somente da palavra inducdo para designar tanto a indugdo empirica quanto a indug@o finita
acaba provocando algumas confusdes levando os estudantes de cursos de matematica ao
erro, conforme aponta Silva (2010).
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