la. Lista de Exercicios SLC 0608 - Calculo 11
segundo semestre de 2020

Curvas Parametrizadas

Exercicio 1 Fag¢a um esbogo do trago da curva parametrizada plana y(t) = (x(t),y(t)), onde as
fungoes coordenadas x(t) e y(t) sio dadas a sequir, determinando primeiro uma relagdo entre x ey
por eliminacdo da varidvel t. Por exemplo, Para z(t) =t y(t) =t — 3 tem-se x = (y + 3)%. Inclua a
orientacdo do traco em seu esboco.

(a) x(t)=t—2,y(t)=2t+3

x(t)—t2+1 yt) =t -1

(t)_4t2—5 y(t) =2t +3

(t) =e, y(t) =e?

(t) =t y(t) =21Int
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Exercicio 2 Faca o esbogo do traco de cada curva parametrizada abaizo indicando a sua orientacdo:
(sent,cost), t € [0, 27].

V(1) =
(1) =

(b) (sen2t,cos2t), t € [0,2m].
(c) v(t) = (5cost, 2sent) t €[0,2n].
(d) ~(t) = (¢, t3) €[-3,3.
(e) v(t) = (¢1,¢%), t € [-1,1].

Exercicio 3 Verifique se existe tlir{l ~(t) para:
—to

(a) y(t) = <\f__11,t2, ! - 1), to=1.
CRUR

tg 3t e? —1
t3 — 8 cos(m/t
@20 = (g = 21} 1o =2

,t?’), to = 0.

t t

-4 t-2
Exercicio 4 Calcule v'(t) e calcule a reta tangente a trajetdria da curva dada, no ponto dado, nos
€asos:

(a) ¥(t) = (£ = %, In(t* = 1)), e (2)
(b) ¥(t) = (3t*, e, cos(t — 1)), e 7(0)
(c) v(t) = (t,¢%), e v(1).
Funcoes de Varias Variaveis

Exercicio 5 Descreva o dominio e a imagem de f:

() f(z,y) =22 —y®  (b) flm,y) = V/A— 2%+ 12 (©) fla,y) = YEFY=L

. z4+y—1
(d) f(z,y,2) =

2+ 2 (e) f(z,y,2) =In(z +y+ 2z +1).

Exercicio 6 Para as funcoes [ cujas leis sdo dadas abaizo, verifique se sao limitadas em seu dominio
de defini¢cao. Caso f nao seja limitada, verifique por qual sequéncia de pontos ela cresce (ou decresce)



arbitrariamente:

(a) f() = sen;y 0) Fz.y) = 2/ (VT ) (@) f(z.y) =In(z +)

2

—_ 9
() (2, ,2) = xsfw (€ or2,2) = o ) (N Jwy2) = wyﬂ
x x . x
O e) = s () Jy) = 5 ) f@y) = 50

Curvas de niveis e graficos

Exercicio 7 FEsboce os grdficos das fungdes abaizo.
(@) flz,y) =2 +y*+3  (0) f(z,y) = (@ -1+ (y—2°+3 (o) flz,y)=3
(d) f(z,y) =—x—=3y+3 (e) flz,y) = Va* +y? (f) flz,y) = Va2 +y* +1
(9) f(z,y) =2 +2 (h) f(z,y) = e” +2

Exercicio 8 Em cada item, esboce no mesmo plano coordenado as curvas de nivel f(x,y) = ¢ para
ce{-1,0,4}:

(a) f(z,y) = zy (0) f(z,y) =In(zy) () flz,y) =4 (z— 1) = (y +3)?

(d) f(z,y) = Va* +y2/2 (f) flz,y) =€"/(2y).

Exercicio 9 Descreva a superficie de nivel f(z,y,z) = ¢ para c € {—1,0,4}:
(a) f(z,y,2) =€e"/(2y) (b) f(z,y,2) = Va? +y* + 22

Exercicio 10 Ache a equacdo do conjunto de nivel de f que passe pelo ponto P dado:
(a) f(z,y) =yarctanz, P = (1,4) (b) flx,y,2) =22y +x, P=(1,4,-2)

y
(©) fa) = [ P= (V2.3

L 1+t

Exercicio 11 (a) Encontre alguma fun¢ao (especificando seu dominio, contradominio e sua lei), que
tenha a reta de equacao y = 3x — 4 como uma curva de nivel.
(b) O mesmo para a curva dada pela equacdo y = 3/x2.

Exercicio 12 Se T'(z,y) dd a temperatura num ponto (x,y) sobre uma placa delgada de metal no
plano-x,y, entao as curvas de nivel de T sao chamadas de curvas isotérmicas (todos os pontos sobre
cada uma dessas curvas possuem a mesma temperatura). Suponha que uma placa ocupe o primeiro
quadrante e T'(z,y) = xy.

(a) Esboce as curvas isotérmicas de temperaturas T =1, T =2 e T = 3.

(b) Uma formiga, inicialmente no ponto (1,4), se move sobre a placa de modo que a temperatura ao
longo de sua trajetoria permanece constante. Qual € essa trajetoria, e qual € a temperatura correspon-
dente?

Exercicio 13 Os pontos de uma chapa plana de metal estGdo marcados no plano-x,y de modo que a
temperatura T no ponto (x,y) € inversamente proporcional o distancia do ponto a origem.

(a) Qual é a lei T(xz,y) que descreve a temperatura da chapa acima?

(b) Descreva as isotérmicas, isto €, as curvas de nivel da fungdo temperatura.

(c) Se a temperatura no ponto P = (4,3) € de 40°C, ache a equagdo da isotérmica para uma tempe-
ratura de 20°C.

Exercicio 14 Duas curvas de nivel podem se interceptar? Justifigue sua resposta.

Limite de funcoes de varias variaveis



Exercicio 15 Use as propriedades de limite para calcular:

2 2 2
-2
(a) lim Ty (b)  lim :U (¢) lim a2+y?2—-1

(z,y)—(0,1) T — yz; , (z,y)—(0,0) 3 + xy (z,y)—(1,0)
(d) lim Ay (e) lim xz —xy — 2x2Y lim i
(2,9,2)—=(0,1,0) T — Y — 2 (2,y,2)—(—1,1,2) (2,y,2 )—>(1 —-14) | + 2y + y z

Exercicio 16 Verifique se os resultados abairo sao verdadeiros, justificando sua resposta.

2 4 2 B
=0 () lm Y -9 VY

2 —2zy+y

(a)  lim 5 = (¢c) lim —F— =
(@y)=(00 Ty (@)= (00) =+ Y @y—01) z+y—1
Exercicio 17 Verificar se os limites abaixo existem. Justifique sua resposta.
(a) lim N (b)  lim i (c) lim _LTEoy
(29)—(0,0) /22 + 32 (2,4)—(0,0) Ixy\ (2,y,2)—(0,0,0) T — Y% + 2
y—1 _ 2?2 —dx +4 ) y—2
d lim e lim ——— lim
() (@y)—=(1,1) /22 — 22 + y2 — 2y + 2 (© (z.y)=(2,0) /22 + y? () (,9)=(0,2) /22 + (y — 2)*

Sugestdo: Em (b) esboce o grifico da fungao. E fécill

Exercicio 18 Veja se € possivel utilizar o Teorema do Confronto (ou Sanduiche) para o cdlculo dos
limites abaizo (O exercicio anterior serd itil). Para os casos em que ndo € possivel utilizar o teorema,
verifique se o limite ndao existe.

2 2 .2
(@) lim ) lim Y (¢ lim =Y
(z,y)—(0,0) = + ¥y (z,9)=(0,0) /22 + 32 (2.y)—(0,0) T2 + y?
Ay — y —
(d) lim Y (e) lim 2 () b E—y-—3z
(2,5,2)—(0,0,0) T2 + Y2 + 22 (2,5,2)—(0,0,0) 2 + Y2 + 22 (2,5,2)—(0,0,0) 2T — 5y + 2z
4
. xy . x . . ztsen(z? + %)
1 —_ h | | _
(9) (r.9,2)5(0,00) sen(z) sen( 3 +y? + = 0 (o) (1,12) T —y Q (e0)>(0.0) xz p !
-1
(j)  lim a (k) lim ——— () lm Y
(z,y,2)—(1,0,0) (l‘ — 1) + Iy\ + |Z‘ (z,y)—(0,0) (332 + y2)3 (z,y)—(0,0) (ng —+ y2)3

Continuidade de fungoes de varias variaveis

Exercicio 19 Descreva os pontos onde f € continua. Faga também o esbo¢o do dominio D(f) :
(a) fz,y) =In(x+y—1)  (b) f(z,y) = Ve (¢) f(z,y) = seny/1 — a? +y?
1

(d) f(z,y,2) = 212t 2 (e) f(w,y,2) = x+;+z (f) f(x,y, 2) = tan(zyz)

Exercicio 20 Verifique se cada uma das leis abaizo define uma funcdo continua em todo o R?:

TV e (5y) £ (0,0) P se (z,y) #(0,0)
(a) f(x,y) =19 x2+4y2’ ) f(z,y) =4 22+y
0, se (z,y) = (0,0) 0, se (z,y) = (0,0)
y arysen(ay)
(¢) fz,y) = { o se (z,y) # (0,0) (d) f(z,y) = (:B2+y2)37 (xz,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0) 0, se (z,y) = (0,0)
sen (/a7 + 42)
(e) f 33 y \/W , Seé ($7y) 7é (an)
1, se (z,y)=(0,0)
sen (Va7 + )
(f) f(z,y) 2 , se (z,y) #(0,0)
1, se (z,y)=(0,0)



Derivadas Parciais e Direcionais

Exercicio 21 Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:

x4 — X
(a) f(z,y) = % (b) f(z,y) = arctanz/y (c) f(z,y) = sen(x? —33)

(@ﬂaw—/ﬁmwt (© F@0,2) = VETPE A (f) f(29,200) = zyzuie?

x

Y

0 .
Exercicio 22 Calcule 8—f(1, 2) para f(z,y) = 2% + sen(nz)[z? + sen(x + y) + e®cos?y].
Y

Dica: Deve ser de fdcil resolucao.

Exercicio 23 Seja f(x,y) = 2z + 3y°.

(a) Encontre o coeficiente angular da reta tangente a curva que estd na interseccao do grdfico de f
com o plano © = 2, no ponto (2,1, f(2,1)).

(b) Idem para a curva que estd na intersecgdo do grdfico com o plano y = —1, no ponto (2,3, f(2,3)).
(¢) Determine o plano tangente ao grdfico de f no ponto (2,—1, f(2,—1)).

Exercicio 24 FEncontre o vetor gradiente de cada uma das fungoes:

(a) f(z,y,2) = Va2 + 2+ 22 (b) f(z,y,2) = zarctg(y +2)  (¢) flz,y) =e* V.

Exercicio 25 Seja f : R — R fungao diferencidvel em toda reta. Seja u(x,y) = f(x — cy) onde ¢ €
constante dada. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de u e entao mostre que u satisfaz a
equacdo de transporte uy + cu, = 0.

Exercicio 26 Seja z(t) = f(z(t),y(t)) onde f € diferencidvel no plano e x(t),y(t) sao deriviveis num
intervalo |a, b[.

(a) Dé a expressio de 2'(t) usando o vetor gradiente de f.

(b) Derive z(t) para os casos:

(i) z = tan(a? + y) onde v = 2t, y = t2.

(ii) z = x/y onde x = e ey =1Int.

Exercicio 27 (a) Se h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)), onde f(x,y),z(u,v) e y(u,v) sao diferencidveis em

todo plano, obtenha as expressdes para — e —. Aplique para cada caso abaizo:

ou  Ov
(b) f(z,y) =1+ 2% —y? onde x(u,v) =u—v e y(u,v) = u+v
(c) f(z,y) =1 —4z? + 9y? onde x(u,v) = 2ucosv e y(u,v) = Jusenv
3y
Exercicio 28 Seja f(r,y) =< 264 ¢2 se (2,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Seja v = (a, B) vetor unitdrio. Calcule gf(x,y) para (x,y) # (0,0).
v

(b) Calcule of

Exercicio 29 Em cada item, calcule a derivada direcional de f na direcao de v e mo ponto P:
(a) flz,y) =ay—z+y,v=(11) P=(1,1)
(b) f(xay) = 1I1(:L'2 + y4 + 4)7 v = (1/\/5a 2\/5); P = (170)

x—eY
= v=1(2,2,0), P=(1,1,1).
(¢) Fa.2) = i v = (22,0, P = (111
Exercicio 30 Encontre a direcao em que f decresce mais rapidamente, a partir de P nos trés casos
do exercicio anterior.



Exercicio 31 Calcule as derivadas parciais de seqgunda ordem das funcgoes do Exercicio 21.

Exercicio 32 Mostre que U(x,y) = e *cosy + e * seny satisfaz a chamada equagao de Laplace
02U 02U
Gz @)+ Gy =0,

Exercicio 33 Mostre que u(z,t) = e~ sen 5z ¢ solu¢io da equacao do calor u; = Ug,.
Exercicio 34 P da (x,y) # (0,0) calcul é)3]0( ) 03f( ) df( ) onde f(z,y) =
X ara cada (x calcule T T,y) e x,y) onde f(x

7y ) a$ay2 ’y ) 8y28$ ’y ax ay y y
2
22 + y2 :

Exercicio 35 Seja v(r,0) = u(x,y), onde x = rcos@ ey =rsend. Verifique que

Pu_Fu_ o 100 10%
oz Oy2  Or?2  ror  rof?

Diferenciabilidade de fungoes de varias variaveis

Exercicio 36 Determine o conjunto dos pontos onde a fun¢do dada é diferencidvel (justifique):

(a) f(z,y) =1+ zln(zy — 5),
(b) f(z,y) = \ﬁ
(C)f(fﬁv ) = %Y,
(z,y) =

)

< w

(d) f L+

(e) f(z,
(f) f(=,

Exercicio 37 Dada a funcao

“ 14z’
= 4arctan(xy),

) =y +sin(z/y).

L

Mostre que:
(a) f2(0,0) e £,(0,0) existem
(b) fz e fy nao sao continuas em (0,0).
(c) f nao € diferencidvel em (0,0).

Exercicio 38 Dada a funcgao
1
fay) = @V ) se (@y)# (0,0

Mostre que:
(a) f2(0,0) e f,(0,0) existem,
(b) fz e fy nao sao continuas em (0,0)

(c) [ € diferencidvel em (0,0).

Exercicio 39 Verifique se a funcao f(x,y) = Jxcos(y) € diferencidvel em (0,0). (Dica: Encontre,
of
definicao, —(0,0).
por definicéo, °(0,0).)



Reta (ou plano) tangente e reta normal
Exercicio 40 Determine as retas normal e tangente & curva 2 + zy + y> — 3y = 1 no ponto (1,2).

Exercicio 41 Verifique se existem pontos sobre a curva x> — y?> = 1 nos quais a reta tangente seja
paralela a reta dada por y = 2x. Caso existam, determine-os.

Exercicio 42 (a) Encontre o plano tangente a superficie x +y* + z = 4 no ponto Py = (1,1,2).
(b) Determine o plano tangente a superficie 3 + y3 + 23 = 10 no ponto Py = (1,1, 2).

Exercicio 43 Verifique se existe(m) ponto(s) na esfera S: x? +y? 4+ 22 = 1 tal que o plano tangente
a S neste(s) ponto(s) seja paralelo ao plano 3x —y + z = 7. Caso exista(m), determine-o(s).

Aproximacao linear

Exercicio 44 Abaizo € dada a funcdo e sua aprozimacao linear num certo ponto P. Use a informagao
dada para determinar o ponto.

(a) f(z,y) = 2* +y?, L(z,y) =2y — 20 — 2;
(b) f(z,y) = 2%y, L(z,y) = 4y — 4o + &;

(c) f(z,y,2) = a2y + 2%, L(z,y,2) =y + 22 — 1;

Maximo e Minimos para fungoes de varias variaveis

Exercicio 45 (a) Se a distribui¢ao de temperatura numa chapa metdlica é dada pela fungio T(x,y) =
23 — 2xy? e se uma formiga estd sobre a chapa no ponto (x,y) = (1,1) e deseja se aquecer pois estd
sentindo muito frio. Em que direcdo deverd tomar sua caminhada para que isso ocorra de modo mais
eficiente?

(b) Se a formiga estivesse confortdvel, termicamente falando, que direcao ela tomaria para conti-
nuar com esta mesma Sensacao.

Exercicio 46 Fstude com relagdo a mdximos e minimos locais as fungdes cujas leis sGo dadas por:
1. f(z,y) = 2% + 32y + 4y — 62 + 2y
2. f(z,y) = 23+ 2y + y? — b
3. f(z,y) = 2° +y° — bz — by

Exercicio 47 Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 mais proximo da origem.

Exercicio 48 Sobre a elipse x? + 2y* = 1 determine todos os pontos onde f(x,y) = xy assume seus
valores extremos.

Exercicio 49 Uma placa metdlica circular com um metro de raio estd posicionada com seu centro na
origem do plano xy e tem temperatura varidvel, incluindo os pontos de sua fronteira. A temperatura
num ponto (x,vy) da placa é mantida a T(x,y) = 64(32% — 22y +3y> +2y+5)°C, com x ey em metros.
Encontre os valores de maior e de menor temperatura desta placa.



Exercicio 50 FEstude a func¢do dada com relagdo a mdximos e minimos no conjunto dado.

(a) f(z,y) =3z —y; A={(z,y) € R : 2® +y*> < 1}.
(b) f(z,y) =a®+3zy —3z; A={(z,y) e R*: 2> 0;y > 00 +y < 1}.
(c) f(z,y) =zy; A={(z,y) € R* 12> 0;y > 0;2z +y < 5}.

Exercicio 51 Determine os valores mdzimos e minimos de f(x,y) = 23 + y3 — 3xy:
(a) na regiao retangular 0 < x <2, =1 <y < 2.

Exercicio 52 Encontre os pontos de mdzimo e de minimo de f(z,y) = (r —1)> + (y — 4)? na regido
delimitada pelo triangulo determinado pelas retas y =0, x =0ex+y=1.

Exercicio 53 Estude com relacdo a mdzimos e minimos a funcao dada com as restricoes dadas
a) flz,y)=3c+yea?+2y° =1
b) f(z,y) =zy ex® +4y*> =8
c) flayy) =22 -2y eax? +y> - 22 =0

Exercicio 54 Determine o ponto da reta x + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja mdzimo.

2

Exercicio 55 Determine o ponto da pardbola y = x* mais prozimo de (14,1).



