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Lista II : Operadores Tensoriais'

@ 0s 2k +1 operadores T,.Ek), comk>0er=—k —k+1,..,k, sao por
definicao as 2k + 1 componentes de um operador tensorial irredutivel
de ordem k£ se verificarem a regra de transformagao sob rotagao

KK

DYR)T® D(R) =" Dk (R TS,

Seja J o momento angular total do sistema estudado.

(a) Mostre que os operadores 7, *) obedecem as regras de comutacao

[/, Ték)] = HT;«Ek) )

e, T = Vk(k+ 1) = k(s £ ) T,
em particular, mostre que um operador escalar é um operador
tensorial irredutivel de ordem k& = 0 e que as trés componentes de

um operador vetorial padrao sao as componentes de um operador
tensorial irredutivel de ordem k = 1.

(b) Seja {|aJM)} uma base de auto-estados comuns de J? e J,.
Usando as regras de comutagao mostre que (aJM |T,.§k)|a’ J'M') é
nulo se M for diferente de x + M’.

(c) Usando as regras de comutagao mostre que os (2J+1)(2k+1)(2J'+

1) elementos de matriz (aJM |T,£k)|o/ J'M') que correspondem a
valores fixos de «, J, o, J’, verificam as mesmas relacoes de re-
corréncia satisfeitas pelos (2J +1)(2k +1)(2J" 4+ 1) coeficientes de
Clebsch-Gordan (J'M'kr|JM) correspondentes a valores fixos de
J k,J.

(d) Deduzir da relagdo que vocé encontrou acima que

(a M|T® |/ T M"Y oc (J' M'kr|JM) .

(e) Obtenha o coeficiente de proporcionalidade a partir da lei de trans-
formacao que define um operador tensorial, integrando os elemen-
tos de matriz sobre R. Isso completa a demonstracao do teorema
de Wigner-Eckart.
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@ Mostre que:

(a) T, k) |0), onde |0) é um estado de momento angular nulo, transforma
sob rotagoes como o autoestado de momento angular |kr).

(b) Se U (k1) e V(k2) s30 operadores tensoriais de ordem k; e kg, entdo
vale a lei de composicao

USIVED = (kamikaralkr) T,
kK

T® = " (kk|kyrikaka) USIVE).

K1 K2
K1K2

©) Seja V1) um operador tensorial irredutivel de ordem k; agindo sobre
o espaco dos estados &, seja W *2) um operador tensorial irredutivel de
ordem ks agindo sobre o espacgo dos estados &. Construimos a partir
deles o operador

TW = [V @ WENE =N (k| ki kara) VIV

K1 K2
R1Kk2

(a) Mostre que o operador

é um operador escalar.

(b) Mostre que com a escolha de normaliza¢ao conveniente

VO WO =v.wW.

(c) Encontre a relagao entre os operadores [V @ W(l)],g) e as com-

ponentes do operador produto vetorial V. x W.

(d) Exprima as cinco componentes de [V ® W(l)],(f) em funcao de

V,, Vi, W, e Wy, Se V.= W = R, onde R ¢é o operador de
posicao de uma particula, Qual a interpretacao fisica do operador
tensorial que vocé acabou de construir?
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@ Mostre que para uma particula sem spin, os operadores de momento
multipolar elétrico Q;" sao operadores tensoriais irredutiveis de ordem [
no espago dos estados &, dessa particula. Mostre também que levamos
em conta os graus de liberdade de spin, os operadores Q)" continuam
operadores tensoriais irredutiveis no espaco dos estados &, ® &. Lem-
bramos que para uma particula de carga ¢ sob acao de um potencial
eletrostdtico, podemos definir o operador energia potencial U(R) em
termos dos operadores de momento multipolar elétrico como

VR) =qUR) =3 3 i OF(R),

1=0 m=—1

cujos elementos de matriz na representagao {|r)} sao

47

l -
T Yim(0,0)d(r —t').

(r|Q"|r) = ¢

® Usando os resultados acima, deduza as regras de selecao que devem ser
satisfeitas por Q)" na base padrao {|alJM)} obtida pela composicao
dos momentos angulares orbital L e de spin S da particula para for-
mar o momento angular total J = L+ S, (Il +1),J(J + 1) e M sao,
respectivamente, os autovalores dos operadores L2, J% e J,.
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