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Topicos
» Introducao a teorias de falha
» Critérios de escoamento e de fratura
» Teoria da Maxima Tensao Cisalhante
» Teoria da Maxima Energia de Distorcao
» Teoria de Coulomb-Mohr para materiais ducteis
» Teoria da Maxima Tensao Normal
» Teoria da Falha fragil Coulumb-Mohr

» Teoria de Mohr modificada para materiais frageis
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Introducao a teoria de Falha
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Introducao a teoria de Falha

Foi sO um
errinho de sinal
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Introducao a teoria de Falha

Ainda bem que
foi s6 um
susto!
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Introducao a teoria de Falha

Era para
considerar
flexao?
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Introducao a teoria de falha

Espero que o
assento ejetor
tenha sido bem

projetado
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Introducao a teoria de falha

Acho que usei
o modo de
falha errado!
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Introducao a teoria de falha

Sera que foi o
conteudo
daquela aula
que eu perdi?
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Introducao a teoria de Falha
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Exemplo 1

» Considere um ponto na superficie de um cilindro pressurizado.
O material esta sujeito a um estado biaxial de tensdes o, =
90MPa, o, = 20MPa, e t,,= 30,3Mpa, conforme mostrado no
elemento abaixo. Construa o circulo de Mohr e determine as
tensdes atuantes em um elemento inclinado a 6=30c°.
Considere somente o estado plano de tensbes, e mostre um .,

desenho do elemento orientado.
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Exemplo 1

» Dados: o, = 90MPa, o, = 20MPa, e 7x,= 30 MPa

» Determinar as tensoes atuantes em um elemento inclinado a
0=30°

» Considerar: estado plano de tensoes.

_oxto, 90+20 110
=T T T

g, — O 90—20 70
p=— Y — —_— = 35MPa

= 55MPa

2 2 2
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Exemplo da Aula 03

Tyz

40, 1mPa —40,1MPa
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Critérios de escoamento e de fratura
» Para materiais ducteis
> Maxima tensao cisalhante - Maximum shear stress

» Maxima energia de distorcao - Maximum distortion

energy
» Teoria Coulomb-Mohr para materiais ducties

» Para materiais frageis
» Maxima tensao normal - Maximum normal stress
» Falha fragil Coulumb-Mohr - Brittle Coulomb-Mohr
» Mohr modificado - Modified Mohr

15

PMR-3307



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Critérios de escoamento e de fratura

» Quando um elemento de maquina esta submetido a
carregamentos axiais ou torcionais puros, as tensoes
calculadas podem ser associadas a um resultado

experimental analogo para o mesmo material.

» Isto permite prever com
alto grau de precisao o

comportamento com

Stress a = P,ﬂ-'l[ )

relacdo ao escoamento

e a fratura

i) ! E}. E” E_Jf. 16

Strain €
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para estados de tensdes complexos, comuns aos elementos de
maquinas, as aproximacoes para estado puro de tensao nao
sao mais possiveis

» Desta forma € necessario estabelecer critérios para
comportamento dos materiais com estados de tensodes

combinados

» Ainda nao existe um critério quantitativo perfeito para
determinar o escoamento e a fratura de materiais em estado

tensao multiaxiais.

17
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Tensao? Em que ponto?

Onde realizar a analise em um elemento?

point A:
y N
— —
I _ Ttorque O = Ogr = A . v
-y - - - - -+
point B: \ ' fxy — ~ llomgue — I shear — _Tr - ET
(7.3:2) = 0n.0) S o w Oy =0, =Tp =Ty =10
N Clend Ttorque Xz Yz
A8, point C: point '
s (r,y,2)=(0,0,-r) 0. =a _N
H\ r— Yar T 4
pr o= ro=7 roo=Tr_4F
lzy — Ttomque = 'ghear — 7J 34
shear O, =0, =Tp, =T.. =0
point A: y FE y
(%,¥,2) =‘°'°"’,\ l point B:
SN D Flr
1 | Or = Ogz + Obend = 5 + I_Z:
.Jl;\‘aa‘ f‘ - e - _Tr
z V' Tehear point D: ‘zs = Tlorgus = °F
— A (z,y,2) = (0, -r,0) (Tu:(]',:}':y:fy::[]
k A s ( point [:
N — _ N _Fir
o Thand \.\ Or = Oz = Obend = JE 7
‘torque 'f' . B _ﬁ
: lee = T llomque — ~ 7]
I — — —-— — —
(Ty_(T:—:Iy—ry—U
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Critérios de Falha para Materiais Ducteis
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para materiais dicteis - Consideracoes gerais

PMR-3307

0' A Tra géo

O-BSC

\ 4

A —Oesc

Oesc = —Oesc

Compressao

Sobreposicao dos resultados dos
ensaios de tracao e compressao
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Critérios de escoamento e de fratura
» Para materiais dicteis - Consideracoes gerais

Tensoes Normais Criticas Tensoes Cisalhantes Criticas

—0Ocgc E ?-esc
o
Sobreposigao dos circulos de Sobreposicdo dos circulos de Mohr
Mohr para tragao e compressao para ensaios de tracdo e torcdo
Teri
0,5 < < 0,6
O-BSC 271
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para materiais dicteis — Consideracoes gerais

Modos de falha

Tracao o

» Tensoes Normais

Gx
= 0
L
X
» Tensoes Cisalhantes

e

Torcao

22
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para materiais dicteis - Consideracoes gerais

PMR-3307

Hidrostatica

Oh

Modos de falha

Teorias de falha

>

Maxima tensao cisalhante - Maximum

shear stress

Maxima energia de distorcao -

Maximum distortion energy

Teoria Coulomb-Mohr para materiais

dlcties
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Proposta por Coulumb em 1773
» 1886, Tresca apresenta o trabalho sobre escoamento de
metais sob grande pressoes

» A Teoria da Maxima Tensao Cisalhante é usualmente chamada

de critério de falha de Tresca, ou simplesmente de critério de

Tresca

24
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

Um material ductil ocorre deslizamento durante escoamento

dos planos criticamente orientados.
Isto sugere que a tensao cisalhante € dominante

O escoamento depende apenas da maxima tensao de

cisalhnamento alcancada no interior do elemento.

Sempre que um valor critico t.; € atingido tem-se inicio o

escoamento.

25
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Assim da equacao das tensdes cisalhantes maximas (A-08)

temos, para um estado de tensao biaxial

2
_ _ Ox— Oy 2
T max = tcri_i\/( 2 ) +Tx3’

ﬂ O-BSC
2 2
» No estado de tensao biaxial devem ser considerados trés casos:

T .=‘i

» OA = 0B =20, 61 e 62 tem 0s mesmos sinais (+), c3=0
» 0A =20 = 0B, ol e 62 tem sinais opostos, ¢3=0

» 0 > 0A = 0B, 61 e 62 tem 0os mesmos sinal (-), c1=0

26
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Caso onde ol e o2 tem 0S mesmos sinais

Tt Tmax = 0112

Planos de deslizamento 27

» Considerando materiais isotropicos
PMR-3307
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Caso onde ol e 2 tem sinais opostos

T
K 0
‘ // F B

)
)
.'/

P
3

Planos de deslizamento

28
» Considerando materiais isotropicos
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Caso onde ol e c2 tem 0s mesmos sinais. 0 = gA = 0B,

cl e 62 tem os mesmos sinal (-), c1=0

) T

29
o, » Considerando materiais isotropicos
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Para o caso de escoamento iminente
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Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

» Observem que de acordo com a teoria de Tresca, se forem
adicionadas tensdes de compressao ou tracao hidrostaticas, de

tal forma que ¢’'1 = ¢'2 = 6’3, nenhuma variacao é prevista na

resposta do material

31
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Teoria da Maxima Energia de Distorcao

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

A Teoria da Maxima Energia de Distorcao foi proposta

inicialmente por Beltrami em 1885 (primeira tentativa)

Huber a apresentou em sua forma atual em 1904.

Foi aperfeicoada e aplicada por von Mises (1913) e Hencky

(1925)
Usualmente é conhecido como critério de falha de von Mises

Usualmente aplicada a materiais plasticos

32



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Teoria da Maxima Energia de Distorcao

» A Teoria da Maxima Energia de Distorcao também é outro

critério de escoamento amplamente utilizada na previsao de

falha de materiais dlcteis.

» Neste método a energia elastica total é dividida em duas

partes:

» Uma associada as mudancas volumeétricas do material

> E outra causando distorcoes de cisalhamento

Utotal = Udilatag:éo + Udistor(;éo

33
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Teoria da Maxima Energia de Distorcao

» Nesta iguala-se a energia de distorcao de cisalhamento no
ponto de escoamento a tracao simples, aquela sob tensao

combinada, estabelecendo-se um critério de escoamento para

tensao combinada

3(1 —2v) (1-—2v)
Udilatagéo = o pz — 6F (o1 + 0y + 03)2
1 2 2 2
Udistorgéo — 126G (07 — 02)* + (0, — 03)° + (03 — 0¢)7]
= E
- 2(1+v)

_ 1 2 2 2 V
Utotar = E(% + 05 + 03) —5(01-02 + 0,.03 + 03. 07)
34
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Teoria da Maxima Energia de Distorcao

» Considerando o estado geral de tensoes temos:

O'1+0'2+0'3
3

01 0 0 o
0 (o)) 0 — <O

0 0 o3 0

% o=

S QI ©

Utotar = Ug + Up

_ 1 2 2 2 \4
Utotal _E(Gl + 05 + 0%) —5(01-02 + 0;.03 + 03. 07)

Considerando material plastico ideal => (0'1—0'2)2 + (0‘2—0'3)2 + (0'3—0'1)2 = ZO'eZSC

35
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Teoria da Maxima Energia de Distorcao
» Critério de escoamento baseado na maxima energia de
distorcao

» Para o estado plano de tensao o3 = 0, temos:
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Teoria da Maxima Energia de Distorcao

» Critério de von Misses nao prevé mudancas na resposta do
material quando se adicionam as tensdes de tracao e

compressao hidrostatica.
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Teoria de Coulomb-Mohr para materiais dicteis

» Ou teoria do atrito interno

» 0l = a? > o3

Eegresséo linear

Ocomp

PMR-3307

Circulo de Mohr para
compressao uniaxial

Otr acao

Circulo de Mohr para
tracdo uniaxial

Circulo de Mohr para
cisalhamento puro
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Teoria de Coulomb-Mohr para materiais dicteis

» Ou teoria do atrito interno
g1—03 O9tracio 9comp OYtracio

2 2 _—_ 2 2
A 054 Otracio og1+03 OYtragio 4 91103
B 2 2 2 2
: \\ C envoltorio de colapso de Mohr | |
N D 01 032
—~ —_— <1
Utragéo Ocomp
, G T =
o Otraca
\ regresséo linear
Z

Linha de falha Coulumb-Mohr 40
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Teoria de Coulomb-Mohr para materiais dicteis

» Ou teoria do atrito interno

A T 0-1 0-2
envoltério de colapso de Mohr _— = <L 1

/ regresséo linear

_ 3 C; Otragat o) 1
Tcomp

Utragéo

Otracio  Ocomp

\ 0-2

Linha de falha Coulumb-Mohr

—Ocomp

O, /
Area segura

0 O-tra(;éio‘ 01

—Ocomp
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Teoria de Coulomb-Mohr para materiais dicteis

» Ou teoria do atrito interno

Utragéo

» Casol:0,20;,20

~

r
= (T

o, = T

i &, =, & =0,

—Ocomp

0 O-tragéo‘ 01

» Caso2:0,=2020g

01

)

/\I}\
= T
Ed
r, _%;w
.'_’__-:—D I:T-__I-:T.'.

» Caso3:0 >0, > O

—Ocomp

<1 42
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Validade para materiais ducteis

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Dados experimentais sobrepostos as teorias de Tresca e von

65 Maximum
Maximum — distortion energy
narmai stress Gy l;
- —— -
\ - ~ o7
1.0
> B
/ 3
E:
s 7 * &&'
;’ "'\ Maximum
4 ]
L/ shear stress f?
/|—1.0 a 1.0 o
] i B
I ‘/b Oyn
] /,}g!‘ R
! L
' &
1 at
\ "+
y A
+ Castiron - *
o Steel ~ _~"|-1.0
e Capper T e

& Alyminum

Popov, E. P. {Egor Paul)
Engineering mechanics of solids / Egor P. Popov.
p. cm. — (Prentice-Hall international series in civil

engineering and engineering mechanics)

PMR-3307

Oct. shear Yiclding (5, = 5,)

© Ni-Cr-Mo steel
e AISI 1023 steel
O 2024-T4 Al

W 3S-HAI

(Shigley, E. Mechanical Engineering Design, 8th Edition,
MacGrawHill, 2008)
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Exemplo de aplicacao

Um eixo para um veiculo de propulsao humana € proposto para ser
fabricado em tubo de aluminio com tensao de escoamento de 400MPa, e
20mm de diametro. Em operacdo o eixo estara sujeito a um torque de
40Nm e uma forca compressiva de 400N. Usando o critério de Tresca
determine a espessura minima de parede necessaria ao eixo. Assumir

tubo de paredes finas.
w Q

T = ———
2nrt 2Tt

0O =

40NmM
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Exemplo de aplicacao

Dados: Oesc = 400MPa; W=400N; Q= 40Nm; D= 20 mm (r=10
mm), t = espessura

Planos de deslizamento
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Exemplo de aplicacao
Dados: cesc = 400MPa; W=400N; Q= 40Nm; D= 20 mm (r=10

mm), t = espessura
2

_ Ox— Oy 2

T nmax _i\/( 2 ) +Txy

o = w Tens&o dominante T = —100
27mtrt
Q Q b
" 2nrze = ° ey i
0, il 04 (0
T=—100 c=-01t \ —T
0,6

Construindo o circulo de Mohr, temos:

_—0+0_0'
T=\"2 )T 72

T T 46
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Exemplo de aplicacao

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Dados: cesc = 400MPa; W=400N; Q= 40Nm; D= 20 mm (r=10
mm), t = espessura

PMR-3307
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Critérios de Falha para Materiais Frageis
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para materiais frageis - Consideracoes gerais

PMR-3307

v

N o N
Utcompressio Ultracio

Compressao

Ul compressio

Sobreposicao dos resultados dos
ensaios de tracao e compressao
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Critérios de escoamento e de fratura
» Para materiais frageis - Consideracoes gerais

Tensoes Normais Criticas Tensoes Cisalhantes Criticas

Sobreposigao dos circulos de Sobreposicdo dos circulos de Mohr
Mohr para tragao e compressao para ensaios de tracdo e torgdo
Teri = auttraggo
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Critérios de escoamento e de fratura

Para materiais frageis — Consideracoes gerais

Tracdo Modos de falha

» Tensoes Normais

Teri

Torcao

> Tensoes Cisalhantes

o . . .
3 >
J i >
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Critérios de escoamento e de fratura

» Para materiais frageis - Consideracoes gerais

Modos de falha

Hidrostatica Teorias de falha

o > Maxima tensao normal - Maximum

normal stress

»> Falha fragil Coulumb-Mohr - Brittle
Coulomb-Mohr

> Mohr modificado - Modified Mohr

12

rlk
Juttragéo = Oh

jo’
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Teoria da Maxima Tensao Normal

» A Teoria da Maxima Tensao € a hipotese de falha mais antiga,

seu desenvolvimento é atribuido a Rankine

» Segundo a TMTN a falha ou fratura ocorre quando uma das
trés tensdes principais excedem tensao equivalente de

escoamento, independentemente das outras tensoes.

» Novamente nos arranjaremos as tensoes principais para o

estado geral de tensoes de forma que ol > 02 = 03.

» Esta teoria entao prediz eu a falha ocorrera quando

Oy = c)-tragéo ou O, < — c)-compresséo
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Teoria da Maxima Tensao Normal

» As tensoes principais para o estado plano sao dadas por:

2

Ox T+ 0y O, +
01,09 =

T
2 2

\

o
y) N T,ch

» Com 0, 2 05 , €ntao: 0; = Oyas0 OU Oy S — Ogompressio POdE

PMR-3307

ser reescrito como:

Oa = 0-tragéo Oou Op = —

0-compresséo

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
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Teoria da Maxima Tensao Normal

» Em termos graficos:
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Teoria da Maxima Tensao Normal

» Linhas de carregamento

Linhas de carregamento 1

'#

-
'4‘

- Otraca
Ucompressﬁo tracdo

)

~ Oesc
Linhas de carregamento 2

[
- L i
Ocompressao
[

I
I

Linhas de carregamento 4

Area segura
Linhas de carregamento 3

Su v
T4 = ?: o4 =og =10 Loadline 1
Op Suc' -
g4 = 0= o0p and —| < Load line 2
T4 Sur
Sur: Og Suc' -
op = — agq =0>=0p and — Load line 3
i oal  Su 56
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Teoria de Mohr Modificada para materiais frageis

» Esta teoria é derivada do critério de maxima tensao normal, a
qual é historicamente a primeira proposta de teoria de falha
para materiais frageis, e é similar a teoria maxima tensao

cisalhante.

» Esta considera que as tensodes intermediarias principais nao

participam do processo de falha.

» O conceito de tensao equivalente nao se aplica a materiais

frageis pois as tensoes de tracao e compressao diferem muito.

57
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Teoria de Mohr Modificada para materiais frageis

» Um material fragil com tensao equivalente de tracao de
250MPa tem uma tendéncia de falha muito maior do que um

com 250MPa de resisténcia a compressao.

» Assim um fator de seguranca deve ser obtido diretamente das
tensdes principais.

» O fator de seguranca pode ser obtido graficamente ou

auttragﬁo ”””””
Tragao

Compresséo

/ ___________ - O'utcompresséo 58
P M R"'B 3 O7 O.utcompresséa 2> O.uttragﬁo

analiticamente
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Teoria de Mohr Modificada para materiais frageis

» O critério de falha ocorre quando:

S.f”
Op = — oy =op =0
I
o4 =>0>05 and |—| <1
O A
l:Sm:' — M}Usﬂ. OR ] OB
— = — os > 0>0p and —| > 1
Sucdut Sur I TA
SH'E'
op = ——— 0>o04 >o0p
il
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Teoria de Mohr Modificada para materiais frageis

» Em termos graficos para : 61> 0e0, <0

P Gtra(;éo 0> 1 GCOTin'eSSﬁOGtTCIQﬁO
11— -
Ocompressio — Otracio Ng Ocompressio — Otracio

—Otracio

Ne =
S 0_1

'Ocompresséo :

_____________

“Ocom pressdo

_G ~
compressao 60

ng =
03
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Teoria de Coulumb-Mohr para materiais frageis
» Também denominada de teoria do atrito interno
» E uma modificacdo da teoria da méxima tensdo normal

» E a teoria de falha preferida para andlise de materiais frageis

Stress | Mohr's Failure Factor of
Region | Circle Safety
G~ 0 S

o <0

GAEED

GA}U’ /‘I\ i COp >1 l_o,_05
\,lJ

61
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Teoria de Coulumb-Mohr para materiais frageis

» Em termos graflcos para . o, >0e0d, <0
1 01 (%)
Op Ny Otracio  Ocompressio
1&
Gtragéo
Otracs Ns =
tragao/ 01
T
i, | Otracs
Ocompressgo 0 tragao S
/ % o
/ """"""" Area segura
'Ocompresséo

—0 ~
compressao 62

ng =
03
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Comparacao

» Plotagem dos dados para fratura biaxial para ferro-fundido

cinzento considerando diferentes critérios de falha

op. MPa
300 —
max. normal Sut
FeEEmmm_m_—_—_————————— =
1 » ="
I e
I _‘N\O == o L
1 w ~ - .-."_'-‘u\u‘“b -
[ I I I I I I ur | oy, MPa
—700 -300 0 I} 300 '
!
— /
i
]
T
bl .It -
,s
I'Jl 1 qu'
00—+ /1 %
k ; @I
Al
vt et — jf 8 1
O Gray cast-iron data I i
! |
—1 % 1
f fe] :
1
______ 1
_Su:'
~700 (~ (Shigley, E. Mechanical Engineering 63

PMR-3307 Design, 8th Edition, MacGrawHill, 2008)
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Comparacao

» Plotagem dos dados para fratura biaxial para ferro-fundido
considerando trés critérios de falha para materiais frageis.

Note os pontos A, B, C e D.

Tp

Modified Mohr

—Sut
=
"'
=l — |
__—-’ |
=
| ~=T | !
-120 |-5,.-90 —60 ~30
ASTM No. 30 C.L.

S, = 31 kpsi, §,. = 109 kpsi

- i
U—B
/ 8oy N7
Coulomb-Mohr — / i

60 B~/ f,’% ay
/o8
[
Maximum-normal-stress ! I*‘ %
-90 —//
\ /8
an §
'\ B '\ ) _Suc
) 8y 120 -
( Oc\\' O
S (Shigley, E. Mechanical Engineering 64
L on; _150 |- Design, 8th Edition, MacGrawHill, 2008)
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Exemplo

» Determine os fatores de seguranca para o0s seguintes
materiais:

» Aluminio puro: o, = 30MPa, 5,=10MPa,

c,=-10MPa e r,, = OMPa

T Teoria da Maxima Tensao Cisalhante
2

- _ _ Ox— Oy 2

/\ Umax = Tcri_i\/( 2 ) +Txy
-1
% 5 o (10——10)2 4+ 02
Tomax = Ve =X 2
T oo = Ty = 10MPa .
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Exemplo

» Determine os fatores de seguranca para o0s seguintes

materiais:

» Aluminio puro: o = 30MPa, 5,=10MPa, c,=-10MPa e
T, = OMPa

T Teoria da Maxima Tensao Cisalhante

01—03 10—(—10)

66
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Exemplo

» Determine os fatores de seguranca para o0s seguintes

materiais:

» Aluminio puro: o = 30MPa, 5,=10MPa, c,=-10MPa e
T, = OMPa

r Teoria da Maxima Energia de Distorcao

Opm = \/a,? + 0y —oz0) + 315, =

V300 = 17,3Mpa

o 30
S = =1.7
Ouvm 17,3

n =

67
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Materiais Ducteis Materiais Frageis
o Tragdo =
Uu tracdo [
O'esc _______ A/_\. t /Tragéo
Sobreposicao dos : R
resultados dos
ensaios de traggoe /| . C ~
compressao . prsto /| . |
Compressdo / compressio
Opsc = —Opgc Ot Y

compressao Uliracao

Sobreposicao dos
circulos de Mohr para
tracao e compressao

a
esc
. Uuttragéo

a

t

Sobreposicao dos
circulos de Mohr
para ensaios de
tracdo e torgao
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Materiais Dicteis Materiais Frageis

Tracao

> Tensdes Normais

]—. X Torgao |

» TensoOes Cisalhantes

Torgao

» TensoOes Cisalhantes

. e Ax
B | .,

B o ( W,
Hidrostatica [
oy, o
Op on oy, o
Oesc > On Outerago — Oh Tt

Y
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Teorias de falha -> Ducteis
> Maxima tensao cisalhante - Maximum shear stress

> Maxima energia de distorgao - Maximum distortion energy

» Teoria Coulomb-Mohr para materiais ducties

Teorias de falha -> Frageis
> Maxima tensao normal - Maximum normal stress

» Falha fragil Coulumb-Mohr - Brittle Coulomb-Mohr
> Mohr modificado - Modified Mohr

70
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Fluxograma para selecao da teoria de falha

Flg ure 5-2 1 <«——— Rrittle behavior o Ductile behavior =

Failure theory selection

Howechart. _ i
< 0.05 = 0.05

Mod. Mohr Brttle Coulomb-Mohr Ductile Coulomb-Mohr
(MM) (BCM) (DM
Eq. (5-32) Eg. (5-31) Eqg. (5-26)

Distortion-energy Maximum shear stress
(DE) (MSS5)
Eqs. (3-15) Eq. (5-3)
and (5-19)
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