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Motivacao da primeira parte desta aula:

https://www.youtube.com/watch?v=99ZE2RGwqgSM



Onde paramos:

» Procuremos duas solucoes linearmente independentes para a equacao homogéenea

- Tentemos z(t) = e onde p é uma constante. Substituindo temos que @ p2 +bp+c=0

 Primeiro caso: o discriminante é positivo b2 — dac > () ha duas raizes distintas P1 € P2

r(t) = c1 eP'" + ¢y eP?"

b

- Segundo caso: discriminante nulo b — 4ac =0 hauma Unicaraiz v = 5, solucoes gerais

z(t) = (c1 + cot) €

» Terceiro caso: o discriminante € negativo b — 4ac < 0 logo p; s = —7 +iw

2()=e " (¢ e 4y e — 2(t) = e [¢] cos(wt) + ¢ sin(wt
1 2
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1. Oscilador harmonico amortecido

» Consideremos um oscilador com um amortecimento devido a uma forca viscosa

d*z 5 dx d*z - dx
m— :—mwox—a%ﬁ 3 T wox = 0

x 1 ML T 1
com 7 = — ] =

T M T2 LT

» Esta equacao descreve varios sistemas fisicos!

. dz\° 1
- Balanco de energia: E = - ( x) - —mwi T

2 \ dt 2
dE dr d2z , dr  dx [ dPx - dz\ ° “ 0
— =M FTMwg—— = —— [ F WL | = —a | —
dt dt dt? PTdt  dt | dt? ’ dt ] —

4 movimento sera amortecido



» Como sabemos temos trés casos:

d*x dx ~
az " ar wpr =0==>p> +yp+w;=0=p1 2= 2
72
1. Amortecimento subcritico o < Wi
_ _
cuja solugao geral é x(t) = c1 e” 2" cos(wt) + o e 2!

2
= \Juz -2

A e 2t cos(wt + )

e Qt(CG zwt_I_CQ e—l—zwt)

sin(wt)
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2. Amortecimento supercritico % > W

cuja solucdo geral € x(t) = c1 eP*! + ¢y eP?!

A

3. Amortecimento critico = W

cuja solucdo geral & z(t) = e 2%(c; + eg t)

x:O:>102+W9+Wg:():101,2:—V



Discussao dos resultados:

2
1. Amortecimento subcritico % < W
AL N ey s 2
a frequencia "de oscilagao™ € menor w = {/w} T <o
x(’()m"i p=0,A=1, w=1, v=0.1
x(t) = A e 2t cos(wt + o) 5 /\\/\\/\\ /\\ /{x\l/‘/‘\&/‘/‘\‘\*xﬁzt
\ wo = 1.00125
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- Para acoplamentos fracos 5 <<wp W=Wo

x(t) = A e 2t cos(wt + )

Vejamos o comportamento da energia neste caso:'!

d_:):
dt 2

T Aem 2t cos(wt 4+ ) —w A e~ 2t sin(wt + )

_ . Y
— A Qt t I
w A e sin(wt + ) 5

~ —w A e 2t sin(wt + ¢)

cos(wt + )|



— << Wy x(t) = A e 2! cos(wt + ) ~ —w Ae” sm(wt + o)

2
(é—f) | ;mw2$2
1

mw?A%e” " sin®(wt + ) 4 mezAQ e " cos® (wt + )

E(t)

1
2
1

%mwQAQe_Wt = E(0)e™ "

logo a energia decal exponencialmente com o tempo!

, . oy dE 2w 2m
* Em um “periodo” a energia perdidae AE ~ T T =~TE(t) com 1 = — = —
0
;. : _ E 27T vy
Fator de mérito/qualidade (Q) de um oscilador: Q = 27 = — = — adimensional

AE ~T v
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I3 27T W0

, . . : . — 9 — — = —
Fator de mérito/qualidade (Q) de um oscilador: @ = 27 AE AT A

- Exemplo: diapasao de 440 Hz

N

assumindo que a intensidade do som diminui por um fator 5 em 4 segundos:

E(4) = e " E(0) = %E(O) sy = i In(5) = 0.4

2764

w = 2mr = 27440 = 2764. @, 04

= 06911

» Exemplo: reldgios atdmicos possuem @ ~ 10*!
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2. Amortecimento supercritico % > W

2
p2+’yp+w(2):():>p1,2:—1::\/v w%: V::ﬂ
2 4 2
X(T) 0.020!
Note que 5<%:>p1,2<0 & |

cuja solugdo geral é z(t) = e 2! (cie Pt + ¢y 77)

controla o decaimento para tempos grandes O movimento nao & periodico!
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2
3. Amortecimento critico [ _ ;2
4

. ~ ’ _ . ~ ’ WERT
cuja solucdo geral é z(t) =e 2% (c; +co t) O movimento nao é peridédico!

» 0 sistema retorna mais rapidamente
ao equilibrio com amortecimento
critico

A 1 \ A 1 A A A A J AL A 1 4 2 A 2 — | b 4 3 5 ' " 2 2 2 |
4 :. : 4 5

f- 7 t
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2
3. Amortecimento critico [ _ ;2
4

. ~ ’ _ . ~ ’ WERT
cuja solucdo geral é z(t) =e 2% (c; +co t) O movimento nao é peridédico!

» 0 sistema retorna mais rapidamente
ao equilibrio com amortecimento
critico

A 1 \ A 1 A A A A J AL A 1 4 2 A 2 — | b 4 3 5 ' " 2 2 2 |
4 :. : 4 5

- 7 t

Para praticar: dados x(0) e v(0) encontre o valor das constantes c1 e c2 nos 3 casos!
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Circuitos eletricos exibem comportamento semelhante

Series RLC circuit

/ R A carga num capacitor de um circuito RLC obedece

Q| LdQ  Q _

L |
V C dt?2 i oY

[ ou em termos da corrente
0000 2 di i
L - R | — ()
dt? dt C

= &

5 1
IOgO, wozﬁ . Y =
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Motivacao para a segunda parte desta aula:

https://www.youtube.com/watch?v=aZNnwQ8HJHU&t=3s
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2. Equacoes diferenciais nao homogéeneas

d*x dx d*x dx
mdtzz—mwgaz—adt IF(t):>dt2 I/Ydt - WET =
d*x dx

Fato sobre a EDO s | bdt - cx = F(t)

a solucao geral € uma solucao particular somada a solucao mais geral da homogénea

d=x,, dz,
r,(t) tal que a o - b yr - cx, = F(1)
d*y . dy , _
v(t) = y(t) + p(t) = a—35 +b—" +cy =0 ja conhego a solugéo geral!
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Logo a solucao de a Fb— + cx = F(t)

Como obter a solucao particular?

» Tratemos dois casos “particulares”’

2

, d*x dx d*x
1. F(t) é constante: m 7 = —MWT — O - Tmg = —5 -
b 4 2 = 2 9
N rp = constante € solucao 2y = g=— 12, = —
3 |
| isso poderia ser feito definindo z' = =
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2. Forgca externa F'(t) = Fj cos(wt)

d* d F
- nl WET = 2 cos(wt)

A equacao de movimento é |
quag a2 m

note que Fj cos(wt) = Re [Fpe'™*| logo é Util escrever

r(t) = Re [2(1)| = %Re 2(t)] + W%Re 2(t)] + wiRe [2(t)] = Re _Ee.

como a parte real comuta com a derivada, podemos procurar z(t) que satisfaz

d?z | dz 2, @ewt
a2 g TR0 T,
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dQZ dz 2 F() iot

« Solucao particular de |
w0 P a2 T m

» Ja que a derivada de uma exponencial é proporcional a ela: z(t) = zpe"™"

1wt 2 t @ eiwt

» Implicando que + yiwzge™?t 4+ wzpet =
T

(iw)*zge

F
(—w? + wi +iyw)zp = 0
m
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Escrevendo

temos

além disso

logo

(wg — w? —iyw) = tan p =

m((w? — @)% + 7%u?)

z, = Re[z(t)] = A(w) cos(wt + p(w))

analise da fisica sera feita na proxima aula!
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