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Programa do Curso

Revisdo dateoria de probabilidade,
Sinais aleatorios continuos no tempo,
Sinais aleatérios discretos no tempo,
Ruido,

Estimacé&o espectral classica,
Estimac&o espectral paramétrica,

Introducao aos filtros de Wiener.

= Critério de aprovacao:

v

Exercicios, trabalhos e 1 Prova
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Revisdo da Teoria de Probabilidades



Introducdo
= Sinais deterministicos:

v’ Seus valores sao conhecidos em todos o0s instantes de tempo:
conhece-se uma descri¢cao analitica ou gréafica.

= Sinais aleatorios:

v' Conhece-se somente algumas especificacdes parciais. Existem
Incertezas em relacdo ao seu comportamento. Eles sdo descritos
com base em algumas medias estatisticas.

= Probabilidade:

v' Trata dos efeitos de possibilidades, utilizando médias de fenbme-
NOS que ocorrem sequencialmente ou simultaneamente.

v Exemplos: Emissao de elétrons, chamadas telefénicas, ruido, ...



Introducado
= Propdsito dateoria de probabilidades:

v' Descrever e predizer tais médias em termos das probabilidades
dos eventos.

= Estudo:

v' Variaveis e processos aleatérios permitem trabalhar com quantida-
des que nao sao conhecidas totalmente, tais como:

» Ruido, interferéncias,

» Sinais de informacao,

» Sinais de voz, biologicos, etc..
>

Em transmisséo digital o desempenho € medido atraves da
probabilidade de erro de bits.

v A base matematica € a teoria de probabilidades.



Espagco amostral e eventos

Espaco amostral [ S] € o conjunto de todos os resultados possiveis
de um experimento aleatorio.

v' Um elemento de S é chamado de ponto amostral (um resultado).
v Exemplo: Considere o experimento do arremesso de um dado.

» Os resultados possiveis sao: S={1, 2, 3, 4, 5, 6} /‘»
Evento: € um subconjunto dos resultados possiveis de um espaco .
amostral.

v’ Exemplos: No arremesso de um dado:

> A ={1, 2} éum evento.

» O ={oresultado € um namero impar} € um evento.
Evento complementar: A=S-A

> A={3,4,5,6}

> O ={resultado é um nimero par}



Espago amostral e eventos
= O conjunto de todos os resultados de um experimento € o evento
certeza S.

v' Evento nulo: ¢
v' Outro exemplo de espaco amostral:

» Otempo de duracéo, antes de se danificar, de um circuito
Integrado:

» S={t:0s1t=<sx}emquetrepresentaotempo de duracao
do CI.

= Conceito de Probabilidade

v A probabilidade P(A) € um niumero que mede a possibilidade de
ocorréncia de um evento A.

v Tem-se trés definicbes de probabilidade:



Definicoes de Probabilidade



1. Definigdo de Frequéncia Relativa

= Considere o arremesso de uma moeda ideal: -

v' Tem-se a certeza que o resultado é CARA ou COROA,

v' Eles séo igualmente provaveis,

v Se amoeda for arremessada um grande nimero de vezes, pode-se
interpretar estes resultados como uma média.

v Este exemplo é uma pista da definicdo de frequéncia relativa:

= A Probabilidade de ocorréncia de um evento A é o seguinte limite:

.. Nn
P(A)= lim £
N—wo N
em que: n, € o numero de ocorréncias de A, e N é o numero de tentativas
v' Segue desta definicdo que P(A) € um numero positivo tal que:

0<P(A)<1
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Eventos Mutuamente Exclusivos

= Dois eventos sao mutuamente exclusivos se a ocorréncia de um deles
elimina a ocorréncia do outro.

= Exemplo: Arremesso de dois dados ."
v Al: o numero total de pontos é 10: [4,6] - [6,4] - [5,5] =
v A2: o numero total de pontos é 11: [5,6] - [6,5]

v' A3: pelo menos um dos resultados é 6

» [Al e A2]: sao mutuamente exclusivos.

» [Al e A3] e [A2 e A3]: nao sao mutuamente exclusivos.

Probabilidade Total

= Considere um evento cujo resultado € um dos dois eventos A ou B.
v'  Tal evento é denotado porA+BouAuUB

v'  Se eles forem mutuamente exclusivos entao:
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P(A+ B):N“LT!O”A;”B - P(A)+P(B)

= Se um experimento apresenta N resultados : A;, A,, .... Ay, mutuamente
exclusivos, e nenhum mais. Entao:

P(A + A +--Ay)=1
v’ desse modo, S={A, A,, ..., A}, € 0 evento certeza.

= Se A, A,, .... Ay, ndo forem mutuamente exclusivos, entao:

P(A + Ay +--+ Ay )< P(A)+ P(A))+---+ P(Ay )
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2. Definigdo Axiomatica

= Na definicdo axiomatica o conceito de probabilidade néao é
inicialmente definido. Sao postulados trés axiomas e nada mais:
v' A probabilidade é um namero positivo: P(A) >0,
v A probabilidade do Evento certeza é 1: P(S)=1e P(A) <1,
v' Para dois eventos mutuamente exclusivos: P(A+B) = P(A ) + P(B).

= Todas as outras leis saem destes trés axiomas.

= Propriedades:
v 0SP(A)S1,
v' Evento Impossivel: P(¢) =0,
v P(A)=1- P(A), em que A é o evento complementar de A,
v P(A) < P(B) se A cB,
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v’ Para A e B eventos quaisquer gue ndo sejam mutuamente
exclusivos:

> P(AUB)=P(A+B)=P(A) + P(B) - P(AB),

v' Se A, ...A,sdo n eventos ndo mutuamente exclusivos em S entao:

P(Ay -+ A ZP )-2_P(AA)

Iij

| ZP(AA A

1# J#K

> Para eventos mutuamente exclusivos:

P(A1+~-+An)=iP(A)

= A definicao axiomatica utiliza a definicao de frequéncia relativa, mas
evita a responsabilidade de uma definicao imprecisa.
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. Definigdo Classica de Probabilidade

“A probabilidade de ocorréncia de um evento A ¢é igual a razdo dos
resultados favoraveis ao evento A dividido pelo niumero total dos
resultados, dado que eles sejam igualmente provaveis.” Assim:

Exemplo:
= No arremesso de um dado, determine a probabilidade de se obter
um resultado impar:
= sS&o trés resultados impares em um total de seis, assim:

. 3 1 -
P(Impal‘)znﬁ:g=§ : ,,‘>
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Probabilidade Conjunta

= E a probabilidade de observacdo de um resultado particular A de um
conjunto, e a probabilidade de se observar um resultado B do mesmo

ou de um outro conjunto.
= Exemplo:

v Retirar duas cartas em sucessao (com ou sem reposicdo em um
baralho:

» EVENTO A: retirar um as na primeira tentativa.
» EVENTO B: retirar um as na segunda tentativa.
»A nB ou AB € 0 evento de se retirar dois ases.

v' A probabilidade de se obter o evento A e o B é chamada de Proba-
bilidade Conjunta do evento AB (AnB) e € denotada por:

P(A~B)=P(AB)
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Probabilidade Condicional

= A probabilidade de um evento esta condicionada a de um outro even-
to:

= Exemplo: Considere o exemplo anterior da retirada de duas cartas em
sucessao de um baralho:

v' Caso a primeira carta nao € recolocada no baralho:

» Fica evidente entdo que a segunda tentativa esta condicionada
a primeira.

= Define-se entdao a Probabilidade Condicional:;

v “Probabilidade de ocorréncia de um evento A dado que o evento B
ocorreu.” : P(A/B)

P(AB)

P(B)

P(AB)

P(A)

P(A/B)= ou P(B/A)=

17



Regra de Bayes

= Combinado as duas equacdes anteriores chega-se aregra de Bayes:

P(A)P(B/ A)
P(B)

P(A/B)=

Eventos Independentes

= Um evento A é independente do evento B se:
P(A/B)=P(A)
= Se dois eventos A e B sdo independentes ent3o:
P(AnB)=P(AB)=P(A)P(B)

= No exemplo anterior do baralho:

= A primeira carta retirada é recolocada novamente no baralho.
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= Generalizando, se {A,, ..., A} €uma sequéncia de n eventos
Independentes, entao:

n

P(A N A ) =P(ALA A ) = [P(A)

I=1
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Variaveis Aleatorias
= Definicoes
v' Espaco amostral (S):

> E o conjunto dos elementos distintos de todos os resultados
de um experimento.

v" Ponto amostral (x;):
> E um resultado distinto de um experimento.
= Em geral associa-se um numero real x4, ..., Xy & cada resultado:

v’ Estes resultados formam uma variavel aleatéria “x(y) ou x(x;)”, que
assume N resultados distintos.

v" No sentido convencional uma variavel aleatdria € uma funcao.

= Podemos definir de duas maneiras uma variavel aleatoria:
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= DEF 1:

Uma funcao cujo dominio € um espaco amostral, e cuja faixa de

valores € um conjunto de numeros reais € chamada de variavel
aleatoria do experimento.

= DEF 2:

v" Uma variavel aleatdria “x(y) ou x(x;)”, € uma funcéao real de um

unico valor que associa um numero real chamado valor de x(y) a
cada ponto amostral y ou x; do espagco amostral S.

= Figura: Variavel aleatoria como uma funcao.

X(Y)
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= Exemplo: arremesso de uma moeda: Cara=1e COROA =-1 -
> XxieS={1,-1}=>xéum resultado particular,
» X(cara) =1e x(coroa)=-1

» neste caso investiga-se a probabilidade de se observar um
resultado particular.

= Para cada ponto amostral yde S tem-se:
» O conjunto {vy: X(y) £x} éum evento paratodo real x.
> P{yv:x(y)So}=1
» P{y:x(y)=-0}=0
= A variavel aleatdria x conduz as seguintes medidas de probabilidade:
» P(Xx=Xp)=P{y:X(y)=Xo}
> P(xsxy)=P{7y:x(y) =Xy}

> P( X SXSEX)=P{y:x;sx(y) £X%,}
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Tipos de Variaveis Aleatodrias

= Variavel aleatéria discreta

v’ Faixafinita{0, 1, 2, 3} ou enumeravel infinita{ 0,1, 2, ... }

v Investiga-se a probabilidade de se obter um resultado particular x;.
= Variavel aleatoria continua

v' Faixa é continua: incontavel infinita{ € R }

v' Investiga-se a probabilidade de obter um resultado menor ou igual
axg.

= Descricao de uma variavel aleatoria
v Nome: x (em geral, notacdo em negrito)
v faixade valores: {x e R}
v' Descricao: através de sua funcéo densidade de probabilidade.

= Ha sempre uma probabilidade associada a uma variavel aleatoéria:
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Variavel Aleatoria Discreta

= Tem-se em geral um numero finito de pontos amostrais

v' A cada valor da variavel associa-se uma probabilidade:

> P,.(Xx) = Prob(x = x;)

= Para um total de N eventos mutuamente exclusivos:
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= Exemplo: considere o arremesso de trés moedas ideais:

v' Seja 0 evento: obtencao de k caras.

«>
v Xg=0cara - x;=1cara - x,=2caras Xz =3caras
Px(XO):g Px(xl):g PX(XZ):g Px(x3):g
3
pr(xi)=i+§+§+i=l
i=0 8 8 8 8
A Py(xi)

<= [ Ncao densidade de probabilidade.
.
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Variavel Aleatoria Continua

= Tem-se um numero infinito de pontos amostrais:
v A probabilidade de se observar um dado valor é zero.

v" Neste caso investiga-se a probabilidade de se observar x abaixo
de algum valor Xx,.

F. (Xg)=Prob(x < x,)= Prob(- o < X < x,)

v Em que F,(x) é definida para todo x entre * oo.

v F,(X) € chamada de funcéo distribuicdo de probabilidade ou
distribuicao cumulativa de x.

v'A maior parte das informacdes sobre um experimento aleatério
é determinada pelo comportamento de F,(x).
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Fungdo Distribuicdo de Probabilidade

= A probabilidade de observacédo de um resultado particular € nula,

= DEF: “E a probabilidade de se observar uma v. a. x na faixa (- , X, ] ou
X< Xy

F, (Xg)=Prob(x < x,)

= Propriedades:

> F(-0) = 0

> F o) = 1 A F(X)

> 0<F (x)<1 1|
>

F.(X) € uma funcdo crescente de x /
v Fi(Xy) <Fi(Xp) se x; <X,
P(X > Xp) =1 - F(Xg) _/

» P(a<x<b)=F(b)-FJ(a)

A\

> X

27



Fungdo Densidade de Probabilidade - pdf

P (x)=p(x)

_ dF(x)
dx

= p(X) mede o quéao rapido F(x) esta aumentando ou o quanto € provavel
um resultado estar em torno de algum valor.

» Propriedades:
> px(X)ZO

o0

> j p(x)dx =1

> F(xo)
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v O fato de que a probabilidade de se observar algum valor
particular ser zero nao significa que a variavel aleatéria nao
assuma aquele valor.

v' Alguns tipos de funcdes densidade de probabilidade

Bernoulli
Uniforme
Poisson
Gaussiana
Exponencial

Rayleigh

YV V. V VY V V VY

Chi-quadrado



Distribuigdo Conjunta

= Sejam x e y duas variaveis aleatorias. A Funcéo distribuicao de
probabilidade conjunta de x ey € a seguinte funcao:

F, (x,y)=Prob(x<x,y<y)

= Funcéao densidade de probabilidade conjunta

62

Pxy (X1 Y): % ny (X’ y)

Xo X9

Prob(x, < X< X,,y; <Y < yz):jjpw(x,y)dxdy

X1 Y1
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Propriedades:

o0 OO

Eventocerteza= j I P

—00 —00

o (X y)dxdy=1

Py (X,¥)>0

Densidades Marginais

= Sao as densidades de probabilidades individuais:

o00= | by Gy )ty 0(9)= [ 5y (M
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Densidades Condicionais

Dy (X, ¥)

pr(X,Y) p(y/x=x)= ; (X)

py (¥)

» O evento de se observar x no intervalo (-w,0) € uma certeza:

p(x/y=y)=

Jpx(x/y: y)dx =1

= Independéncia:

» Duas variaveis aleatorias sao independentes se:

p(x/y=y)=px)  pyy/x=x)=py(y)

> Como consequéncia: pxy (x,y): pX(X)py(Y)
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Fungoes de variaveis aleatorias

= Seja x uma variavel aleatdria. Seja y uma nova variavel aleatoria tal

que:
Y =g(X)

= Funcao densidade de probabilidade

px (%) rg Px (%)

py(y)=
U0 ldy/dx| o [dy/dx
= Exemplo:
o 0, (%)= 1 o 1207
2TC
y = -2X y = 4x
Py(y) =7
>
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Valores Esperados (médias)

“@ um modo de descrever uma v. a. de forma resumida.”

> Valor médio: M, = E[X]: jXpX(X)dX

—00

» Valor quadratico meédio: E[Xz]: IXZ pX(X)dX
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exemplo: fungdo densidade de probabilidade uniforme

1/ A 0<x<A 170 a0
, UsXs 1/10
X )=
P {O, c.C.
10
% 10
1
> Valor médio: M, = jxp(x)dx= jxﬁdx=5
10
1
» Variancia: Gf = J‘(X—S)ZEdXZE
0

> Probabilidade:

9
F%6<x£9):IE4M:03
10

> X
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exemplo: fungdo densidade de probabilidade gaussiana

pdf gaussiana

-5 0ou m, °

“Uma v. a. gaussiana é completamente determinada pela sua média

e pela sua variancia”

» P(-o<x<o)= 0,7

> P(x<4)=~ 1

» Oruido branco é modelado
como uma pdf Gaussiana.
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Teorema do limite central

= Sejam X, , X,, ... Xy um conjunto de v. a. independentes, todas com pdf
lguais.

= Sejay umav. a. que € asoma das v. a. acima:
= Yy =X+ X, + .+ X

= Neste caso, a pdf de Y sera dada por:

py (¥)= Py, (0 )* Py, (%o )+ py, (X))

v A operacdo de convolucao tende a “alisar” as fungoes.

v Assim, conforme N tende ao infinito av. a. y tende a apresentar, no
limite, uma pdf gaussiana.

v’ Este resultado é conhecido como o “TEOREMA DO LIMITE
CENTRAL”.
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teorema do limite central

= Na pratica N = 10 é suficiente para observar esta tendéncia.

2 2
my :mei ” Gy :Zcxi

1 1
'\ N=2
N : 08 F-==-=fry-----
|
|
. 06 F--==--1-%----
. 05 F--7--- == \---
: 04 F--=--f-t-1----
|
! 02 F---f--L--\---
|
. ; 1
0 1 0 1 0

= Exemplo:

v O ruido térmico resulta do movimento aleatério dos elétrons livres
em um dispositivo elétrico. Como existem muitos elétrons, ele &
bem modelado por uma distribuicao gaussiana.
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Médias estatisticas
e
Fungoes densidade de probabilidade

39



Média de uma variavel aleatoria
= Seja x umavV. a. discreta que assume os valores X4, X5, ... X;,.

v' Se um experimento é repetido N vezes e m;, m,, ... m, S840 0S
numeros de resultados favoraveis a X;, X, ... X,. Entdo o valor
medio de x é definido como:

_ 1
X = —[myX, +MyXy +---+ M, X, |
N

seN > entdo p,(x )=t

N

v Logo o valor médio de x é determinado pela seguinte equacao:

n

— X = in px(xi)
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v Para o caso de eventos igualmente provaveis as probablidades
p.(X;) sado iguais para todo i, assim :

p,(x)=m/N=1/n i=12,---,n  pois:N=mxn

v Neste caso o valor médio de x é dado por:

v’ para variaveis aleatdrias continuas o valor médio é dado por:

—— X=E[x]= ]?xp(x)dx
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= media de uma funcao de uma variavel aleatoria:

v Sendo y = g(x) tem-se que:
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v Variaveis aleatérias multiplas: z = g(x,y)

7 = szz(z)dz= T Tg(x,y)pxy(x,y)dxdy

v’ Caso discreto:

sz:ig(xi i )Py (%, Y1)
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resultados importantes (propriedades)

> Soma de variaveis aleatorias:

X+Y+Z=X+Yy+Z
» Multiplicacéo por uma constante (ganho):

kx = kX

» Meédiacom funcbes de variaveis aleatorias:

2=0,(x)go(y) = Z=0:(x)g,(y)

v Se x ey forem independentes:

Z=0,(x)g,(y)

consequéncia; => X

<

1
X
<l
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Valor quadratico médio

v' Para o caso de eventos igualmente provaveis:

S 1 n
X° :—inz
N

v admitindo duas v. a. independentes:

(x+y)* =x®+y? +2%y

v' Considerando um caso mais geral define-se 0s momentos de uma
variavel aleatoria como segue:
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Momentos

> n-ésimo momento

el = x TX”DX( Jdx

> n-ésimo momento central

El(x—m)|= (x—m)" =

T

(x-

—00

» Variancia e desvio padrao

62 =(x—-m)* =x*-m?

m)" p, (x)dx

OBS: o, € 0 desvio padréo
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Mediana

= A mediana mede alocalizacédo do centro da distribuicdo dos dados:

v “Sendo ordenados em ordem crescente os valores da amostra, a
mediana € o valor que a divide ao meio, isto €, 50% dos valores da
amostra sao menores ou iguais a mediana e os outros 50% séao
maiores ou iguais a mediana.”

v A mediana é determinada da seguinte maneira: Se n é impar, a
mediana é o valor central dos dados. Se n é par, a mediana € a
meédia dos dois elementos centrais.

v" Representando os valores da amostra ordenada por : X;, Xy, ... , Xy
entdo uma expressao para o calculo da mediana € dada por:

-

X(N+1)/2  S€ N eimpar

med =<1 ,
_(XNIZ T X(N/2)+1) se N e par
| 2
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= Exemplo:
v x=[12234566778]
» mediana =5
» meédia = 4,63
v Xx=[122345667789]
» mediana=(5+6)/2=5.5
> meédia=>5

= Como medida de localizacao, a mediana € mais robusta do que a
média, pois nao € tao sensivel aos dados.

= A mediana é aplicada em processamento de sinais para filtrar ruidos
v' Veja as funcdes: medfiltl e medfilt2 no Matlab.

v' Em imagens a mediana filtra muito bem o ruido salt and pepper.
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apéndice

distribui¢oes de probabilidade
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Fungdo densidade de probabilidade (pdf)

= Se a funcao distribuicdo de probabilidade, F(x), € continua e diferencia-
vel, entdo a pdf € determinada por:

= p(x) Mede o quao rapido F(x) esta aumentando ou o0 quanto é
provavel um resultado estar em torno de algum valor.

» Propriedades:

> Px(x)20 . F(x):jpx(x)dx
> Tpx(x)dx=1 > P(a<x£b)=j‘px(x)dx
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distribuicdo de Bernoulli

= Uma v.a. aleatdria de Bernoulli apresenta a seguinte pdf:

p(k)=P(X =k)=p*(@-pf™ k=01

AP(X)
p _____
1-p
> X
v" Média e variancia
- _2
X = p % = p(L- p)

= A v.a. aleatdria de Bernoulli € associada a experimentos com dois
resultados, como por exemplo os estados “zero” e “um” de um
sistema de comunicacéao digital.

o1



distribuicdo de Binomial

Seja uma variavel (processo) composta de N observacoes

iIndependentes com probabilidades iguais a p. Esta variavel apresenta
uma distribuicao binomial se:

o(k) = P(X - k):[::ljpk(l— DV k=012, N

Em que x = k representa o numero de observacdes tomadas e,

(L\'j ) k!(l\ll\”—k!)

v Média e variancia

X = Np o = Np(l-p)
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distribuigcdo Gaussiana ou Normal

= Uma v.a. aleatéria gaussiana apresenta a seguinte pdf:

pdf gaussiana

- 0
° oum, °
> “Uma v. a. gaussiana é completamente determinada pela sua
meédia e pela sua variancia”

2

= 2 | 2
X =m, X" =05 +m;

» P(-c<x<o)=0.7
> P(x<4)=1
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distribuicdo uniforme

= Uma v.a. aleatdéria uniformemente distribuida apresenta a seguinte pdf:

A P(X)
1/ A, 0<x<A
x) = ’ 1/A
p() {O, C.C.
A > X

» Valor médio:

00 A 1 A

m, = | X xdx:jx—dx:—

x j plohix= [ 0x=

> Variancia:

00 ? 2
02 [[xA) Lax &
2) A 12

—00

» Exemplo de aplicacao: “ruido de quantizacao na conversao AD”
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distribuicdo de Poisson

= Uma v. a. X tem uma distribuicdo de Poisson com parametro o se ela
assume valores 0, 1, 2, n, ... tal que:

k=01.--

px(X)=eaia—6(X—k) Fx(x)ze‘“za— 0<x<N+1

» O valor médio e a variancia sao iguais:

X=a e G)Z(ZOL

= Exemplo: o numero de chamadas telefébnicas em algum intervalo de
tempo
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distribuigdo Exponencial

= Umav. a. X tem uma distribuicao exponencial com parametro A se sua
pdf é dada por:

(Xe_“, X >0
0, Xx<0

.

P(X) =

v"  Média e variancia
1 , 1
X =— Gy

A %
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distribui¢cdo de Rayleigh

= Umav. a. X tem uma distribuicdo de Rayleigh se sua pdf € dada por:
X 2 2
p(x)==e*'*u(x) >0
v Média, valor quadratico médio e variancia:

_ T T
X= |—0o X? = 26° o5 =|2—-—= o

2 2

= A funcao u(x) € a degrau unitario, isto €, u(x) =1, x 20, u(x) =0, x <O0.

Assim, p(x) =0 para x <O0.

= Um exemplo da pdf de Rayleigh: ela é utilizada na modelagem de

flutuacOes aleatorias da envoltoria de certas formas de onda.
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distribui¢do chi-quadrado

= Uma v. a. X tem uma distribuicdo chi-quadrado se ela assume valores
tais que:

N-1

y=> X

i=0
= Funcao distribuicado de probabilidades:

-

1 N=2, -y /2
y ’2e y >0
p(y)=12N"21(N / 2)
0 y<O0
v'  Meédia e variancia
= 2
y=N cy =2N
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