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Capitulo 1

Introdugao a Otimizacao

Neste capitulo estudaremos alguns fatos basicos sobre os pro-
blemas de otimizagao, que serdo necessirios ao longo deste livro.
Serao apresentados os resultados de existéncia de solugdes e as
condigGes necessdrias e suficientes de otimalidade para problemas
irrestritos. As condiges de otimalidade para problemas com res-
trides serdo desenvolvidas primeiro em forma primal, usando as
nogoes fundamentais de diregGes tangentes e de cone tangente.
Acreditamos que esta abordagem é a mais adequada, porque
ela resulta de uma anélise direta e natural, sem introducao de
técnicas e objetos artificiais ou hipteses mais restritivas do que
Decessario. Além disso, a utilizagio do cone tangente permite
um desenvolvimento unificado para vérias formas de restricoes e
virias hipéteses de regularidade de restricdes. As condicoes de
otimalidade primais-duais serdo obtidas via a descricao analitica
do cone tangente e do seu dual para problemas com estrutura,
especifica em Capitulos 2 e 4.

1.1 Definicoes e alguns fatos basicos

Sejam dados um conjunto D C R™ e uma fungdo f : D = R.
Problema principal a ser considerado neste livro é o (?e achar
M minimizador de f no conjunto D. Este problema ser escrito
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o min f(z) sujeitoa z € D. (1.1)
{ chamado conjunto vidvel do problema, os
4

0D 15 ntos vidveis, e f serd chamada

junt
Onctoo!;ﬁde D serdo chamados po
nedo objetio- _ |
fung 1. Dizemos que um ponto I € D é

global de (1.1), se
/() < f(z) VzED; (1.9)

Definido 1.1.
(a) minimizador

(b) minimizador local de (1.1), se existe uma vizinhanca U de

7z tal que
f@) < f(z) Vze DnU. (1.3)

De forma equivalente, T € D é minimizador local s_e existe
¢ >0 tal que f(2) < f(z) para todoz € {z € D [}z — 7] < e}

f

240 L}
Figura 1.1.1: z' ¢ o minimizador global (7 é o valor 6timo), z* é ur.n
minimizador local estrito, [z%,z%] é um conjunto de minimizadores locais

nao estritos.

Pela definicdo, é claro que todo minimizador global também f
minimizador local, mas nio reciprocamente. Se para todo = 75 Jv
a desigualdade (1.2) ou (1.3) é estrita, 7 serd chamado minimi-
2ador estrito (global ou local, respectivamente).

SEC. 1.1: DEFINICOES E ALGUNS FATOS BASICOS 3

Definigao 1.1.2. Dizemog que ¥ € [—o0, +00) definido por
v = inf f(z)
é o valor dtimo do problema, (1.1).

Uma, fungdo pode admitir virios minimizadores globais, mas
o valor étimo (global) do problema, naturalmente, sempre é o
mesmo. As Defini¢des 1.1.1 e 1.1.2 sdo ilustradas na Figura
1.1:1.

As seguintes propriedades sio ficeis de verificar.

Exercicio 1.1.1. Sejam f : R® — R uma funcdo qualquer, D,
e D conjuntos em R™ tais que D, C D,.
Mostrar que
inf < inf f(z).
Jof (@) < inf f(z)
Provar que se T é um minimizador de fem D tal que Z € D,
entdo Z também é minimizador de f em D,.

E fécil ver que qualquer problema de maximizagao
max f(z) sujeitoa z € D, (1.4)

pode ser transformado em um problema de minimizagio equiva-
lente:

min —f(z) sujeitoa z € D.

Em particular, as solugdes locais e globais de ambos os pro-
blemas sdo as mesmas, com sinais opostos para os valores Gtimos,
veja a Figura 1.1.2. Por isso, do ponto de vista matematico, ndo
existe nenhuma diferenca relevante entre os problemas de mini-
miza¢do e de maximizagio: todos os resultados obtidos para uma,
classe de problemas podem ser estendidos para a outra classe sem
dificuldade. Por razdes de tradicdo, neste livro consideramos os
problemas de minimizagio.
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Figura 1.1.2: max f(z) = — min(-f(z))-
i4 lema é definido por
ipi ;unto vidvel de um prob : >
?1111cm:§1;t:;£gilzs e/ou desigualdades e/ou uma inclusao,
um sistem

como, por exemplo,

hi(z) =
g;(z) <

D:{zEQ "_'_"l’ }’ (15)

ou, em notagao mais compacta,
D={z€Q|h(z) =0, g(z) <0},

onde QCR* h:Q = Rleg:Q— R™ (supomos que a fungao
objetivo f também ¢é definida no conjunto €2). O conjunto £
representa 0 que se chama restricies diretas e as restricdes de
igualdade e desigualdade se chamam restrigies funcionais. Cabe
frisar que a separagio das restricdes em diretas e funcionais na
maioria dos casos ¢ apenas uma questdo de simples conveniéncia.

Por exemplo, a restricdo direta 1 € () = R pode ser escrita no
formato funcional z € {z ¢ R® |z: 20,i=1
Y T Ry

al .,n}. Tipica-
mente, as restrigoes diretas tam

. ou diretas ou funcionais
). Segundo 3 discuss
alidade.

(na maioria dos casos, funcionais

iss0 ndo introduz perda de gener 40 acima,

SEC. 1.1: DEFINICOES E ALGUNS FATOS BASICOS 5

Em principio, as restricoes de igualdade sempre podem ser
escritas em forma de desigualdades duplicando o niimero de res-
tricoes, ja que

h,(.L') =0 <& ’L,‘(I) <0, —hi(I) < 0.

As restri¢oes de desigualdade também podem ser transformadas
em igualdades mediante a introdugao de varidveis artificiais, cha-
madas “de folga”:

gi(z) <0 & g(z)+22=0, z; €R.

No entanto, as transformacoes deste tipo sdo indesejaveis, tanto
do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista computaci-
onal. Em primeiro lugar, em muitos casos essas transformacoes
levam a condigdes de otimalidade mais fracas do que as obtidas
numa andlise direta das restrigdes originais. Em segundo lugar,
o numero das restri¢coes e/ou varidveis aumenta, o que torna o
problema mais dificil de resolver na pratica. Por estas razoes,
estudaremos o formato geral de restri¢oes mistas de igualdade e
desigualdade.

Quando D = R", dizemos que o problema (1.1) é irrestrito, e
quando D # R™ falamos de otimiza¢do com restrigées. O proble-
ma irrestrito pode ser considerado um caso particular do (1.1),
(1.5), se tomamos 2 = R™ e eliminamos as restri¢oes funcionais
(Il = m =0). Problemas deste tipo serdo considerados em § 1.3.
O caso de restricdo direta D = Q, [ = 0, m = 0, serd analisado
em § 1.4.

Quando 2 =R" el # 0, m = 0, falamos sobre um problema
com restricies de igualdade. As condigdes de otimalidade pa-
ra este caso podem ser obtidas usando as técnicas classicas da
Andlise. Estes assuntos serdo considerados em Capitulo 2. Fi-
nalmente, a teoria para o caso de restrigdes mistas (de igualdade
e desigualdade) serd desenvolvida em Capitulo 4.

Dizemos que um conjunto é poliedral quando ele pode ser
representado como o conjunto das solugdes de um sistema finitc
de equagdes e inequagoes lineares. Por exemplo:

D= {z € R"| Az =a, Bz < b},
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6 1 R™. Neste con-
n) a € R” b € 3 ~
= R(l,n); B € Iﬂl(m:R" h(z) = Az — a, é uma funcdo Exercicio 1.1.4. Seja f : R* —+ R uma fung¢do continua. Pro-
S os que R = var que € R" é um minimizador global de f no R" se, e
10 dizem =% 12 o u o
t(})ic ' R definida por somente se, todo z tal que f(z) = f(Z) é um minimizador local
afirnm. ~ _Rn - ds f
Uma fungdo / 1.6
e) = (@2 + (@2) (6)
s gl 1.2 Existénci . :
P 6 chamada fungao quadratica. xisténcia de solugdes globais
onde Q € (. £ Eal d ' roblemas de otimizagao se refere ao Quando na Definigio 1.1.2 temos o 00, 0 problema (1.1)
ecial de D : ¢m disso f for _ . 2 k= = —00, :
yme daSSjDes(‘épum conjunto poliedral. Se a,ler~n ;adrg fo nao possul solugio global (neste caso f & ilimitada inferiormente
ca0 e quel 1) se chama problema de ngm"f’agao g o o no conjunto D). Mas mesmo quando 7 é finito, o minimizador
quadwfm‘;i’ (ez;r (Q=0em (1.6)), 0 problema é de programagao global pode ndo existir. Esse é o caso em que 7 ndo é atingido
e se f for hn -

em nenhum ponto vigvel, i.e., quando ndo existe z € D tal que
Quando D é um conjunto conv blema de pro f(z) = . Por exemplo, sejam f: R — R, f (z) =e*, D=R.
¢ um prIo -

i Evidentemente, 7 = inf r €° = 0. No entanto, ndo existe z € R
; i 3), dizemos que (1.1) : ) e ) z€ 3
(veja Capitulo J), iz Q é semidefinida positiva, tal que e =0
: uando a matriz () € s L
gramagGo convezo. Q

os problemas quadraticos sa0 convexos (portanto, os problemas
lineares sempre s30 CONVEXOS).

linear. ¢ uma funcdo convexa
exo e

Exercicio 1.1.2. Fazendo um desenho geométrico, formular uma
hipdtese sabre a solugio global do problema (1.1), onde

T
(a) f(z) = —z1+ 79,
D={z€R?|z+1} <1, 3y > 1}, 7y + 1, > 0}
Figura 1.2.1: A funcio f (z) = €* ndo tem minimizador global no R,
(b) f(z) = max{|z; — 2|, |z}, mesmo que o valor Gtimo do problema é finito: para todo z € R, tem-se
D={$6R2|2]g;1|_|$2|S2}; que e > 0 =¥ = inf,cR e*.

(¢) flz)=(z1 ~1)*+12, D = {z € R? | 23 + 23 = 203175} €

A seguir estudaremos alguns critérios que garantem a exis-
o € R é um parimetro.

téncia de solucdo global.

Exercicio 1.1.3. Fazendo um
: seguinte pergunta:
problema (1.1) com

dtsnlo poomes dor Teorema 1.2.1. (Teorema de Weierstrass)
e g rico, responder a Sejam D C R™ um conjunto compacto nio vazio e f:D—=>R
quais valores do parametro ¢ € R o uma fungao continua

1(z) Entao, os problemas (1.1) e (1.4) tém solugées globais.
I) = z; 4+ 0 =(rc 2 - : :
'Tom D={zeR | 2 + Ty = 3125}, Demonstragao: Pelo observado em § 1.1, é suficiente provar
te 3 a existénci inimizador ou de um maximizador. Mos-
m uma solugio globa] e Para quais apenas g - existéncia d'e um minimizador ou
ucao local? traremos a existéncia de um minimizador.
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Como a imagem de um conjunto compacto POTr uma, funcao
continua é compacta, {fveR|v = f(z) para algum 4 € D} ¢
compacto. Em particular, este conjunto é limitado inferiormente

]

ou SEja,
o0 < 9= iaf /(o)
Pela definigdo de infimo, para todo k € N existe um z* € p tal
que
7 < f(zF) <o+ 1/k.
Passando ao limite quando k& — oo, concluimos que
li k) = 3.
Jim f(z*) =1 (1.7)

Como {z*} C D e D é compacto, segue-se que {z*} é uma
seqiiéncia limitada. Logo, ela possui uma subsegiiéncia {z*}
que converge a um ponto de D:
lim =t =z € D.

J—co
Pela continuidade de f,

lim f(z%) = f(2)-

j—oo

Usando (1.7), temos que f(Z) = 7, i.e., f assume 0 val_m: minimo
em D no ponto Z € D. Em outras palavras, € um minimizador

global do problema (1.1). O

A hipétese de que o conjunto vidvel seja compacto sé pode
ser eliminada nos resultados de existéncia de solugé'.? ao custo
de fortalecimento das hipéteses sobre a fungao objetivo. Neste
sentido, a nogao de conjunto de nivel ¢ fundamental.

Definigdo 1.2.1. O conjunto de nivel da fungao f:D— R
associado a ¢ € R, é o conjunto dado por

Lyp(c)={z€D|f(z) <c}
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/1

:
3 .4 .5 0

Figura 1.2.2: Conjunto de nivel Ly, r(c) = [z 23 u [, 24 U 2%, 2.

Corol4rio 1.2.1. Sejam D C R™ e f : D = R continua no
conjunto D. Suponhamos que eziste c € R tal que o conjunto de
nivel Ly p(c) seja ndo vazio e compacto.

Entao o problema (1.1) possui uma solugdo global.

Demonstragio: Pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 1.2.1),
o problema

min f(z) sujeito a z € Ly, p(c)

tem uma solugdo global, digamos Z. Para todo z € D\ Ly p(c),
temos que f(z) > ¢ > f(Z), o que mostra que Z ¢ um minimiza-
dor global de f ndo s6 em Ly p(c), mas também em D. O

A seguir mostraremos um importante exemplo de aplicagao
do Corolario 1.2.1.

Definigao 1.2.2. Dados conjunto D C R™ e ponto y € R™,

uma projecdo (ortogonal) de y sobre D é uma solugdo global do
problema

min ||z — y|| sujeito a z € D.

Em outras palavras, a projegdo de y sobre D é um dos pontos
de D que é mais préximo de y. Dependendo de hipéteses sobre
o conjunto D, pode haver mais de um ponto com esta proprie-
dade, um tinico ponto, ou nenhum. A seguir mostraremos que a
projecao sempre existe quando o conjunto é nao vazio e fechado.
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2.2, SejaD C R" um conjunto fechado ndo vazio.

Corolério 1 de y sobre D eziste para todo ponto y € R™,

Entio a projegao

D nstracdo: Fixemos y € R™ arbitrario. Seja
emo

f:R* =Ry, f(@)=lz—yl

. , n
Evidentemente, f é continua no R" e

Ly,p(c) = DN B(y,c),

onde
Bly,c)={z€R" |z -yl <c} ={zr €R"[ f(z) <c}.

O conjunto de nivel Ly, p(c) é a intersecdo do conjunto fechado D
com o conjunto compacto B(y, c). Portanto, Lf,’ D'(c).e compacto.
Além disso, para ¢ > 0 suficientemente grande, € 6bvio que a bola
B(y, ) contém pontos de D. Logo, Ly, ;?(‘c) # 0.

A afirmacio agora segue pelo Coroldrio 1.2.1. |

No problema de minimizagdo do Coroldrio 1.2.2, o conjunt.o
vidvel do problema poderia ser ilimitado, mas ¢ f‘e‘chado.d A seguir
consideremos um exemplo onde o conjunto vidvel nio € nem
limitado nem fechado.

Exemplo 1.2.1. Mostraremos que o problema (1.1), onde

D = {z € R* |z, + 23 > 0},

f:DoR, f(z)=12l+z2+1/(z1+22),

possui uma solugdo global.
Observemos que D é ilimitado e aberto. Portanto, o Teorema
1.2.1 ndo se aplica neste caso. o
Fixemos ¢ € R tal que L(c) = Ly,p(c) # @ (por exempos:
tomando ¢ = f(z) para um z € D qualquer). Verificarem

que L(c) é compacto (i.e., limitado e fechado), e aplicaremos 0
Corolério 1.2.1.
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Suponhamos primeiro que L(c) seja ilimitado, i.e., (}cue ezclsta
{z*} C L(c) tal que ||z¥|| = co (k = oo). Temos que z} +z§ >0
(porque z* € D) e f(z*) < ¢ Vk. Se |z¥| = oo (k — 00), entdo
¢ > f(zF) > (2%)? + 2k > (2%)? — 2F = +o0 (kK = o), 0 que é
impossivel. Se {z%} ¢ limitada, entdo z¥ — +o0o (k — Oi), e para
todo k suficientemente grande, temos que ¢ > f(z*) > 25 = +o0
(k — o0), 0 que também é impossivel. Acabamos de mostrar que
L(c) é limitado. .

Suponhamos agora que L(c) néo seja fechado, i.e., que exista
{z*} C L(c) tal que {z*} = z (k = o0), z € R?\ L(c). A fungdo
f € continua em D. Portanto f(z¥) < c implica que f(z) < c.
Entao como z ¢ L(c), deve ser z € ¢l D\ D, i.e., -, + x5 = 0,
mas neste caso ¢ > f(z*) = 400 (k = 00), 0 que é impossivel.
Acabamos de mostrar entdo que L(c) também é fechado.

Logo L(c) é compacto e a existéncia de minimizador global
segue do Coroldrio 1.2.1.

A seguir formalizaremos os fendmenos observados na anilise
do Exemplo 1.2.1.

Definigao 1.2.3. Dizemos que uma segiiéncia {z¥} c R™ ¢
critica em relagdo ao conjunto D, se {z*} C D e ||z*|| - oo
ou {z*} -z €c D\ D (k - ).

Dizemos que a fungio f : D = R é coerciva no conjunto D,
quando para toda seqiiéncia {z*} critica em relacdo a D, tem-se
limsup, _, . f(z*) = +00.

No Exemplo 1.2.1, f é coerciva no conjunto D. Outros exem-
plos vem dados na Figura 1.2.3. Observamos que quando D
é fechado, a Definigio 1.2.3 pode ser simplificada, afirmando
que z* € D e ||z*| —» oo implicam lim supy_, o, f(zF) = +oo.
Quando D ¢ limitado, a definigdo pode ser simplificada, afir-
mando que quando z* € De {z*} - 2 € oI D \ D, tem-se
que limsup,_, . f(z*) = +oo. Finalmente, quando D é com-
pacto, nao h4 seqiiéncias criticas (e, portanto, qualquer fungdo
f:D — R ¢ coerciva em D trivialmente).
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* 1/z T 22+ 1/z

—

z

= 1/z néo & coerciva em (0, +00], mas € coerciva em

Figura 123 1) qualquer. A funcio f(z) = 2> +1/z ¢ coerciva em

(0,4 paca t > 05
(0, +00]-

9.3. Sejam D C R*'ef:D — R uma fungdo

’_0 1. .
Corolério o, o problema (1.1) possui uma

continuad coerciva €T D. Enta
solugdo global.

Exercicio 1.2.1. Provar o Corolério 1.2.3. (Ajuda: Usar o ra-

ciocinio do Exemplo 1.2.1.)

0O Teorema de Weierstrass pode ser generalizado ligeira-me‘nte
em relagdo as propriedades de continuidade da fun~gao ol.aje.two:
Como ao longo deste livro admitimos que a f}1n§a0~ ob_]~et1vo é
pelo menos continua, as generalizagoes deste tipo -nafo sao mui-
to importantes para nos. Portanto, vamos nos limitar a uma

exposigdo curta e sem provas.

Definicao 1.2.4. Dizemos que a fungdo f : D = R é semt-
continua inferiormente no ponto T € D ¢ R", quando para
qualquer seqiiéncia {z¥} C D tal que {z¢} = = (k= 00), tem-
se-
liminf f(z*) > f(z)- (1.8)
k—o0

Dizemos que f é semicontinua superiormente quando, nas mes-
mas condigoes,

limsup f(z*) < f(z).

k—o0
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A funcio f é semicontinua inferiormente (superiormente) no
conjunto D, quando ela é semicontinua inferiormente (superior-
mente) em todos os pontos de D.

1/2 1 2

Figura 1.2.4: A fungio f definida no Exemplo 1.2.2 é semicontinua su-
periormente, mas ndo é semicontinua inferiormente em D = [1/2;2). O
conjunto de maximizadores globais de f em D ¢ o conjunto {1/2} U [1;2];
f nio tem minimizador global em D: tem-se que para todo z € D,
f(z) > 1= =inf.ep f(2)-

Exemplo 1.2.2. Sejam D = [1/2,2] CRe f: D = R dada
por

[ 1=z, ze(1/2,1),
f(:c)_{z,m EE[[ML)

veja Figura 1.2.4. O conjunto D é compacto. A fungdo f ndo
é semicontinua inferiormente em D, pois ela ndo é semicontinua
inferiormente no ponto z = 1 € D. Tem-se que ¥ = 1, mas
nio existe z € D tal que f(x) =1, i.e., ndo existe minimizador
global.

No entanto, ¢ facil ver que f é semicontinua superiormente e
que ela possui maximizadores globais em D.

Exercicio 1.2.2. Seja D um conjunto compacto ndo vazio. Su-
pondo que f seja semicontinua inferiormente em D, provar que
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existe um minimizador global para o problema (1.1). Supong,
que f seja semicontinua superiormente em D, provar que existe

um maximizador global para o problema (1.4).

Exercicio 1.2.3. Sejam DcR'e f:D — R uma funcio
semicontinua inferiormente e coerciva em D. Provar que o pro-
blema (1.1) possui uma solucdo global.

Exercicio 1.2.4. Seja f uma funcdo quadrética:
f:R"=R, f(z)=(Qz z)+ (g 2)+c

onde Q € R(n, n) é uma matriz simétrica, ¢ € R", c € R.
Provar as seguintes afirmacoes:

(a) Se o problema de minimizagao irrestrita de f tem um mi-
nimizador local, entdo a matriz () é semidefinida positiva.
Mais ainda, todo minimizador local é global.

(b) Se @ é definida positiva, entdo f é coerciva em R". Em
particular, o problema de minimizagao de f sobre qualquer
conjunto D C R™ ndo vazio e fechado tem um minimiza-
dor global. Mostrar que, em geral, isto nao é verdadeiro
quando D nio é fechado.

Exercicio 1.2.5. Suponha-se que o problema de minimizagao
irrestrita de uma funcdo contfnua no R™ tenha uma solugao glo-
bal. Determinar se isso implica ou ndo que f tem um minimiza-
dor global em qualquer conjunto fechado em R™.

Exercicio 1.2.6. Suponha-se que as duas fungdes f; : R" = R
e f»: R® - R sejam continuas e que tenham minimizadores glo-
bais. Determinar se isso implica ou ndo que f;(-) + f2(-) também
tem um minimizador global. '

Exercicio 1.2.7. Provar que f : R® = R é semicontinua infe-
roremente no conjunto D se, e somente se, 0s seus conjuntos de
nivel Ly n(c) sdo fechados para todo ¢ € R.
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1.3 CondigGes de otimalidade para
problemas sem restrigoes

Consideremos o problema de minimizacdo irrestrita
min f(z), z € R", (1.9)

onde f : R* — R. Estudaremos as condi¢des que devem ser
satisfeitas quando um Z € R™ dado é minimizador (local) do
problema (1.9). Condigdes deste tipo se chamam condicies ne-
cessdrias de otimalidade. Também estudaremos as condigdes que
garantem que um ponto dado é minimizador local do problema.

As condigoes deste 1ltimo tipo se chamam condigdes suficientes
de otimalidade.

Cabe notar que todos os resultados apresentados a seguir sao
também verdadeiros para um problema com restrigoes

min f(z) sujeitoa z € D,

desde que o ponto de interesse T € D esteja no interior do con-
junto vidvel, i.e., exista uma bola B(Z,¢) em torno de Z tal que
B(Z,e) C D. Em particular, este sempre é o caso quando D €
um conjunto aberto.

Teorema 1.3.1. (Condicao necessdria de primeira ordem)
Suponhamos que a funcdo f : R™ — R seja diferencidvel no pon-
toZ € R".

Se T é um minimizador local do problema (1.9), entdo

() =0. (1.10)

Demonstragao: Seja d € R™ arbitrario, porém fixo. Pela
definicio de minimizador local, existe £ > 0 tal que

f(@) < f(z+td) Vtelo,el
Pela diferenciabilidade de f em Z,

f(z +td) = f(Z) + t{f' (%), d) + o(t).
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Logo,
0 < #(f'(Z), d) + o(2).

Dividindo por ¢ > 0, temos que

0 < {f(2), d) + o(t) /2,
e tomando o limite quando ¢ = 0+, obtemos
0 < {f'(z), d).
Como d € R™ é arbitrario, podemos escolher d = — f'(Z), o que
resulta na condicdo 0 < (f'(Z), d) = —||f'(Z)||>. Donde segue
que f'(z) =0. O

Definigao 1.3.1. Dizemos que um ponto Z € R™ é estaciondrio
(ou critico) para o problema (1.9), se vale a condigdo (1.10).

Portanto, se f ¢ diferencidvel, as solugGes locais do problema
(1.9) devem ser pontos estaciondrios. Claramente, 0 mesmo vale
para os problemas de maximizacao.

A seguir, apresentamos as condigdes de segunda ordem.

Teorema 1.3.2. (Condigao necessaria de segunda ordem)
Suponhamos que f : R® — R seja duas vezes diferencidvel no
ponto T € R™.

Se T € um minimizador local do problema (1.9), entdo vo-

le (1.10) € @ matriz Hessiana de f no ponto T € semidefinida
positiva, t.e.,

(f"(z)d,d) >0 VdeR" (1.11)

Demonstragio: A condicio (1.10) j4 foi obtida acima.

Seja d € R* arbitrario, porém fixo. Se # é minimizador
local do problema (1.9), entdo para todo t > 0 suficientemente
Pequeno

0 < f(z+1td) - f(z)
= (f'(&), td) + (f"(z)td, td)/2 + o(t?)
= tz(f”(:'f)d, d)/2+0(t2),
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onde usamos o Teorema 1.3.1 (em particular, a relagio (1.10)).
Dividindo os dois lados da desigualdade acima por t? > 0, temos
que

0 <(f"(2)d, d)/2 + o(t?) /1>
Passando ao limite quando ¢ — 0+, obtemos (1.11). a

Teorema 1.3.3. (Condigao suficiente de segunda ordem)
Suponhamos que f : R™ — R seja duas vezes diferencidvel no
ponto T € R™.

Se & € um ponto estaciondrio (i.e., se vale (1.10)) e se a
matriz Hessiana de f em T ¢ definida positiva, i.e., se

(f"(z)d, d) >0 VYdeR"\{0}, (1.12)
entdo I é minimizador local estrito do problema (1.9).

Demonstraciao: Suponhamos que Z ndo seja minimizador lo-
cal estrito, i.e., que exista {zF} C R™\ {z} tal que {zF} - z
(k = o0) e f(z¥) < f(Z) para todo k. Como a seqiiéncia
{(z* — 7)/||l=* — Z||} ¢ limitada, ela possui pontos de acumu-
lagdo. Escolhendo (se for necessirio) uma subseqiiéncia, pode-
mos admitir que {(z* - z)/||z* — Z||} - d € R™\ {0} (de fato,
lldll = 1).
Para todo &, temos

0 > f(=*) - f(3)
= ('@, a* - 2) + (£"(3) (z* - 3), 2*F — 7)/2
+o(|la* - |

= (F"@)(" - 2), o* - 2)/2+ o(||2* — z|?),

onde usamos (1.10). Dividindo os dois lados desta desigualdade
por [|lz* — z|* > 0 e tomando o limite quando k — 00, obtemos

(/"(@)d, d) < 0,

em contradi¢do com (1.12). Portanto,  tem que ser um mini-
mizador local estrito. O
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be ressaltar que as condicdes (1'.10) e (L.11) ndo sz Su-

o Cz:e:para que um ponto Z seja minimizador. Por exemplo

cien ’

o f: R - R, f(z) = z°, satisfaz essas condi¢des pg
a rung :
ponto T = 0, mas €5

te ponto ndo € minimizador local do proble.
(1.9). Por outro lado, as condigdes (110) e (1.12) nao sz,
ma arlas para que um ponto Z seja minimizador. A fungé.o
nef:?;s—’) R, f(z) = ', ndo satisfaz (1.12) em Z = 0, mas esta
fo.nto ¢ minimizador do problema (1.9). '
P Para problemas de maximizagdo, resultados andlogos dos Teo-
emas 1.3.2 e 1.3.3 sdo validas se trocamos 0s sinais nas desigual-
r . .

dades (1.11) e (1.12).
Exemplo 1.3.1. Encontremos os minimizadores e maximizado-
res locais irrestritos da funcéo

f:Rz'—)R: f(:g)::,n“ls+$g—3.l.‘1.€2

E f4cil ver que f ndo é limitada nem inferiormenti nem su-
periormente (tomando zf = k e 2§ = 0, temoks que f(z*) = +o0
quando k — oco; tomando z¥ = -—fc e 23 = 0,- temos que
f(z*) = —oco quando k£ — o0). Entdo nao hd minimizadores
ou maximizadores globais. .

Para definir os pontos estaciondrios, resolvemos o seguinte

sistema de equagoes:

fi,(z) =322 -3z, =0, f, (z)=23z3— 3z, =0.

Zy

N 2 _
As solugges sdo z' = (0,0) e 2% = (1,1). . _

Para encontrar os minimizadores e maximizadores locais, usa-
mos as condigoes de otimalidade de segunda ordem. Temos que

re=(5 F) e (5 3F).

A matriz f"(z') ndo é nem semidefinida positiva nem semidefini-
da negativa. Pelo Teorema 1.3.2, z' nio é nem minimizador nem
maximizador. Como a matriz f”(z2) é definida positiva, pelos
Teoremas 1.3.1 e 1.3.3, 2 é o inico minimizador local (estrito).
Nio h4 maximizadores.
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Exemplo 1.3.2. Encontremos as solugbes globais do problema

T2 a2 9
min flg) =2 +-2 3+ 3 4 = sujeito a
4.’L'1 T T3

;UED={2:ER3|:£1>O,:cg>0,:r3>0}.

O conjunto D é aberto. Logo, todo ponto vidvel pertence ao
interior de D. Resolvendo (1.10), encontramos que o0 Unico ponto
estaciondrio é Z = (1/2, 1, 1). Verificamos que ele é minimizador
global (por exemplo, mostrando que f é coerciva em D, veja
Definigao 1.2.3 e Exercicio 1.2.1).

Exercicio 1.3.1. Encontrar todos os valores do parametro o,

o € R, para os quais o problema de minimizacao irrestrita da
funcao

f:R* SR, f(x) = 02? + 4,2, + ATE + 1) + 1,
tem uma solugio.
Exercicio 1.3.2. Mostrar que a fungao
fiR*S R, f(z)= (z2 — 2?)? 4 28

tem um Wnico ponto estacionirio que ndo é um maximizador
nem um minimizador de f no R".

Exercicio 1.3.3. Sejam n 2 2e f:R" = R definida por
n—1
flz) = (1 + z,)3 ZZL? + 22,
i=1

Mostrar que Z = 0 é o dnico ponto estaciondrio de f no R" e que
T é um minimizador local estrito de f, mas néo é minimizador
global de f no R™.

Exercicio 1.3.4. Determinar se pode ou néo existir uma funcéo
f:R = R que tem um dnico ponto estaciondrio e este ponto é
minimizador local de f, mas ndo minimizador global de f.
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Exercicio 1.3.5. Provar que, para qualquer o > Lo Sistemg

de equagoes

2422 i g5 in
s o pPlTE — . # o T FT
g COS I sinzy -+ T et ? —0, USln£1COS£2+£2e 752 =

possui uma solugdo z € R*\ {0}.

1.4 Condicoes de otimalidade em
forma primal para problemas com
restricoes. O cone tangente.

Consideramos agora um problema em formato geral
min f(z) sujeitoa z € D, (1.13)

onde D C R" é um dado conjunto cuja estrutu.ra por enquanto
nao é especificada, e f : R™ — R é a funcdo objetivo.

Para desenvolver as condigoes de otimalidade no caso de pro-
blemas com restrigoes, precisamos estudar nao sé o corn-porta—
mento da fung¢do objetivo numa vizinhanga de‘uma solucdo (cc(l)-
mo foi feito para o caso irrestrito), mas t_ambem a es_trutura nc_)
conjunto vidvel nessa vizinhanga. As nogoes de diregoes tangea0
tes e de cone tangente sdo fundamentais neste contextode. % 2
muito importantes para um entendimento correto das condig

de otimalidade.

do
Definigao 1.4.1. Um conjunto K C R" chama-se cone quan
de K = tie K VteR,.

Pela definigdo, se K é um cone nao vazio, neces;:sana:lle:ll:;
0 € K. Alguns exemplos de cone sdo: o espago R", g;l :nte
subespaco de R”, o ortante ndo negativo R%. Informalmente,
um cone é um conjunto de direcdes, veja Figura 1.4.1.
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td

Figura 1.4.1: Exemplos de cones.

Definicao 1.4.2. Dizemos que d € R" é uma diregdo vidvel em

relagao ao conjunto D no ponto T € D, quando existe € > 0 tal
que

I+tdeD VYtelo,e]

Denotamos por Vp(Z) o conjunto de todas as diregdes vidveis em
relagdo ao conjunto D no ponto Z € D.

8

dl

Figura 1.4.2: As diregdes d' e d? sio vidveis em relagio ao conjunto D
no ponto Z € D. Por exemplo, tem-se que Z +td' € D para todo ¢ € (0,¢].

A Figura 1.4.2 ilustra a definigio de diregtes vidveis. B ficil
ver que Vp(Z) é um cone nio vazio (pelo menos, 0 € Vp(Z)).

Defini¢éo 1.4.3. Dizemos que d € R™ € uma direcio de descida
de f:R™ = R no ponto T € R", se existe € > 0 tal que

f(Z+td) < f(Z) Vte (0,6
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otamos por Dy(Z) o conjunto de todas as diregdes de descigy

nfj)aerflunqao f no ponto Z. .

’ ue o conjunto Dy(Z) pode ser vazio. Quando Dy(z)

E Clar‘f) qe]e nio é cone (porque 0¢ Df(i‘)) No entanto, 0
é m"i() vazg; (j) U {0} é um cone nao vazio. Também cl D_f(.f) é
Conjunt: u{a é ndo vazio se Dy (Z) # 0.
um‘:.Oli‘liggra 1.4.3 ilustra o Lema 1.4.1 a seguir.

f(z) < f(z)

z ue d é uma diregdo de
i 1.4.3: Como (f'(z),d) < 0, segue-se que d
ciﬁgir:da fungéo f no ponto Z, i.e., f(Z + td) < f(Z) para todo t > 0

suficientemente pequeno.

irego ida)
a 1.4.1. (Direcgoes de desci 3 i )
.IS";Tf :R" -—)(R uma funcgdo diferencidvel no ponto T € R™.

Entio:

(a) Para todo d € Dy(Z), tem-se (f'(Z), d) < 0. ‘
(b) Sed € R™ satisfaz (f'(Z), d) <0, tem-se que d € Df.(l')-
Demonstragio: Seja d € Dy(z). Para todo ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno,

0> (2 +td) - f(2) = t({f'(2), &) +0(&)/2):

; i t > 0 e pas
Dividindo os dois lados da desigualdade a<:1m>a (I;Szj) D, 0 que
sando ao limite quando ¢ — 0+, obtemos 0 2 )

Prova o item (a). ) -
Suponhamos agora que (f’(Z), d) < 0. Temos q

[(2 +td) - f() = t((f"(2), d) +0(t)/1):
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Em particular, para todo ¢ > ¢ suficientemente pequeno, temos
(F(@), d) + 0(t)/t < (1'(2), dy/2 < 0,

0 que implica que f(z + td) - f(Z) <0, ie., d € Dy(z). O

Se Z € D é um minimizador local do problema (1.13), é ébvio
que ndo pode existir uma direciao de descida de f no ponto %

que a0 mesmo tempo seja vidvel em relacdo ao conjunto D ie.,
necessariamente temos

Dy(Z) N Vp(z) = 0.
Pelo Lema 1.4.1, temos entio que
(f'@),d) >0 Ydevy().

No entanto, esta condi¢do nem sempre fornece informagao 1itil,
porque o conjunto de direcdes viiveis Vp(Z) pode conter s6 o
vetor nulo em muitas situacses naturais (e neste caso a condigdo
acima vale trivialmente, i.e., independente de f ). Por exemplo,
se D = {z € R" | ||z = 1} é a esfera unitdria, temos que
Vo(z) = {0} para qualquer 7 € D (veja Figura 1.4.4). Isto

T+ed

D

Figura 1.4.4: Para esfera D,quandoZe€ Dez+ede D, onde e > 0 e
d # 0, tem-se que Z + td % D paratodo t € (0,€). Logo, d = 0 é a tinica
diregio vidvel,

mostra que considerando s6 as diregoes vidveis nao conseguire-
mos captar a estrutura local de um conjunto “com curvatura”
(principalmente quando o interior do conjunto ¢ vazio). Para
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a descri¢ao mais informativa, precisamos consideray as
m . 3 %

o es, que introduzimos a seguir.

distincia entre um ponto z € R" e o conjuntg

obt
direcdes tangent
Definimos a

D c R" como
dist (z, D) = ngf) ly — =\
Definicio 1.4.4. Dizemos que d € {?." € uma direcio tangente
em relacdo ao conjunto D no ponto Z € D quando
dist (Z +td, D) =o(t), te€R;.

Denotamos por Tp(Z) o conjunto de todas as diregGes tangentes
ao conjunto D no ponto .

A Figura 1.4.5 ilustra a Definicdo 1.4.4.

Figura 1.4.5: Tustragio da Definicio 1.4.4: d é uma diregido tangente em
relagio a D em Z. No desenho, ||d]| = 1 e, portanto, a distincia entre os
pontos £ e 7 +1d é igual a t. Qunado ¢ — 0+, dist (Z + td, D) é de ordem
menor que ¢, o comprimento do passo na dire¢do d a partir de Z.

Claramente,
Vo(Z) C Tp(%), (1.14)

Le., todas as direcdes vidveis sio tangentes (para d € Vp()
tem-se que dist (Z +td, D) = 0 para todo ¢ > 0 suficientemente
Pequeno), mas nio reciprocamente. Também é claro que o con-
e todas as diregdes tangentes em relagdo ao conjunto D
Ropontoz € P ¢y cone, chamado o cone tangente (em relagao
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ao conjunto D no ponto Z € D). Como 0 € Tp(Z), segue-se que
o cone tangente sempre é ndo vazio. Informalmente falando, o
cone tangente pode ser pensado como a unido de todas as di-
recoes vidveis e diregbes “quase-vidveis” (no sentido de que para
um passo na direcdo quase-vidvel, a violagio de viabilidade é de
ordem menor do que o comprimento do passo).

Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente pode
ser definido como

V{te} C Ry, {ts} = 0+,
To(Z) = { d € R™| 3{d*} C R", {d*} — d, tal que
T+ txd* € D para todo k € N

Esta iltima definicao ¢ ilustrada na Figura 1.4.6.

Figura 1.4.6: z+td* € D paratodok, {tx} = 0+,e {d*} 5 d e To(Z)

Outra nogdio 1til (um pouco mais geral do que a do cone
tangente) é a do cone (i tangente) de Bouligand '

3{te} C Ry, {t:} = 0+, tal que }

Bp(Z) ={d € R
dist (:f: -+ tkd, D) = O(tk)

ou, de forma equivalente,

3{te} C Ry, {ts} = 04,
Bp(z) = { d € R"| 3{d*} C R", {d*} - d, tais que
T+ txd* € D para todo k € N

'Em inglés, também se chama contingent cone
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. 1.4.7 contém desenho de um cone tangente tipico quay,.
A Figura s estd na fronteira de conjunto, o que ¢ 3 situagig
do o PontO Iante. Observamos que o caso em que z estd ng
mais lft;;ejinjunto é o caso fécil de analisar: € 6bvio que
inter1o.

zeint D = 7Tp(Z) = Bp(T) = Vp(z) = R*,

z

Figura 1.4.7: O cone tangente em relagio ao conjunto D no ponto Z € D.
No caso do desenho, tem-se que Tp(Z) = Bp(z).

Comparando as defini¢ées acima, temos que, em geral,
Tp(Z) C Bp(z). (1.15)

Como vamos ver mais adiante, quando o conjunto D é definido
por restrigées funcionais e é possivel dar uma descri¢ao constru-
tiva (algébrica) das diregdes tangentes, quase sempre os cones
tangente e de Bouligand coincidem (este também é o caso na
Figura 1.4.7). Mas a igualdade em (1.15) ndo é vélida em geral,
veja o Exemplo 1.4.1 mais adiante. A importancia do cone d.e
Bouligand deve-se ao fato de que é ele que aparece de manel-
Ia mais natural no desenvolvimento de condigbes necessérias e
suficientes de otimalidade de primeira ordem, como veremos a
seguir. No entanto, o cone To(Z) é mais ficil de se visualizar.

Teorema 1.4.1, (Condigdo necessaria em forma primal)

Sejam D R~ ef:R* 5 R uma fungdo diferencidvel no ponto
IeD.
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Se T € uma solugio local do problema (1.13), entdo
(f'@),dy>0 vde Bp(z). (1.16)

Demonstragdo: Parad = ¢ Bp(z), a condicio (1.16) vale
trivialmente. Fixemos d € Bp(z) \ {0} arbitrario e as seqgiiéncias
associadas {tx} C R, \ {0} e {d*} c R™ tais que {te} = 0+,
{&}=d (ko 00) ez +tdk e D para todo k.

Como Z é um minimizador local de (1.13) e {Z + t,d*} — z
(k — o0), para todo k& suficientemente grande temos que

0 < f(z+td*) - f(z)
te(f'(2), d*) + o(ts||d¥||)
t(f'(z), d*) + o(t*).

Dividindo os dois lados da desigualdade acima porty > 0 e
passando ao limite quando k — 00, obtemos (1.16). a

A

Definigao 1.4.5. Dizemos que um ponto T € R™ é ponto esta-
ciondrio do problema (1.13) se z € D e vale (1.16)

O Teorema 1.4.1 mostra que para um ponto ser uma solucio
local do problema (1.13), ele tem que ser estaciondrio no sentido
da condicgo (1.16).

Como veremos 3 seguir, a condi¢do necessiria de primeira,
ordem em problemas irrestritos (Teorema 1.3.1) é um caso par-
ticular do Teorema 1.4.1.

Corolério 1.4.1. Seja T € int D uma solugdo local do problema
(1.13) tal que f : R* 5 R, € diferencidvel em 7. Entdo F(z)=0.

Demonstragio: Como J4 mencionamos (e como pode ser veri-
ficado com facilidade), z € int D implica R" = Tp(z) Bp(z),
Le, Bp(Z) = R™ Neste caso, (1.16) s6 pode ser verdadeiro
quando f'(z) = 0. O

A condigdo de otimalidade no Teorema 1.4.1 se chama con-
di¢do primal, porque ela é baseada nas varidveis “originais”
(também chamadas primais) do problema (1.13), i.e., as varidveis
z € R",
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- 1.4.6. O cone dual ? de um cone K C R" ¢ definidq
Definiga0o &=

pOI'
K':{yER" I (y,d> <0 VdEK}

Usando 2 nogao de cone dual, a condigdo de otimalidade
san
(1.16) é equivalente 2

~1'(@) € (Bo(@))". (1.17)

i a tangente) e das condigoes
lustracdo de cone dual (d’o cone _
([jjen:;ilmalidade (1.16) e (1.17) é dada na Figura 1.4.8.

—f'(z)

as condigbes de otimalida-

Figura 1.4.8: O cone dual de cone Bp(z) e
> 0 para todo d € Bp(Z) ou,

de (1.16) e (1.17). Tem-se que (f'(%),d)
equivalentemente, —f'(z) € (Bp(%))*.

Como veremos mais adiante, o clculo do cone (Bp(%))* pa-
Ta conjuntos D com uma estrutura mais concreta faz uso de
varidveis auxiliares chamadas varidveis duais. Por isso, a con-
dicdo de otimalidade (1.17), bem como suas conseqiiéncias, se
chamam condigdes primais-duais.
\_

2
As vezes, este cone também € chamado cone polar
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Teorema 1.4.2. (Condigio suficiente em forma primal)

Sejam D C R" e f : R* = R uma fungdo diferencidvel no ponto
z€D. Se

(f'(z),d)>0 Vde Bp(z)\ {0}, (1.18)
entdo T € um minimizador local estrito do problema (1.13).

Demonstracdo:  Suponhamos que Z ndo seja minimizador
local estrito, i.e., que exista uma seqiiéncia {z¥} c D\ {z} tal
que {z*} = T (k - o0) e f(z*) < f(%) para todo k. Definimos
ty = |lz* =z > 0e d* = (¢F — 7)/||a* - Z||. Temos que
Z+tpd* = z* € D para todo k. Como {d*} é limitada, podemos
supor (tomando uma subseqiiéncia, se for necessirio) que ela
converge a d € R", ||d|| = 1. Pela definigdo do cone de Bouligand
Bp(z), temos que d € Bp(Z) \ {0}.
Para todo k,

0 > f(a*) - 5(3)
('@, =* - 7) + of|Is* - 2|))

tr(f'(Z), d¥) + o(ty).

v

Dividindo os dois lados por t; > 0 e passando ao limite quando
k — oo, obtemos que

(f'(z), d) <0,

em contradigio com (1.18). Portanto, Z deve ser um minimizador
local estrito. a

Em geral, o cone Tp(Z) nio pode ser usado no lugar do cone
Bp(Z) no Teorema 1.4.2, como mostra o Exemplo 1.4.2 um pouco
mais adiante. '

Observamos ainda que a condigio (1.18) s6 pode ser satisfeita
quando o cone Bp(Z) ndo contém subespagos (fora do subespaco
trivial {0}). Este fato indica as limitagoes de aplicagio do Teo-
rema 1.4.2, 0 que vai ficar bem claro mais adiante.
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tio do cdlculo dos cones Bp(z) e (Bp(Z))* para vériag
problemas é fundamental para se obter condicdes de
tanto do ponto de vista computacional quantg
teérico. Por exemplo, as descrigdes destes coneg
a o futuro desenvolvimento de condigdes de ot;-
blemas com restri¢des funcionais em Capitulos

A ques
classes de
otimalidade dteis
do ponto de vista
serdo cruciais par
malidade para pro

2e4.
A seguir, mostramos que oS cones Tn(Z) e Bp(Z) sempre sdo

fechados, para qualquer conjunto D.
Proposicao 1.4.1. (Relagoes entre as diregoes vidveis,

tangentes e de Bouligand)
Sejam D C R" um conjunto qualquer e T € D.
Entio os cones Tp(Z) e Bp(Z) sdo fechados e tem-se que

{0} cdl Vp(z) C Tn(Z) C Bp(Z).
Demonstragdo: ~ Primeiro mostramos que Bp(z) é fechado.
Seja {di} C Bp(Z), {d} = d (j = o00). Temos que verificar que

d € Bp(Z). _
Pela definicdo de &’ € Bp(Z), para todo j existem seqiiéncias

{tix} = 0+ e {d?*} — & (k — o0), tais que T+t;xd"* € D para
todo k. Para todo j, escolhemos um indice k; tal que k; = o0
quando j = 00 €
0= lim tjx;, 0= lim [|&% - d||
) j—rc0

(a possibilidade de fazer tal escolha é 6bvia). Pela desigualdade
triangular,

lim || — d|| < lim [|& — d]] + lim [|¢#% — &[] =0-

j—00 j—c0 7—00
Como temos também que T + tj,kjdj"‘i e D para todo j, 85
seqiiéncias {tj,k,-} — 0+ e {di»k:‘} >d (= 00) 580 aquelas

que verificam que d € Bp(Z). "
Mostramos agora que Tp(Z) é fechado. Seja {d} C To(2)

{d*} = d (k - 00). Suponhamos que d ¢ Tp(Z), i-e., queé
T dist (z + td, D) S 0.

t-04 t
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Neste caso, existem uma seqiiéncia {t¢ 1
constante v > 0 tais que sl ke =) S
dist (Z + t;d, D) > ~t; V3.
Portanto,
Vee D, |z2+tid—=x i T
Iz +td~2ll > inf ||Z+t;d - |
= dist (Z + t;d, D) > 4t; V.
Fixamos k tal que ||d* — d|| < /2. Obtemos que
- k .
Vz €D, [|Z+t;d" -zl > ||2+t;d— || — ¢;||d* - d|
2 7t — /2 = ;)2
Logo,
dist (Z + t;d*, D) = inf ||Z + ¢;d* '
(z +t;d", D) = inf ||z +t;d* — z|| > 7t;/2 ¥},

e portanto,

lim sup dist ( + td*, D )

it F >3S0,

o0 que contradiz que d* € 7p(z). Temos entdo :;
i.e., Tp(Z) é fechado. e d € o),
Pelo observado acima (veja (1.14)), Vp(& i
Pelo 14)), z) C Tp(T).
To(Z) é fechado, segue-se que ) Vol Rl (G

cl Vp (.’E) Cel TD(:E) = TD(.T:)

‘Todas as outras inclusdes da afirmacao sa 3
. a0 530 6b :
veja (1.15)). . vias (em Partlcula.a

Em geral, os cones Tp(Z) e Bp(Z) podem ser diferentes, como
mostra o Exemplo 1.4.1 a seguir. No entanto, tal situ:agio é
bastant_e atipica. O conjunto D no Exemplo 1.4.1 é “artificial”
no sentido de que é muito improvavel que um conjunto de tal
estrutura possa vir a aparecer como o conjunto vidvel de um
problema de otimizagio “de vida real”.
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mplo 1.4.1. Sejam ¢ € (0.1) e D= {0} U {¢, ¢, g2,y
P R. Consideremos 0 pontoZ=0¢€ D’C )
P todo d > 0, escolhemos &y = ¢*/d e d* = ¢, €N
c P(i)lrg + t,d* = ¢¢ € D para todo k, temos que d Bp(z),
om
to, Bp(z) = Ry i _
Pori;:stremos agoraque d = 1 ¢ Tp(Z). Seja ty = (gF+' + q'°) 2,
k € N. Temos que

dist (z + txd, D) _  dist (¢, D)
tk 173
(¢ — ¢*+1)/2 L l-g¢ 2
(gk+! + ¢%)/2 1+q" ™
Concluimos que Tp(Z) # Bp(Z).

De fato, um argumento similar mostra que todo d > 0 nag
pertence a Tp(Z). Em particular, Tp(Z) = {0}.

O exemplo seguinte mostra que o cone Bp(I) ndo pode ser

substituido por 7p(Z) na condigao suficiente (1.18) do Teorema
14.2.

Exemplo 1.4.2. Sejam f: R -5 R, f(z) = —z, e D C R como
definido no Exemplo 1.4.1 acima. .

Consideremos o ponto Z = 0 € D. Em toda vizinhanca de
i existe z = ¢* € D (tomando k suficientemente grande) com
f(z) = —=¢* < 0 = f(z). Portanto, Z nio é minimizador local de
fem D. o o

Como f'(z) = —1 e Bp(Z) = R4, a condigdo (1.18) ndo &
satisfeita. No entanto, 7p(z) = {0} e, portanto,

(f'(z),d) >0 Vde Tp(z)\ {0}
vale trivialmente. Isto mostra que a iltima condigdo (ou seja,

To(Z) no lugar de Bp(z) em (1.18)) néo é suficiente para otima-
lidade.

Exercicio 1.4.1. Sejam K, C K» dois cones em R™. Mostrar
que K; C K.
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Exercicio 1.4.2. Sejam K, e K cones nio vazios em R™, Mos-
trar as seguintes propriedades:

(a) K1 x K3 é um cone, (K, x K3)' = K} x K3;
(b) K] UK2 é um Ccone, (K] UK?). = Kl‘ ﬂK.:;
(¢) K, + K, é um cone, (K + K,)* = KiNnK;.

Exercicio 1.4.3. Mostrar que o cone Bp(Z) admite ainda a se-
guinte definigdo, equivalente as dadas acima:

Bn(z) = {0} U {d eR™

3{z*} C D tal que {z*} — 1z, }
(& = 2)/ll* — 2|1} 5 a/ha) |

Exercicio 1.4.4. Mostrar que (em R") a condigdo (1.16) é equi-
valente a seguinte:

Ve>0, (f'(z),d)> —el|d| Vd e Bp(z) \ {0}.

Exercicio 1.4.5. Sejam C C R DcR"

conjuntos quaisquer.
Provar que

Beup(z) = Be(z) U Bp(z), Benp(z) C Bc(z) N Bp(z).

Exercicio 1.4.6. Sejam ¢ # D ¢ R", C = R*\ D. Denotamos
por fr D a fronteira de D. Mostrar que se T € fr D, entdo

Be(Z)UBp(Z) =R", Bp p(z) = Bc(z) N Bp(z).
Exercicio 1.4.7. Sejam D ¢ R* uym conjunto nao vazio e fe-

chado, z ¢ D. Seja Pp(z) o conjunto de projecoes de = sobre D
(veja a Definigdo 1.2.2 e o Coroldrio 1.2.2). Mostrar que

T -1 € (Bp(z))* Vi€ Pp(x).
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Capitulo 3

Elementos de Analise
Convexa

Neste capitulo estudamos conjuntos convexos e fungdes con-
vexas. Convexidade é uma no¢ao muito importante na teoria
de otimizacao. Com hipdteses de convexidade, as condicdes ne-
cessdrias de otimalidade passam a ser suficientes. Em outras pa-
lavras, todo ponto estaciondrio torna-se uma solugiao do proble-
ma. Em particular, qualquer minimizador local é global. Além
disso, no caso convexo podemos desenvolver a teoria de dua-

lidade em sua forma mais completa, i.e., associar ao problema
original (primal) um outro problema, chamado dual, que sob cer-
tas hipéteses é equivalente ao original e is vezes é mais facil de
resolver. Finalmente, as ferramentas da Anélise Convexa serdo
necessdrias para a caracteriza¢do do cone dual do cone tangente
no caso de restri¢ées mistas (de igualdade e desigualdade), o que
resulta nas condigdes de otimalidade primais-duais de Karush-
Kuhn-Tucker. Ressaltamos que este capitulo ndo constitui um
curso da Andlise Convexa completo; além de resultados bésicos,
apresentamos apenas o material que ser4 necessério ao longo des_-
te livro, ou que julgamos indispensavel para um curso de Otimi-

Zacio em geral,
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3.1 Definicoes de convexidade.
O problema de minimizacio
convexo

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos 0S seg-
mentos cujos extremos pertencem ao conjunto (veja a Figura

3.1.1).

Definicao 3.1.1. Um conjunto D ¢ R"™ é chamado conjunto
convezo se para quaisquer z € D,y € De o € [0, 1), tem-se

ar+ (1 —a)y € D.
O ponto az+(1—a)y, onde o € [0, 1], se chama a combinagdo

conveza de = e y (com parimetro a).

O conjunto vazio, o espago R”, e um conjunto que contém
um ponto s, sao trivialmente convexos. Qualquer conjunto nio
conexo é trivialmente nio convexo.

Figura 3.1.1: O conjunto D, é convexo; o conjunto D, nio é convexo.

Exercicio 3.1.1. Mostrar que os seguintes conjuntos em R" sio
convexos:

(2) Qualquer subespago de R™.

(b) Qualquer semi-espaco em R", i.e.,
um conjunto {z € R" | (a,z) <c},ondea € R" ec€R.

(¢) Qualquer hiperplano em R*, i.e.,
um conjunto {z € R" | {(a,z) =c}, ondea € R* ec€ R.
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(d) Uma bola em R", i.e., um conjunto {z € R»

e

onde c € R,. &l S ¢,
Exercicio 3.1.2. Mostrar que o conjunto {z € R~ | ]| <
onde c > 0, é convexo se, e somente se, c = 0. =c},

) Em particular, qualquer esfera néo trivial (i.e., con > 0)
nao convexa.

Exercicio 3.1.3. Seja @ € R(n,n) uma matriz simétricy semj
definida positiva. Provar que o conjunto {z € R" [ (Qz, z) < c}‘
é convexo para todo ¢ € R,. =

A seguir mostramos que a dualizagido de um cone qualquer
(mesmo ndo convexo) sempre produz um cone convexo, veja
Figura 3.1.2.

Figura 3.1.2: O cone dual K* é convexo para K qualquer.

Proposicao 3.1.1. Para todo cone ) # K C R", o cone dual
K* sempre é convezo e fechado.

Demonstracido: Sejam z € K* ey € K*, i.e., (z,d) <0e
(y,d) < 0 para todo d € K. Seja a € [0,1]. Para qualquer
d € K, temos que

(az + (1 - a)y,d) = az,d) + (1 — a)(y,d) <0,

ie,az+ (1 -a)y € K*. Portanto, K* é convexo.
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. k .
SeJ’a.{y} C K {y*} 5y (k - oc). Fixand,
arbitrario, e passando ao limite quandq k- o - 1€ &
na relacao

(y", d) _<_ ,0’_ obtemos que (ysd) < 0. Portanto como d
era arbitrario, ¥y € K*. Isto que mostra que K* (; fechado © Ié

Outros critérios de convexidade serig Apresentadog

Mostramos a seguir que, para um eihiutn convexgm §3.2.
tangente (usual ou do Bouligand) ¢ dado pelo fochn s ;o(;l cone
diregdes vidveis. Mas primeiro introduzimos a seguinte no(;i;xso;m

Definigao 3.1.2. Dado um conjunto D c R» qualquer, o fecho
cénico de D, denotado por cone D, é o menor cone convexo em
R" que contém D (ou, equivalentemente, a interse¢do de todos

os cones convexos em R" que contém D).
A Figura 3.1.3 ilustra a defini¢do de fecho cnico.

cone D

cone D

g)
0 0

Figura 3.1.3: Exemplos de fecho conico de um conjunto.

Para um conjunto convexo, o fecho conico é composto por

todos os multiplos ndo negativos de elementos do conjunto.

Proposigdo 3.1.2. (Fecho conico de conjunto convexo)
Seja D C R™ um conjunto convezo. Tem-se que

coneD:{deR"|d=a$,xED,a€R+}-

Demonstragao: Denotamos

C={deR"|d=a:c,:c€D,Ot€R+}-
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' ; one, para todo z € D C ¢qy o
unto cone D eum¢C D
tomnos 01::131: € cone D para todo @ € R. Logo, C C cope D
tem(tj)s qo C é um cone que contém D (basta tomar ¢ -
d‘:)f;?]iqao de C), se provamos ql.le_C' é convexo, a inCIUSaO
23119, D C C serd 6bvia (pela Definigao 3.1.2). A Figura 314
ilustra a demonstragao a seguir.

Figura 3.1.4: Ilustragio para a demonstragdo da Proposigio 3.1.2.

Sejam d* € C, ie., & = oyz', ; E Ry ez* € D, i = 1,2,
Seja

d=td" + (1 -t)d® = tayz' + (1 — t)opz?, te€]0,1]

Quando ¢ € {0,1} ou o; = 0 para i € {1,2}, a inclusdo d € C
é 6bvia (nestes casos, temos que d é um miiltiplo ndo negativo
de z' ou de z?).

Suponhamos entdo que ¢ € (0,1), a; > 0, i = 1,2. Definimos

B = (H%tj})—] € (0,1).

a)

Pela convexidade de D, temos que z = Bz! + (1 — f)z? € D.
Além disso,

Q|t

—

g == otz +(1/8 - 1)2) = tayz! + (1 - t)aye® = d,
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mostrando que d € C. Isto prova que C é convexo. O

A seguir provaremos um resultado importante sobre o cone

tangente de um conjunto convexo. Este resultado é ilustrado na
Figura 3.1.5.

dl

Figura 3.1.5: As direcdes tangentes e o cone tangente para um conjunto
convexo. Relagdes com as diregdes vidveis e com o fecho conico da translacdo

D - {z}.

Teorema 3.1.1. (Cone tangente de um conjunto
convexo)

Sejam D C R™ um conjunto convezo, T € D. Entdo
To(Z) = Bp(Z) = cl Vp(Z) = cl cone (D — {z}).
Em particular, Tp(Z) é convezo e fechado.

Demonstragio: E ficil ver que o conjunto D — {Z} é convexo
(Exercicio 3.2.1). Portanto, pela Proposicao 3.1.2, temos que

cone (D — {z}) =
{deR"|d=a(z-2), ze D,acR,}. (3.1)

Seja d € cone (D — {z}), d # 0 (logo, @ > 0). Pela definigio
acima, isto significa que Z + d/a = z € D. Pela convexidade de
D, segue-se que z+td € D paratodot € [0,1/al, i.e., d € Vp(T)
(d é uma direcio vidvel, veja a Definigdo 1.4.2). Reciprocamente,
Para d € Vp(z) tem-se que Z +td € D para todo t € [0, €], onde
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¢ > 0. Portanto, existe ¢ € D tal que T =Z+td ¢ 0.1
d=(z - I)/t, 1.e, d € cone (I_) - {z}). - Logy,
Acabamos de mostrar entao que Vp (Z) = cone (D — @
Pela Proposi¢do 1.4.1, sempre tem-se que I},

cl Vp(Z) C Tn(Z) C Bp().
Provamos a afirmagdo mostrando que
BD(.’E) C C] VD(:T:)

Seja d € Bp(Z), i-e., existam {tx} — 0+ e {d*} = ¢ (k = o
tais que Z + txd* € D para todo k. Como j& mostramos acimg
isso significa que d* € Vp(Z). Em particular, conclufmes Qe
d= limgsoo dk €cl vl\')(jE ¢ 0O

A seguir mostraremos que um cone e o seu fecho tém o mesmg
cone dual.

Proposicao 3.1.3. Seja K C R™ um cone qualquer. Entg,
cl K é um cone e tem-se que

K* = (c K)".

Em particular, se D C R" é um conjunto convezo e T € D,
tem-se que

(To(2))" = (Vb(Z))* = (cone (D —{z}))"-

Demonstracdo: O fato que cl K é um cone é facil de verificar
e é deixado como um exercicio para o leitor. o
Pela definicio de cone dual, o fato que K C cl K implica
. * (vej 2 icio 1.4.1).
(cl K)* c K* (veja também o Exercicio 1 )

Sejam y € K* e d € cl K quaisquer. Existe {d*} c K t;:l
que {d*} = d (k = 00). Temos que (¥, d*) < 0 para todg :
Passando ao limite quando k — oo, obtemos que (y,d) < 0.
Portanto, y € (cl K)*, i.e., K* C (cl K)*.

Agora, a tltima afirmagio da proposigéo segue do 'I‘eoreml:a.l
311

Qutra nogdo itil em Analise Convexa é a do cone normal.
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Deﬁnigz’m 3.1.3. Sejam D CR"um coni ~
O cone normal (cone de direcdes n Junto convexoe z € D,
ao conjunto D é dado por

65

0rmais) no ponto z em relagao

No(@)={deR" | (d,z-13) < Vze D).

RS L & R —

ir, m
A seguir, mostramos que, no caso convexo, o dual do cone

tangente € exatamente o cone normal definido

acima (veja Fi
3.1.6). (veja Figura

Figura 3.1.6: Exemplos do cone normal de um conjunto convexo. Tem-se
que Np(Z) = (Tp(2))*.

Teorema 3.1.2. (Cone normal é dual do cone tangente)
Sejam D C R™ um conjunto convezo e T € D. Entdo

(To(2))" = (Vp(Z))" = (cone (D - {z}))" = Np(3)-

Demonstracio: As primeiras duas igualdades ja foram pro-
vadas (veja a Proposigao 3.1.3).

Suponhamos que y € (cone (D — {z}))*, ie., {y,d) < 0 para
todo d € cone (D — {z}). Em particular, (y,z — ) < 0 par
todo z € D, i.e., y € Np(T).

Suponhamos que y € Np(Z). Temos que {y,z —I) <
para todo z € D, ie., (y,d) < 0 para todo d € (D~ {3}
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Logo, (y,d) < 0 para todo d € cone (D — {z}). Conclufmqg que
y € (cone (D - {z}))". 0

Como conseqiiéncia da caracterizagdo do cone tangente o do
seu dual, obtemos as seguintes condigdes de otimalidade Para yp,
problema com conjunto vidvel convexo.

Teorema 3.1.3. (Condigao necesséiria de primeira ordem)

Sejam D C R™ um conjunto convezo e f : R®™ -5 R umg Funcio
diferencidvel no ponto T € D. ‘
Se T é um minimizador local de f no conjunto D, entgo

(f(z),z-2)20 VzeD, (3.2)
ou, equivalentemente,
—f'(%) € Np(3). (3.3)

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4.1, (f'(Z), d) > 0 para todo
d € Bp(Z). Pelo Teorema 3.1.1, temos que

{¢€R" |d=1x—Z,z € D} C cone (D — {z}) C Bp(z),
0 que implica (3.2). Pela Definigdo 3.1.3, (3.2) e (3.3) sdo equi-
O

valentes.

Como vamos provar em § 3.4.2, se a fungéo f é convexa (veja
a definigdo a seguir), a condigdo necessdria de otimalidade dada
no Teorema 3.1.3 também é suficiente.

Definicao 3.1.4. Se D C R™ é um conjunto convexo, diz-se que
a fungdo f : D = R ¢é conveza em D quando para quaisquer
t€D,ye Deacl01], tem-se

flaz + (1 - a)y) < af(z) + (1 — @) f(y).

A fungio f diz-se estritamente conveza quando a desigualda-
de acima ¢ estrita para todos z #yeac€(0,1).

A funcdo f diz-se fortemente conveza com mddulo v > 0>
quando para quaisquer z € D, y€Deace|1], tem-se

floz+(1-a)y) < ef(@) + (1 - @) f(y) ~ va(1 — o)l|o ~ 3II"
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f(y)

af(z) + (1 - a)f(y)
flaz + (1 — a)y)

Q
8
+
=
|
R
SN
<
<

Figura 3.1.7: Tlustragdo da defini¢io de fun¢@o convexa: tem-se que
flaz+ (1 - a)y) < af(z) + (1 - a)f(y).

E ébvio que uma funcio fortemente convexa é estritamente
convexa, € uma funcao estritamente convexa é convexa. A funcdo
f:R = R, f(z) = z%, é um exemplo de fungdo fortemente
convexa. A fungdo f: R — R, f(z) = €%, é estritamente (mas
ndo fortemente) convexa. A fungio f : R - R, f (z) ==, é
convexa (mas ndo é estritamente convexa).

Em § 3.4 apresentaremos alguns critérios que podem ser usa-
dos para reconhecer a que classe uma funcio dada pertence.

Definigdo 3.1.5. O epigrafo da funcdo f : D = R é o conjunto
E;={(z,c) e DxR| f(z) < c}.

A relagdo entre convexidade de conjuntos e de fungdes é dada
Pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1.4. Sejo D C R™ um conjunto convezo. Uma
fungdo f: D - R ¢ conveza em D se, e somente se, o epigrafo
de f é um conjunto convezo em R™ x R.

DEmonstragéo: Suponhamos primeiro que Ey seja convexo.
Sejam z € D ¢ y € D quaisquer. Obviamente, (z, f (z)) € Ey
e (y,f(y)) € E;. Pela convexidade de Ey, para todo a € [0, 1]
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. f ndo é convexa :

- Jp D
Figura 3.1.8: Convexidade da fungéo f & convexidade do epigrafo de f,

temos que

(az + (1 — @)y, af(z) + (1 - &) f(¥))
= oz, f(z)) + (1 -a)(y, f(v)) € Ef.

Pela definicao do epigrafo, isto é equivalente a dizer que
flaz+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y),
i.e., f é convexa. '
Suponhamos agora que f seja convexa. Sejam (z,c1) € Ef e

(y,c;) € Ef. Como f(z) <cief (y) < cq, pela convexidade de
f, para todo « € [0,1] tem-se

flaz+(1—-a)y) < af(z)+(1-a)f®)
< ac + (1 - a)C-z,

o que significa que

a(z,c1) + (1 — a)(y, c2)
= (az+ (1 - @)y, 0c, + (1 — @)c2) € By

i.e., E; é convexo.
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Pelo Teorema 3.1.4, de forma
a classe de fungdes convexas com
convexos.
Dizemos que

equivalerjte Poderiamog definir
0 as fungges Cujos epigrafog sdo

min f(z) sujeitoa 1 ¢ p (3.4)
é um problema de minimizacio convezo

quando D ¢ R™ ¢
: _ 5 um
conjunto convexo e f:D -5 Ré¢uma fun¢do convexa no con
junto D. A importancia da convexidade ji pode ser vista no

resultado seguinte.

Teorema 3.1.5. (Teorema de minimizac3o convexa)
Sejam D C R™ um conjunto convezo e f:D-9 R uma fungao
conveza em D.

Entdo todo minimizador local em problema (3.4)
Além disso, o conjunto de minimizadores € convezo.

'.S-'e f € estritamente convezra, ndo pode haver mais de um
minimizador.

€ global.

Demonstragao: Suponhamos que z € D seja um minimizador
local que nao é global. Entio existe y € D tal que f(y) < f(2).

Definimos z(e) = ay + (1 — ). Pela convexidade de D,
z(a) € D para todo o € [0,1]. Agora, pela convexidade de f,
Para todo o € (0, 1], tem-se

flz(@) < af(y)+(1-a)f(z)
= f(&)+alfly) - f(&)) < f(2).

Tomando « > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que
0 ponto z(a) é arbitrariamente préximo ao ponto Z, e ainda tem-
Se que f(z(a)) < f(Z) e z(a) € D. Isto contradiz o fato de que
T € minimizador local do problema (3.4). Portanto, qualquer
solugéo local deve ser global.

Sejam S C D o conjunto dos minimizadores (globais) e 7 € R
0 valor 6timo do problema (f(z) = # para qualquer z € ).
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- € (0,1, pela convexiq
Para quaisquer z € S, TES e 0,1] ade de ¢
obtemos

wr+(1-a)F) £ of(z)+(1-a)f(z)
floa+ {1 = av+ (1l - )i =3,

smolica que de fato f(oz ) , anto
o que(llrfz)lf eqS. Acabamos de mostrar entdo que S ¢ ¢
az-guponhamos agora que f seja estritamente convexy ¢ qQue
existamz € SeZ €85,z #Z. Sejaa € (0,1). Como e 7 sa
minimizadores globais e ez + (1 — &)Z € D, pela convexidade dq
D, segue-se

)
VEX{)_

flaz+ (1 - a)z) 2 f(z) = f(T) = o.
No entanto, pela convexidade estrita,

flez+(1-0a)z) < af(z)+ (1 - a)f(z)

= av+(1-a)t =7,

0 que resulta em contradi¢do. Concluimos que neste caso o mi-
nimizador é unico. O

Definicao 3.1.6. Se D C R" é um conjunto convexo, dizemos

que f: D = R é uma fun¢do céncava em D, quando a funcio
(—f) é convexa em D.

E ficil ver que as afirmagdes do Teorema, 3.1.5 sdo verdadei-
Tas se substituimos minimizagdo de uma fun¢io convexa num

conjunto convexo por maximizagao de uma funcio coéncava num
conjunto convexo.

Exercicio 3.1.4. Seja D ¢ R™ um conjunto convexo. Supo-
nhamos que z € int D e Y € fr D. Provar que

€int D, se a €[0,1),
((l—a):c+ay){¢ls sza>[1. )

SEC. 3.2: CONJUNTOS CONVEXOS. TEOREMAS Dg SEPARAQ’\O 71

Exercicio 3.1.5. Seja K C R™ um cone. Provar que g é con-
vexo se, e somente se, K = K 4 K.

Exercicio 3.1.6. Sejam D um conjunto convexq emR" ¢, > 0
¢ > 0. Provar que (¢, +¢,)D =¢,p 4 c;D. '
Mostrar que a afirmagéo pode ser falsa

quando D é nig cop-
vexo.

Exercicio 3.1.7. Provar que guaHQO D=Rn, condicio de
otimalidade no Teorema 3.1.3 & equivalente g seguinte con dicéo
de complementaridade:

20, (f'(z))>0, (' (@) =0, i
Exercicio 3.1.8. Seja f : R* — R uma fun
convexa e sejam z € R* e ¢ ¢ R
fungio % : R = R, %() = f(z + ad),
Exercicio 3.1.9. Seja f : R™

A€ R(m,n) eac R™
é convexa em R™,

=1,...,n.

¢80 (fortemente)
quaisquer. Provar que a
é (fortemente) convexa.

— R uma fungio convexa, Sejam
- Provar que a fungdo f (z) = f(Az + a)

Exercicio 3.1.10. Provar que a funcgdo f
mente convexa com mddulo Fe=1,

Exercicio 3.1.11. Seja f : R®

mesmo tempo, concava. Mostr
fungio afim, ie., f(z) =
ceR"eceR.

(z) = ||z||2 é forte-

— R uma funcio convexa e, ao
ar que isto implica que f é uma
{a,2) + ¢ para todo z € R", onde

3.2 Conjuntos convexos. Teoremas de
separacao

8.2.1 Propriedades bsicas de conjuntos
convexos

Continuamos com nosso estudo de estrutura de conj.untos
Convexos. Mostramos primeiro que a interse¢do de conjuntos
Convexos € um conjunto convexo.




