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IntroduçãoIntrodução

nn PerceptronsPerceptrons podem ser vistos como um tipo especial de rede podem ser vistos como um tipo especial de rede 
neural. Um neural. Um perceptronperceptron éé a mais simples rede neural.a mais simples rede neural.

nn Um Um perceptronperceptron possui apenas um neurônio.possui apenas um neurônio.
nn SerSeráá visto um exemplo de como um visto um exemplo de como um perceptronperceptron aprende a aprende a 

identificar identificar digitosdigitos mostrados em um mostrador digital de sete mostrados em um mostrador digital de sete 
segmentos.segmentos.

nn O objetivo deste capO objetivo deste capíítulo tulo éé saber como os saber como os perceptronsperceptrons
trabalham, entender como o procedimento de convergência trabalham, entender como o procedimento de convergência 
do do perceptronperceptron melhora o desempenho dele. Tambmelhora o desempenho dele. Tambéém, as m, as 
limitalimitaçções de um ões de um perceptronperceptron simples serão ressaltadas. simples serão ressaltadas. 



Perceptrons e aprendizagem perceptronPerceptrons e aprendizagem perceptron

nn Um Um perceptronperceptron éé uma representauma representaçção que ão que éé uma rede neural uma rede neural 
na qual:na qual:

-- Existe somente um neurônio.Existe somente um neurônio.
-- As entradas são binAs entradas são bináárias: recebem valores 0 ou 1.rias: recebem valores 0 ou 1.

-- Caixas lCaixas lóógicas podem ser interpostas entre as entradas gicas podem ser interpostas entre as entradas 
dos dos perceptronsperceptrons e os pesos dos e os pesos dos perceptronsperceptrons. Cada caixa . Cada caixa 
llóógica pode ser vista como uma tabela que produz um valor gica pode ser vista como uma tabela que produz um valor 
de sade saíída 0 ou 1 para cada combinada 0 ou 1 para cada combinaçção de 0s ou 1s que ão de 0s ou 1s que 
podem aparecer nas entradas.podem aparecer nas entradas.
-- A saA saíída do da do perceptronperceptron éé 0 ou 1 dependendo se a soma 0 ou 1 dependendo se a soma 
ponderada das saponderada das saíídas das caixas ldas das caixas lóógicas gicas éé maior que o maior que o 
limiar. limiar. 



nn Suponha que a saSuponha que a saíída da da da ii--éésimasima caixa lcaixa lóógica gica éé lli  i  suponhasuponha
tambtambéém que om que o ii--éésimosimo peso seja  peso seja  wwii e o limiar seja e o limiar seja TT , a , a 
sasaíída do da do perceptronperceptron P P éé dada pela seguinte fdada pela seguinte fóórmula rmula 

P =  1 se P =  1 se ∑∑ii wwii lli i > T       ou> T       ou
P =  0 em caso contrP =  0 em caso contráário.rio.

nn Note que cada caixa lNote que cada caixa lóógica de um gica de um perceptronperceptron estestáá
conectada somente em um nconectada somente em um núúmero inferior ao total de mero inferior ao total de 
entradas isto para evitar uma sobrecarga de combinaentradas isto para evitar uma sobrecarga de combinaçções a ões a 
serem consideradas, que poderia ser de 2serem consideradas, que poderia ser de 2nn sendo n o sendo n o 
nnúúmero de entradas. Veja as Figuras 1 e 2.mero de entradas. Veja as Figuras 1 e 2.



nn Figura 1. DescriFigura 1. Descriçção de um  ão de um  perceptronperceptron. As entradas assumem . As entradas assumem 
valores 0 ou 1, tambvalores 0 ou 1, tambéém as sam as saíídas das caixas ldas das caixas lóógicas assumem gicas assumem 
valores 0 ou 1. Se a soma das savalores 0 ou 1. Se a soma das saíídas ponderadas das caixas das ponderadas das caixas 
llóógicas gicas éé maior que 0, a samaior que 0, a saíída do da do perceptronperceptron éé 1 e o 1 e o perceptronperceptron
diz sim, ou seja, reconhece uma classe. Caso contrdiz sim, ou seja, reconhece uma classe. Caso contráário o rio o 
perceptronperceptron diz não, ou seja, não reconhece uma classe.diz não, ou seja, não reconhece uma classe.



nn FiguraFigura 2: 2: OutroOutro exemploexemplo de de perceptronperceptron. . NesteNeste casocaso as as 
entradasentradas estãoestão organizadasorganizadas de de maneiramaneira retangularretangular
mapeandomapeando um um padrãopadrão de de duasduas dimensõesdimensões. . 



nn Na Figura 2, as entradas do Na Figura 2, as entradas do perceptronperceptron são organizadas em são organizadas em 
uma matriz retangular sugestivamente chamada de retina uma matriz retangular sugestivamente chamada de retina 
com a finalidade de reconhecer um padrão de duas com a finalidade de reconhecer um padrão de duas 
dimensõesdimensões comocomo porpor exemploexemplo um um caractercaracter alfanumalfanumééricorico. . 

nn DuasDuas maneirasmaneiras de se de se organizarorganizar um um perceptronperceptron sãosão definidasdefinidas
a a seguirseguir::

nn PerceptronPerceptron de de diâmetrodiâmetro limitadolimitado d, d, as as entradasentradas sãosão
organizadasorganizadas de de maneiramaneira retangularretangular, , matrizmatriz do do tipotipo retina, e retina, e 
todastodas as as entradasentradas parapara qualquerqualquer caixacaixa llóógicagica particular particular devedeve
estarestar dentrodentro de um de um ccíírculorculo de de diâmetrodiâmetro dd ee

nn PerceptronPerceptron diretodireto, , cadacada caixacaixa llóógicagica possuipossui somentesomente umauma
entradaentrada..

nn De De maneiramaneira alternativaalternativa um um perceptronperceptron diretodireto podepode ser ser vistovisto
comocomo um um perceptronperceptron semsem caixascaixas llóógicasgicas, , vejaveja FiguraFigura 3. Os 3. Os 
exemplosexemplos a a seguirseguir consideramconsideram perceptronsperceptrons do do tipotipo diretodireto
porqueporque osos exemplosexemplos de de aprendizagemaprendizagem sãosão maismais ffááceisceis de de 
seremserem geradosgerados..



nn FiguraFigura 3: 3: PerceptronPerceptron do do tipotipo diretodireto. . 



nn O procedimento de convergência do O procedimento de convergência do perceptronperceptron garante garante 
sucesso se o sucesso for posssucesso se o sucesso for possíívelvel

nn Para treinar um Para treinar um perceptronperceptron proceda da seguinte maneira:proceda da seguinte maneira:
uu AtAtéé que o que o perceptronperceptron gere um resultado correto para gere um resultado correto para 

cada amostra de treinamento, para cada amostra cada amostra de treinamento, para cada amostra 
verifique severifique se

o o perceptronperceptron fornecefornece umauma respostaresposta erradaerrada;;
•• se o se o perceptronperceptron dizdiz nãonão quandoquando eleele deveriadeveria dizerdizer

simsim, some o , some o vetorvetor de de sasaíídada dada caixacaixa llóógicagica parapara o o 
vetorvetor de pesode peso

•• casocaso contrcontrááriorio, , subtraiasubtraia o o vetorvetor de de sasaíídada dada caixacaixa
llóógicagica do do vetorvetor pesopeso

o o perceptronperceptron forncefornce umauma respostaresposta certacerta, , entãoentão nãonão
fafaççaa nada.nada.



nn DizDiz--se que um se que um perceptronperceptron diz não se a sadiz não se a saíída do da do perceptronperceptron
assumir valor 0 e o assumir valor 0 e o perceptronperceptron diz sim quando a sadiz sim quando a saíída da 
valer 1.valer 1.

nn Considere por exemplo o Considere por exemplo o perceptronperceptron da Figura 4 e da Figura 4 e 
suponha que se quer treinsuponha que se quer treináá--lo para ele funcionar como lo para ele funcionar como 
uma porta luma porta lóógica Ou. gica Ou. 

nn Em virtude deste Em virtude deste perceptronperceptron ser do tipo direto , o vetor de ser do tipo direto , o vetor de 
sasaíída da caixa lda da caixa lóógica, (gica, (ll11 ll22 ll33 ), ), éé o mesmo que o vetor de o mesmo que o vetor de 
entrada (entrada (xx11 xx22 xx33 ). Assim, a amostras das entradas e as ). Assim, a amostras das entradas e as 
sasaíídas correspondentes das caixas ldas correspondentes das caixas lóógicas são as seguintes gicas são as seguintes 
para a lpara a lóógica Ou:gica Ou:



Amostra x1 = l1 x2 = l2 x3= l3= 1 saída des.
1 0 0 1 0
2 0 1 1 1
3 1 0 1 1
4 1 1 1 1

nn Tabela 1. Dados para o treinamento de uma funTabela 1. Dados para o treinamento de uma funçção lão lóógica gica 
Ou.Ou.



nn AtravAtravéés das informas das informaçções da Tabela 1, o ões da Tabela 1, o perceptronperceptron
eventualmente aprende a funeventualmente aprende a funçção lão lóógica ou atravgica ou atravéés de s de 
quatro mudanquatro mudançças.as.

nn A primeira mudanA primeira mudançça ocorre seguindo um erro na segunda a ocorre seguindo um erro na segunda 
amostra durante o primeiro passo. Iniciaamostra durante o primeiro passo. Inicia--se o processo com se o processo com 
um vetor peso nulo (0 0 0), desta forma a saum vetor peso nulo (0 0 0), desta forma a saíída da éé 0, quando 0, quando 
ela deveria ser 1.ela deveria ser 1.

nn Então, seguindo o procedimento indicado, quando o vetor Então, seguindo o procedimento indicado, quando o vetor 
de entrada de entrada éé (0 1 1), ele (0 1 1), ele éé somado ao vetor peso, o novo somado ao vetor peso, o novo 
vetor peso passa a ser (0 1 1). vetor peso passa a ser (0 1 1). 

nn As prAs próóximas duas entradas encontradas durante o primeiro ximas duas entradas encontradas durante o primeiro 
passo produzem 1 na sapasso produzem 1 na saíída, como de fato deveriam ser, da, como de fato deveriam ser, 
então não se faz mais mudanentão não se faz mais mudançças durante o primeiro passo.as durante o primeiro passo.

nn



nn Durante o segundo passo, a primeira amostra considerada Durante o segundo passo, a primeira amostra considerada 
(0 1 1)  produz valor 1, mas ela deveria ser 0. Então, o (0 1 1)  produz valor 1, mas ela deveria ser 0. Então, o 
vetor de entrada, (0 0 1) vetor de entrada, (0 0 1) éé subtrasubtraíído do vetor de pesos, (0 1 do do vetor de pesos, (0 1 
1), produzindo um novo vetor (0 1 0). Com esta mudan1), produzindo um novo vetor (0 1 0). Com esta mudançça, a, 
a terceira amostra a ser considerada produz um 0 quando a terceira amostra a ser considerada produz um 0 quando 
ela deveria produzir um valor 1. Então o vetor de entrada ela deveria produzir um valor 1. Então o vetor de entrada 
(1 0 1)  (1 0 1)  éé somado ao vetor peso (0 1 0) , produzindo um somado ao vetor peso (0 1 0) , produzindo um 
novo vetor (1 1 1).novo vetor (1 1 1).

nn Durante o terceiro passo (quando a amostra (1 0 1) estDurante o terceiro passo (quando a amostra (1 0 1) estáá
sendo considerada), a sendo considerada), a primeriaprimeria amostra produz um erro amostra produz um erro 
novamente. O resultado deveria ser 0 mas ela produz um novamente. O resultado deveria ser 0 mas ela produz um 
valor 1. Subtraindo o vetor de entrada, (0 0 1), do vetor de valor 1. Subtraindo o vetor de entrada, (0 0 1), do vetor de 
pesos, (1 1 1), tempesos, (1 1 1), tem--se o vetor (1 1 0), que funcionarse o vetor (1 1 0), que funcionaráá para para 
todas as amostras.todas as amostras.



nn Em virtude deste exemplo apresentar apenas três amostras, Em virtude deste exemplo apresentar apenas três amostras, 
duas para as entradas e uma para o limiar, cada combinaduas para as entradas e uma para o limiar, cada combinaçção ão 
de peso pode ser vista como um vetor tride peso pode ser vista como um vetor tri--dimensional, como dimensional, como 
mostrado na Figura  4. Em geral o vetor de pesos aumenta e mostrado na Figura  4. Em geral o vetor de pesos aumenta e 
diminui na medida em que a aprendizagem evolui.diminui na medida em que a aprendizagem evolui.

nn Figura 4. EvoluFigura 4. Evoluçção do treinamento do ão do treinamento do perceptronperceptron, o vetor , o vetor 
peso inicia com todos os componentes nulos. Durante o peso inicia com todos os componentes nulos. Durante o 
treinamento, o tamanho do vetor de pesos aumenta e diminui.treinamento, o tamanho do vetor de pesos aumenta e diminui.



nn A A áálgebra de vetores auxilia na demonstralgebra de vetores auxilia na demonstraçção da ão da 
convergência do convergência do perceptronperceptron

nn Seja Seja w w o vetor de pesos e o vetor de pesos e ll o vetor das sao vetor das saíídas das caixas das das caixas 
llóógicas. gicas. 

nn ConsideraConsidera--se que exista um vetor se que exista um vetor ww** tal quetal que

ww** ll > > δδ
se se ll éé produzido pelas entradas que supostamente deveriam produzido pelas entradas que supostamente deveriam 

fazer com que o fazer com que o perceptronperceptron dissesse sim ( sadissesse sim ( saíída 1 ), e  da 1 ), e  

ww** ll < < δδ
em caso contrem caso contráário.rio.



nn O coseno do ângulo entre dois vetores O coseno do ângulo entre dois vetores ww** ee wwnn éé definido definido 
como segue:como segue:

nn Suponha que o erro que causou a mudanSuponha que o erro que causou a mudançça fosse um erro a fosse um erro 
para o qual o para o qual o perceptronperceptron tivesse dito não (0) quando ele tivesse dito não (0) quando ele 
deveria ter dito sim (1). Este erro acontece quandodeveria ter dito sim (1). Este erro acontece quando

nn que resulta na seguinte mudanque resulta na seguinte mudançça para o vetor peso a para o vetor peso 



nn O numerador da funO numerador da funçção coseno fica da seguinte formaão coseno fica da seguinte forma

nn Em virtude de que Em virtude de que ww** sempre produz resultados corretos, sempre produz resultados corretos, 
sabesabe--se que se que ww** l l > > δδ, dado que o , dado que o perceptronperceptron deve dizer sim. deve dizer sim. 
Assim o numerador da expressão coseno possui a seguinte Assim o numerador da expressão coseno possui a seguinte 
restrirestriçção: ão: 

nn e consequentemente e consequentemente 



nn Vamos verificar agora em que região o denominador do Vamos verificar agora em que região o denominador do 
coseno estcoseno estáá restrito restrito 

nn Rescrevendo a norma de Rescrevendo a norma de wwnn ao quadrado temao quadrado tem--se quese que

nn deve ser 0, ou menor que zero em virtude de deve ser 0, ou menor que zero em virtude de 
que o evento que iniciou a mudanque o evento que iniciou a mudançça no peso foi o a no peso foi o 
perceptronperceptron dizendo não quando ele deveria dizer sim, assim dizendo não quando ele deveria dizer sim, assim 
temtem--se a seguinte restrise a seguinte restriççãoão



nn E consequentemente E consequentemente 

nn Em virtude dos elementos de Em virtude dos elementos de l l serem 0 ou 1, serem 0 ou 1, ||l||||l||2 2 não pode não pode 
ser maior que o nser maior que o núúmero de portas lmero de portas lóógicas, #gicas, #ll. A expressão . A expressão 
do denominador da fundo denominador da funçção coseno estão coseno estáá restrita restrita àà seguinte seguinte 
expressão   expressão   



nn Substituindo estas restriSubstituindo estas restriçções, o expressão do coseno fica ões, o expressão do coseno fica 
definida da seguinte maneiradefinida da seguinte maneira

nn NotaNota--se que o limite inferior da funse que o limite inferior da funçção coseno do ângulo ão coseno do ângulo 
entre entre ww* * e  e  wwnn deve aumentar em cada mudandeve aumentar em cada mudançça, e que o a, e que o 
limite inferior limite inferior éé proporcional a proporcional a √√n.n.

nn Um Um perceptronperceptron direto pode aprender a direto pode aprender a indentificarindentificar ddíígitosgitos

nn Suponha que um sistema de visão hipotSuponha que um sistema de visão hipotéético esttico estáá apto  para apto  para 
identificar qual dos sete segmentos em um mostrador estidentificar qual dos sete segmentos em um mostrador estáá
ligado, com isto ele fornece as entradas para o ligado, com isto ele fornece as entradas para o perceptronperceptron
direto mostrado na Figura 5.   direto mostrado na Figura 5.   



nn Figura 5. Um Figura 5. Um perceptronperceptron para reconhecer dpara reconhecer díígitos. Sete das gitos. Sete das 
entradas conectadas aos sete segmentos dos dentradas conectadas aos sete segmentos dos díígito, a oitava gito, a oitava 
estestáá conectada a uma entrada que estconectada a uma entrada que estáá sempre em 1, que sempre em 1, que 
substitui um limiar.substitui um limiar.



nn As entradas dos sete segmentos, mais a entrada 1, As entradas dos sete segmentos, mais a entrada 1, forncemforncem
oito entradas com os correspondentes oito pesos que oito entradas com os correspondentes oito pesos que 
podem ser alterados. As amostras estão definidas na tabela podem ser alterados. As amostras estão definidas na tabela 
2 a seguir.2 a seguir.

nn Para treinar um Para treinar um perceptronperceptron para reconhecimento de um para reconhecimento de um 
ddíígito, para identificar o ngito, para identificar o núúmero  0 devemero  0 deve--se fazer com que se fazer com que 
o o perceptronperceptron produza uma saproduza uma saíída 1 apenas para a primeira da 1 apenas para a primeira 
linha da tabela acima.linha da tabela acima.



nn Para treinPara treináá--lo para identificar 1, develo para identificar 1, deve--se informar ao se informar ao 
perceptronperceptron que apenas para a que apenas para a úúltima linha da tabela o valor ltima linha da tabela o valor 
da sada saíída deverda deveráá ser 1.ser 1.

nn Quando o Quando o perceptronperceptron aprende a identificar 0, a aprende a identificar 0, a 
convergência convergência éé rráápida: somente duas mudanpida: somente duas mudançças são as são 
necessnecessáárias. Primeiro, porque o rias. Primeiro, porque o perceptronperceptron imediatamente imediatamente 
falha para identificar o 0, a primeira amostra do primeiro falha para identificar o 0, a primeira amostra do primeiro 
passo, (0 1 1 1 1 1 1 1) passo, (0 1 1 1 1 1 1 1) éé somada com todos os pesos somada com todos os pesos 
iniciais nulos. Em seguida, porque o iniciais nulos. Em seguida, porque o perceptronperceptron de maneira de maneira 
errada identifica o nerrada identifica o núúmero 9, a segunda amostra neste mero 9, a segunda amostra neste 
primeiro passo, (1 1 1 1 1 1 0 1)  primeiro passo, (1 1 1 1 1 1 0 1)  éé subtrasubtraíída. O resultado da. O resultado éé
o vetor peso (o vetor peso (--1 0 0 0 0 0 1 0), que 1 0 0 0 0 0 1 0), que éé satisfatsatisfatóório, o 0  rio, o 0  éé
identificado e todos os outros didentificado e todos os outros díígitos são rejeitados.gitos são rejeitados.

nn Quando o Quando o perceptronperceptron tenta identificar o dtenta identificar o díígito 8 a gito 8 a 
convergência convergência éé a mais lenta de todas, veja a resposta do a mais lenta de todas, veja a resposta do 
programa. programa. 



nn A A FiguraFigura 6 6 mostramostra o o tamanhotamanho das das mudanmudanççasas do do vetorvetor de de 
pesos com a pesos com a aprendizagemaprendizagem do do perceptronperceptron parapara aprenderaprender o o 
ddíígitogito 8. Note 8. Note queque o o tamanhotamanho diminuidiminui e e aumentaaumenta atatéé
alcanalcanççarar o peso o peso apropriadoapropriado. . 



nn A Figura 7 mostra a evoluA Figura 7 mostra a evoluçção do ânguloão do ângulo entre o entre o vetorvetor de de 
pesos e as pesos e as mudanmudanççasas dos dos valoresvalores finaisfinais dele com a dele com a 
evoluevoluççãoão do do aprendizadoaprendizado parapara reconhecerreconhecer o o ddíígitogito 8. Note 8. Note 
queque o valor do o valor do ânguloângulo aumentaaumenta e e diminuidiminui atatéé chegarchegar no no 
valor valor desejadodesejado..


