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Matriz de uma Transformacgao Linear £
» Ideia: associar a TL entre EVs de dimensao finita a uma matriz, chamada matriz da

transformacao linear, o que permitira resolver problemas associados as TLs por

meio das operacdes com matrizes =» Ganho: eficiencia computacional.

» Sejam: V e W EVs de dimensao finitae B = {v{,---,v,} e B' = {w{,---,w,,} bases
de V e W, respectivamente. Se T: V— W é uma TL, entdo existe uma unica matriz
da transformacéo linear, A (ou T,), tal que:

[Z@]Br: Al 2 Is
WEW VeV

» Desta forma, para toda TL T: V— W, tal que dim(V) = n e dim(W) = m, existe

A€ M(im,n)talque T(v) = A v.
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Exemplos:

1)T: R? - R%, T(x,y) = (ax + by,cx + dy) 2 T(¥) = AV,
A= [CCl Z]A e M(2,2).Aéamatrizda TL T.

2) D: P3(x) — P,(x) ou D(p(x)) = p'(x).

3)I: P3(x) — R ou ]I(p(x)) = folp(x) dx.
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EXERCICIOS U

SejaT: R® — R?,T(x,y,2) = (x + y,2z). Determine a matriz A associada a TL T.

110]

Az[o 0 2

Seja T: R3 — R?%,T(x,y,2z) = (x +y,22). Se B ={(1,1,0),(1,0,1), (0,0,—1)} é base do
R3 e B = {(1,0), (1,1)} é base do R?, determine a matriz A associadaa TL T.

2 -1 2]

Az[o 2 -2

Seja T: P,(x) — P; (x),T(p(x)) = (x+ 1)p(x),Vp(x) € P,(x). Determine a matriz A da
TL T com relacdo as bases B = {1,(x — 1), (x — 1)?} de P,(x) e B' ={1,x,x2,x3} de

P;(x).
Il -1 1 ‘
1 0 -1
A=
01 -1
00 1
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Considere o OL T: M(2,2) — M(2,2),T (lccl b ) —[2a+bh Zb]. Determine a matriz A

2C 3d

Considere o OL T sobre o R3, definido por T(x,y,z) = (x —y,2y,y + z). Determine a

associadaao OL T.

S ON -
onNn O O
w o o o

transformacdo inversa T~1, utilizando a matriz A da transformacdo, em relacdo a base
candnica do R3.

-1 2x+y y 2z-y
= 2 2’ 2
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1. Introducao U

» Dada uma TL de um EV V nele mesmo, quais vetores sao levados neles

mesmos por esta transformacao?

Isto é: dada T:V — V, quais sdo os vetores v € V tais que T(v) = v?

(v é chamado vetor fixo).

Exemplo (1): Transformacao ldentidade, I
» I: R? - R?, (x,y) = (x,7).

Neste exemplo, todo R? é fixo, pois I(x,y) = (x,y),V (x,y) € R?.
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Exemplo (2): Reflexao no eixo Ox, R,
» R: R? = R?%, (x,y) = (x,—y).

Observe os vetores a seqguir:

Ay

/
—>
v

> X

Ay

Rx (7_7)) =V

™

> X

R.(W)#w

Neste exemplo, todo vetor € Ox é mantido fixo pelo OL R,, pois

R,(x,0) =(x,0),Vx €R.
7
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Seja o0 seguinte problema:

Dadaa TLdeumEV, T:V - V, quais vetores sdo levados em multiplos de si

mesmo? Isto é, procuram-se um vetor v € V e um escalar A € R tais que:
T(V) = Av
Como v = 0 satisfaz a equacdo V 1 € R, o interesse estd em determinar vetores

% %0 que satisfacam a condicao acima.

» O escalar A sera chamado autovalor, valor proprio ou valor caracteristico.

» O vetor v sera chamado autovetor, vetor proprio ou vetor caracteristico.
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2. Definicao %

Seja T:V — V um operador linear. Se existirem 3 €V, 3+ 0, e 1 € R tais que

T(v) = Av, A é um autovalor de T e v, um autovetor de T associado a A.

Observacado: Um vetor v # 0 sera autovetor se a imagem T (v) for obtida da multiplicacdo de v

por um escalar 2. No R? e no R3, ¥ e T(¥) tém a mesma direcdo. Assim, de acordo

com A, o OL dilata ou contrai e inverte ou mantém o sentido de v.

Exemplos:

1) Verifiqgue se v; =(52) e v, =(2,1) sdo autovetores do OL T: R? - R?,
T(x,y) = (4x + 5y,2x + y).

2) Na simetria em relacdo a origem, definida no R? por T(¥) = — v, qualquer vetor

v # 0 é autovetor associado ao autovalor A = —1.
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3. Determinacao dos Autovalores e Autovetores

|) Determinacao dos Autovalores

» Sejao OL T: R™ — R™, cuja matriz de transformacao é

aj; - a1n‘

An1  *° Qnn
isto é, A = [T],.

» Se v e A sdo, respectivamente, autovetor e autovalor do OL T, tem-se:
Av = v ou AB—AB =10
» E,como v = Iv, é possivel escrever:
A-ADB=0 (1a)
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» E para que o Sistema Linear Homogéneo estabelecido em (1a) admita solucbes nao

triviais (% = 0), deve-se ter que det(A — A1) = 0, ou seja:

(a;p — A Qiz 0 Qg
a A=A a
det 21 ez e =0 (1b)
Anq I e

A equacdo det(4 — A1) = 0 é denominada equacao caracteristica do OL T'(ou da

matriz A), e suas raizes sdo os autovalores de T (ou de A).

Observe que P(A) = det(A— A1) é um polindbmio em A de grau n, chamado

polinbmio caracteristico.
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I1) Determinacao dos Autovetores

» A substituicdo de cada valor de A encontrado no SLH definido em (1b) na equacéo
(1a), permite determinar os autovetores associados a cada autovalor.

Exemplo: Determinar os autovalores e autovetores do seguinte OL.:

T:R? -»R%,T(x,y) = (5x — y,x + 3y).

12 LOB1037



A

|.  Se v é autovetor associado ao autovalor A de um operador linear T, entdo o vetor

4. Propriedades

kv, Vk € R*, também é autovetor de T, associado ao mesmo autovalor A.

Il.  Se A é um autovalor de um OL T:V — V, o conjunto S, de todos os vetores v € V
associados ao autovalor A, e o vetor nulo, formam um subespaco vetorial de V,

chamado subespaco associado ao autovalor A: §; = {v € V; T(v) = Av}.

I11.  Matrizes semelhantes tém o mesmo polinbmio caracteristico e, consequentemente,

0S mesmos autovalores.

» Duas matrizes [T]4, e [T]gz, que representam o OL T nas bases A e B,
respectivamente, serdo semelhantes se existir uma matriz inversivel M tal que:

[T]p = M~ T ,M
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EXERCICIOS D

Calcule os autovalores e 0s correspondentes autovetores da matriz de

1 0 O
transformacao A =1 1 -2|.
0 1 -1

Parai=1,7v=k(2,2,1),k #0;parad =+i, A7 € R3, pois1 ¢ R

Sejam v; = (1,1) e v, = (2, —1) autovetores de um OL T: R? —R?, associados a
A, =5 e 1, = —1, respectivamente. Determine a imagem do vetor v = (4,1) por
esse operador. T(®) = (8,11)

Quais sdo os autovalores e os autovetores da matriz identidade de ordem n?

A =1( =1,---,n); qualquer v € R"
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