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Lei de Boyle:

pV =RT

onde R=8,31 ) mol-1K-1 é a constante do gas

Se p = constante independente de T, entao:

dv

d

= | X

Se, por outro lado, configurarmos o sistema de forma que p aumente
proporcionalmente com T, nds teremos: dv

=0
dTr
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Para resolver essa distorcao, introduzimos um o novo conceito:
diferenciacao parcial (derivadas parciais).

Assim, podemos definir a derivada parcial de uma variavel em relacao a outra
tratando todas as variaveis independentes como constantes.

A Lei de Boyle ficaria assim:

oV R V
oV\  RT _
(%l‘_?‘"E
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Formalizando....
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O significado das derivadas parciais usando unidades:

Exemplo: Suponha que seu peso (w) em libras seja uma funcao f (c, n) do nimero de
calorias (c) que vocé consome diariamente e o numero de minutos (n) que vocé se
exercita diariamente.

O gue significariam essas duas equacoes?

ﬂ(zooo. 15)=0.02 %(2000. 15) = —0.025.
dc | on
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dw . As unidades desta equacao
~— (2000, 15) = 0.02 oy

libras/caloria

se vocé consumir 2.000 calorias por dia e se exercitar 15 minutos por dia, vocé ganhara
0,02 libras (~90 g) para cada caloria extra que vocé consome diariamente (cerca de 2
libras (900) para cada 100 calorias extras por dia).

o . As unidades desta equacao
- (2000, 15) = —0.025. s3o:
n libras/minuto

A segunda significa que, para o mesmo consumo de calorias e numero de minutos de
exercicio, voceé vai pesar 0,025 libras a menos para cada minuto extra de exercicio que
vocé faz por dia. Ou, 1 libra a menos para 40 minutos extras de exercicio por dia. Entao,
se vocé comer 100 calorias extras num dia vocé devera se exercitar 80 minutos a mais
para manter seu peso aproximadamente estavel.
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Exemplo 1: Medida da toxicidade do formaldeido em ratos wr

Porcentagem de ratos que sobreviveram a uma exposicao com concentracao C

apos t meses
aliil ﬁnfo (W/ A )
10 12 14 16 18

0 2 1 6 8 20 22 24

- 0 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 99 97 95
Cgﬂr' : 100 100 100 100 100 100 100 100 99 98 97 95 92

100 100 100 99 99 98 96 96 95 93 90 86 80
15 100 100 100 99 99 99 99 96 93 82 70 58 36

T

Fixando a concentracao e calculando a tx de sobrevivéncia apds 18 meses:

AP f(20,6) — f(18,6) 90— 93
At 20 — 18 T 20— 18
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Fixando o tempo e calculando a tx de sobrevivéncia apds 6 ppm:

AP 18.15 18.6) 82—933
£.(18,6) ~ 52 = 118:19) = /U8,6) _ _1.99%
' 15—6 15—6

As taxas sao negativas pois o numero de sobreviventes diminui tanto com o aumento da
dose quanto com o aumento no tempo

Podemos usar as derivadas parciais para estimar outros valores da
funcao que nao estao na tabela

Para c=6ppm e 18,5 meses:
Na tabela temos que P(18, 6) =93%. Ainda, a taxa de sobreviventes f(18,6) =-1.5/%

Assim:

P =~ 93 — 1.5(0.5) = 92.25%.
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Para c= 18 ppm ¢ 24 meses

Para avaliar f (24, 18), como valor mais préximo na Tabela ¢ f (24, 15) = 36, mantemos t
fixo em 24 meses e calculamos a taxa para 18. Ou seja, calculamos como P
(sobrevivéncia) varia com a concentracao

oP
de

AP 36 —80 :
Y A = 15— —4.89% per ppm

(24,15)

A porcentagem de sobrevivéncia de 24 meses cai de 36% pra 4,89% para cada 1ppm de
formaldeido aumentado. Calculando de 15 para 18 ppm:
&9’\ Jd_,

\u/

£(24,18) & 3(5} 4.89(3) = 21.33‘%
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Para c=9 ppm ¢ 20.5 meses U=

Para estimar f (20,5, 9), usamos a entrada mais proxima f (20, 6) = 90. A medida que

avancamos de (20, 6) para (20.5, 9), a porcentagem, P, muda tanto devido a mudanca em t
em C.

Devemos estimar as duas derivadas parciais em t = 20, ¢ = 6:

C?P - AP _ 86 — 90 _ _9u
Ot | 206) D 22—-20
oP AP 70-90 .
, N = = —2.22%
dc (20.6) Ac 15—6
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Agora precisamos calcular a mudanga em P (sobrevivéncia), devido a variagao

no tempo e na concentracao de formaldeido do ponto que usamos como
referéncia na tabela e do ponto que queremos:

At - 2SS -0 = 0,5 ™
Ac:X -6 = Dpgm

AP o YW\AJG'W\" Malo AtO

£(20.5,9) ~ £(20,6) — 7.66 = 82.34%
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Exemplo 2: Acao de antibiotico contra bactérias no sangue

A concentracdo C de bactérias no sangue (em milhdes de bactérias / ml) apds a
injecao de um antibidtico € uma funcao da dose x (em g) injetada e do tempo t
(em horas) desde a injecao.

O = iz ) = ™™

Analisando f, (1,2) e f.(1,2)

Para encontrar fx, tratamos t como uma constante e diferenciamos em relacao a x
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C' (million/ml)
25
\ f(z,2)
1 IR

O grafico de f (x, 2) nos dd a concentracao de bactérias em funcdo da dose no tempo
igual a 2 horas apds a administracao.

A derivada fx (1, 2) é a inclinacao deste grafico no ponto x = 1, ou ainda, a taxa de
alteracdo da concentracao de bactérias em relacao a dose injetada (nesse caso, 2)

A derivada é negativa neste caso porque uma dose maior reduz a populacao de
bactérias, ou seja, uma diminuicdo na concentracdo de bactérias de 0,54 milhdes/mL por
grama de antibidtico injetado.
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Para encontrar ft, fazemos x constante e diferenciamos em relagao a t:

C' (million/ml) o ) 5 .
O grafico da a concentragao de bactérias no

\\\ f(1,1) tempo t com a dose de antibiotico de 1 g.
A derivada ft (1, 2) é a inclinacao do grafico no
: ponto t = 2, ou ainda, a taxa de de alteracao da
[ \ concentracao de bacterias em relagao ao
. tempo. Ela é negative neste caso porque apds
f' b 2 horas a concentracao de bactérias esta
... tlhours)  diminuendo (diminuicdo na concentracdo de
) bactérias de 0,14 milhdes / ml por hora).
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Exemplo 3: Ajuste por minimos quadrados da equagao de <%~
Michaelis-Menten para cinética enzimatica

Vocés estudaram em fisico-quimica a base termodinamica que fornece os principais contextos nos quais a
diferenciagdo ¢ usada. No entanto, esse ¢ um assunto bastante abstrato que a maioria dos estudantes acha dificil.
Assim, ¢ importante estudarmos um exemplo no qual o entendimento das diferenciais tem uma clara relevancia

para a pratica da biotecnologia.

Suponha que temos um conjunto de observagdes (s, v), parai=1,2,3 ... n, que se encaixam na
equacao de Michaelis-Menten. Além disso, vamos considerar o erro experimental:

- — Vsi(1+e)
' K+,

onde Ve K sdo constantes (desconhecidas) e (1 + e,) € um fator que representa o erro experimental.

Na pratica, ndo saberiamos V e K_ e, portanto, queremos calcula-los a partir dos valores observados de s, e v..
Como o erro deve ser minimizado, vamos, pra facilitar a conta, reorganizar a equagdo acima, reescrevendo K eV
como variaveis a e b e definir os 'melhores' valores de a e b como sendo os que tornam e’ tdo pequena quanto

possivel:
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valan
W, v
o — K.,v;,+v;s;— Vs,

' Vs.

= (Kn/V)(vi/s) + (v;/V)—1
= ax; + bv; -1

a=K_,/V,b=1/V, x; =v,/s,

Tomamos a soma dos quadrados S, definidos como:

n n
_ 2 2 como uma medida de proximidade de ajuste.
S= ) el= ) (ax;+bv,—1)

i=1 i=1

Nosso objetivo agora € encontrar os valores de a € b que tornem S minimo.

Se houvesse apenas um parametro, este seria um problema simples em diferenciagao, mas
temos que encontrar um minimo em S em relagdo a a € b simultaneamente.

Como podemos variar a € b independentemente, este ¢ um exercicio de derivada parcial.
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Derivando com relagdo a a (tratamos b como uma constante):

oS

—

» = Z[Zx.. (ax;+bv,—1)] = 2aZx? +2bZxp,—2ZXx,

Derivando com relagdo a b (tratamos a como uma constante):

oS

55 = 120, (ax;+bv,— )] = 2aZx,+ 2bZv} — 23,

Para minimizar as duas expressoes, em relagdo aos dois parametros simultaneamente,
devemos igualar as duas expressoes a zero:

20 x?+2bZxp,—2Zx, =0
20T x,0;+2bZv2 —2%v, =0
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Usando o método do determinante (assista também a aula sobre deste método)
para escrever as solugoes:

TviZx;,—Zx, T,
Tx2Zv? —(Zx;v;)>?

T ZoPZx?—(Zx,)?

a=

b

Finalmente, podemos voltar para as varidveis originais para dar um resultado com um
significado bioquimico mais direto:

v} Zv/s;—Zv}/s; Zv;

To?/stZvl—(Zvi/s;)?

1P = Zvl/s} Zv,—Zv}/s; Zuy/s,
— Zv?/s2Tv? - (Zv?/s;)?

Rn/V =
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Reorganizando as expressoes para V e K.:

D _ Zv}/si Zvi — (Zv}/s;)’
- Zu/s?Zv,—Zv?/s; Zv,/s,

R TviXv,/s;—Zv}/s; T,
™ Xv?/s?Zv,—Zv?/s,Zv,/s,

Estes sdo agora os 'melhores' valores de V e Km no sentido de que eles
satisfazem a fun¢ao S que definimos como nosso critério do menor
erro experimental possivel.
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