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CAPITULO 6

PLANO

Definigdo: Seja A um ponto qualquer do plano (n) e v; e v, dois vetores LI (ou
seja, ndo paralelos), mas ambos paralelos ao plano (). Seja X um ponto qualquer

deste. Assim, os vetores {Vvq,V,,AX} sdo LD (coplanares). Logo existem escalares

t; e t, e R tais que AX = vity + Vot

Vity

Da expressao AX = vit; + Vot podemos escrever que X -A =vity +Vot,.
Entdo a equagdo X = A + vty + Vyt,, € chamada de equagdo vetorial do plano ()
para Vt; et, € ®, chamados de parametros.

O plano é constituido de pontos. Assim, para cada valor real de t; e ty
substituidos na equacdo vetorial vamos obtendo os infinitos pontos X desde plano.
Por exemplo. Considere o plano (=) : X =(2,1,2) + t;(1,1,0) + t5(-1,3,1), entdo:
parat;=0et, =0 = X=(212)+0-(1,1,0)0+0-(-1,31) = X; =(21,2) e (n) ;
para t;j=let, =-1=X=(212)+1-(1,1,0) +(-1)-(-1,31) = X, =(4,-11) e (n);
para tj =-let, =2 = X=(212)+(-1)-110)+2-(-1,31) = X3 =(-1,6,4) € (%) ;

Assim por diante.

Um axioma importante da geometria é aquele que diz "trés pontos ndo
colineares determinam um Unico plano". Assim, é possivel escrever a equagdo
vetorial de um plano dados trés pontos ndo alinhados (ndo colineares) deste plano.
Note que, pela definicdo anterior, para determinarmos um plano é necessario

conhecermos um ponto e dois vetores LI (ndo paralelos) deste plano.
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Portanto, dados trés pontos ndo colineares A, B e C de um plano (n) podemos

escrever (m):X=A+AB-t; +AC-t,. A escolha do ponto e da orientacio dos
vetores ndo altera a determinacdo do plano, ou seja, poderiamos ter escolhido o

ponto C e os vetores BC e CA para determinarmos o mesmo plano (1) da seguinte

forma (n):X:C+ﬁ-t1+a-t2.

6.1 Equacodes do Plano
Equacgoes Paramétricas

Seja X(x,y,z) um ponto qualquer do plano (n). Sejam também e conhecidos
o ponto A(Xqg,Yg,Zg) € 0s vetores Vi =(Xq,Y1,Z1) € Vo =(Xy,Y>,2Z) vetores LI
deste plano. Da equagdo vetorial X = A + vty +Voty, Vty,ty € R, substituindo as

coordenadas de cada elemento teremos:
X = XO + Xltl + X2t2

(X, Y,2) = (X1 YorZo) +(X1,Y1,21) - t1 +(X2,¥2,22) - o= Y =Yo +Yi1ty + Yoty
zZ = ZO +th1 + Zztz

chamadas de equacdées paramétricas do plano, onde os parametros sdo os

escalares t; e t; e R.

Equacao Geral
Como os vetores {vi,V,,AX} sdo coplanares, entdo, pela condicdo de

- X—Xo Y-Yo Z-Zo

coplanaridade temos: [AX,vq,Vo]=| X Y1 z; |=0. O desenvolvimento
X2 Y2 Z3

deste determinante resultard numa expressdao da forma ax+by+cz+d=0

chamada de equacgao geral do plano.

Equacao Segmentaria

Da equacdo geral do plano (n) podemos escrever: ax+by+cz=-d. Se d =0,

vem: _—adx+_idy+_—cd::—j. Se az0,bz0ecz0 = _Xg+_y9+_22:1.
a b C

d d d o > .
Fazendo p= —g,q =5 er= Y temos a equacao segmentaria do plano:
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Os pontos P(p,0,0), Q(0,q,0) e R(0,0,r) sdo as intersegdes do plano (x) com

os eixos coordenados Ox, Oy e Oz, respectivamente. O plano (=) ao "passar" pelo

%3 deixa "tragos". Esses tracos sdo as retas, intersecdo com os planos coordenados

Xy, Xz e yz. Os tracos do plano (n) sao as retas: (rpQ):XZP-FP_Q"t;

(hr):X=P+PR-t e (rgr): X = Q+QR -t.

A equagdo segmentdaria nos ajuda a visualizar um esbogo do plano (n) no %3.
A Figura (1) representa um esboco do plano (x) um pouco mais elaborado, no
entanto, poderiamos esbogar o plano (z) como na Figura (2), a qual exibe somente
o octante determinado pelos valores p, q e r. Assim, o "tridngulo" PQR representa
somente a parte do plano (n) que ¢é visivel quando observado do octante

determinado pelos valores p, g er.

A A

Figura (1) Figura (2)

6.2 Vetor Normal ao Plano

Seja um plano (n): X = A +Vit; + Vot . O vetor n normal (ortogonal) ao plano
(n) é ortogonal a qualquer vetor do plano, em particular aos vetores v; e v, da
equacgdo vetorial. Do produto vetorial entre dois vetores, tem-se que n=Vv; xV, é

um vetor normal ao plano. Demonstrar-se que as coordenadas do vetor normal sao
iguais aos coeficientes a,b e ¢ da equacdao geral do plano, ou seja, se

(r):ax+by+cz+d=0 entdo n=(ab,c).

Tﬁ:\_;lX\—/z

Exemplo (1): Dado um plano (m) que contém os pontos A(— 2,%,1), B(0,2,1) e
C(0,1,2), determine para o plano (m):
a) A equacao Vetorial b) Equacdes Paramétricas

c) Equacao Geral d) Equacdo Segmentaria
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e) O vetor normal

f) Os tracos

Solucao:

a) Tomando o ponto B(0,2,1) e os vetores ﬁz(— 2,—%,0) e CB=(01,-1), a
equacao

vetorial é:

(ﬂ):X=B+ﬁ-tl+§-t2
X = (021) +(-2,-2,0k; + (011, .

=
X = —2t1
b) EquagBes Paramétricas: (m):qy =2-3t; +ty, Vi, t; e R.

z=1- t2
c) Fazendo X(x,y,z) e tomando ponto B(0,2,1), temos que os vetores BX, BA e CB

x-0 y-2 z-1
sao coplanares, Logo: [BX,BA,CB]=| -2 —% 0 |=0 = 3x-4y-4z+12=0
0 1 -1

gue é a equacao geral do plano.

d) Da equacdo geral

temos: 3x-4y-4z+12=0 = 3x-4y-4z=-12 =
3 X 4 _ 4 z—_12 - X Y,z gue a equacdo segmentaria
R TR T2 T T 33T 6a0 €9 '

e) Da equacdo geral 3x -4y -4z =-12 vem que n = (3,-4,-4) é o vetor normal ao
plano.

p=-4
f) Da equacdo segmentaria L4

que: q=3 .
r=3

P(p,0,0) = (- 4,0,0), Q(0,q,0) =(0,3,0) e R(0,0,r) =(0,0,3). Portanto, os tragos sobre

os planos coordenados sao as reta:

+

w|<

+ z 1 temos
3

Entdo:

(hg): X =P+PQ-t = X=(-4,0,0)+(430) t
(hr): X =P+PR-t = X =(-4,0,0)+(4,03)-t

(lgr):X=Q+QR-t = X = (0,3,0)+(0,-33)

A
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—
__________ e
3170 g
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6.3 Casos particulares de planos

1) Plano passando pelo origem: Se o plano passa pela origem, entao 0(0,0,0)

pertence ao plano. Na equacgdo geral do plano temos Ox+0y+0z+d=0 = d=0.

Todo plano passando pela origem o termo independente é zero, logo sua equacdo é

do tipo: ax+by+cz=0.

2) Plano paralelo a um dos eixos coordenados: Quando na equacgao geral do
plano o coeficiente de uma das variaveis for nulo, o plano é paralelo a eixo
coordenado correspondente a esta variavel. Assim:

a) ax+by+0z+d=0 ou ax+by+d=0 = c=0 = plano paralelo ao eixo Oz

b) ax+0y+cz+d=0 ou ax+cz+d=0 = b=0 = plano paralelo ao eixo Oy

c) Ox+by+cz+d=0 ou by+cz+d=0 = a=0 = plano paralelo ao eixo Ox

3) Plano que passa por um dos eixos coordenados: Quando na equacao geral
do plano o coeficiente de uma das varaveis e o termo independente forem nulos
(d=0), representa que ele passa (contém) pelo eixo coordenado correspondente a
esta varidvel. Assim:

a) ax+by=0 = c=d=0 = plano passa pelo eixo Oz

b) ax+cz=0 = b=d=0 = plano passa pelo eixo Oy

¢) by+cz=0 = a=d=0 = plano passa pelo eixo Ox

4) Plano paralelo a um dos planos coordenados: Quando na equacgao geral do
plano os coeficientes de duas varidveis forem nulos, representa que ele é paralelo
ao plano coordenado formado por estas pelas variaveis. Assim:

a) ax+d=0 = b=c=0 = plano paralelo ao plano yz

b) by+d=0 = a=c=0 = plano paralelo ao plano xz

c) cz+d=0 = a=b=0 = plano paralelo ao plano xy

6.4 Posicao relativa entre Planos
Ha duas posicoes relativas entre dois planos: paralelos e concorrentes.
Existem dois casos particulares: coincidentes (é um caso particular entre planos

paralelos) e perpendiculares (¢ um caso particular entre planos concorrentes).
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Sejam (mq):a;X+bjy+cyz+dy =0 e e (ny)iax+byy+cyz+d, =0 as
equagdes de dois planos com seus respectivos vetores normais n; =(a;,by,cy) e

n, =(a,by,cy). Analisando as posigdes relativas entre dois planos vem:

1) Planos Coincidentes: S3o planos superpostos e o dngulo entre eles é 6 = 0°.

Analisando a dependéncia linear entre os vetores normais, vem que: {n;,n,} LD

~ . a
(paralelos) e vale a relagao: —=—=—=—
a

40y (m1) = (n2)

2) Planos Paralelos: S3o planos disjuntos (ndo existe intersecao entre eles) e o

angulo entre eles é 6 = 0°. Analisando a dependéncia linear entre os vetores
a_b_ g

) I o d
normais, vem que: {n;,n,} LD (paralelos) e vale a relagdo: — = #—L
a by ¢ d

A

“HN (m1)

| ﬁz (TCZ)

3) Planos Concorrentes: Existe a intersecdo e o angulo entre eles é 6 = 90°.

Analisando a dependéncia linear e o produto escalar entre os vetores normais, vem

que: {ny,ny} LI (ndo paralelos) e n;-ny #0.

ﬁ; (TCZ)

(m1)

4) Planos Perpendiculares: Existe a intersecdo e o angulo entre eles é 6 = 90°,
Analisando a dependéncia linear e o produto escalar entre os vetores normais, vem

que: {ny,n,} LI (ndo paralelos) e n; -n, =0

ny (m)

/ (m1)
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Resumo: Sejam (nq):a;X+bjy+cyz+dy =0 e (ny):a)x+byy+cyz+d, =0 as
equacdes de dois planos com seus respectivos vetores normais
ﬁl =(al,b1,c1) ﬁz =(a2,b2,c2).

_ 4

a by ¢
c; dy

1) Planos Coincidentes: {ny,ny} LD (paralelos) e —=p. "
2 2

2) Planos Paralelos: {ny,ny} LD (paralelos) e a2 _S9.%
a by o d
3) Planos Concorrentes: {ny,ny} LI (ndo paralelos) e ny -ny = 0.

4) Planos Perpendiculares: {n;,n,} LI (ndo paralelos) e n;-n, =0.

6.5 Posicao Relativa entre Reta e Plano

Ha duas posicdes relativas entre uma reta e um plano: reta paralela ao plano
e reta concorrente ao plano. Existem dois casos particulares: reta contida no plano
(é um caso particular de reta paralela ao plano) e reta perpendicular ao plano (é
um caso particular de reta concorrente ao plano).

Sejam uma reta (r):X=A+t-v, vte® e um plano de equacdo geral
(n):ax+by+cz+d=0. Tem-se que n=(ab,c) € um vetor normal ao plano (n).

Analisando as posicdes relativas entre uma reta e um plano vem:

1) Reta contida no plano: Existe a intersecao entre a reta (r) e o plano (1), que
neste caso é a propria reta (r) e o angulo entre a reta e plano ¢ 6 = 0°. Nestas

condicoes vem que: v-n=0 e A e (n).

/) A v —V
& >

2) Reta paralela ao plano: N3o existe intersecao entre a reta (r) e o plano (m) e

o angulo entre eles é 6 = 0°. Nestas condigées vem que: v-n=0 e A ¢ (n).

A v

(r) B,

(n)
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3) Reta concorrente ao plano: Existe a intersecao entre a reta (r) e o plano (m),
que neste caso é um ponto P e 0 angulo entre eles é 6 = 90°. Nestas condigGes vem

que: v-n=0 e {v,n} LI (ndo paralelos).

/(r)
A ﬁ \7

1 0
(m) 7

4) Reta perpendicular ao plano: Existe a intersecdao entre a reta (r) e o plano

(), que neste caso € um ponto P e o angulo entre eles é 6 = 90°. Nestas condicbes

vem que: v-n=0 e {v,n} LD (paralelos).

\ (r) A ﬁ

[ _7
o Th

Resumo: Sejam uma reta (r): X =A+t-v e um plano (r):ax+by+cz+d=0 com

seu vetor normal n.

1) Reta contida no Plano: v.n=0¢e Ac(n).

2) Reta paralela ao Plano: v-n=0 e A¢(n).

3) Reta concorrente ao Plano: v-n=0 e {v,n} LI (ndo paralelos)
4) Reta perpendicular ao Plano:  v-n=0 e {v,n} LD (paralelos)

Exemplo (2): Verificar a posigao relativa entre os planos (n;):2x+3y-4=0 e
(m2):2x + 9y + 4z = 0. Determine a intersegao, se houver.

Solugdo: Os vetores normais aos planos sao n; =(2,3,0) eny, =(2,9,4). Como
{ny,n;} sdo LI e ny-n, =0, os planos sdo concorrentes, existe a intersegdo entre

eles que é uma reta. Para determinar a intersecdo devemos resolver o sistema
linear com a equacdo dos dois planos e expressar duas dessas varidveis em fungdo

2Xx+3y-4=0 ~
de uma terceira. Assim: X+ . Da primeira equagao temos:
2X+9y +4z=0

2x = -3y +4 (*). Vamos substituir este valor de 2x na segunda equacao:
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3y+4+9y+4z=0=> =z =$ (**). De (*) e (**) segue que:
-3y +4 2x -4
==y _ V"3
“3y-2 7 22+2 =
VA —— y =
2 -3
2x 4 2z N 2
2x -4 2z +2 2 2 2 7 X-2 z+1
= = = = = = . L t
EER -3 VT3 T oD VT m e
2 2 2 2
. ~ , X -2 z+1 . . ,
intersegcédo de (my;) e (my) €& (n): 3 = y = 3 cujo vetor diretor é
2 2
V= (— %,1,—%] Como o vetor diretor de uma reta pode ser qualquer vetor paralelo
a ela, entdo fazendo W=-2.-v=-2. (—%,1,—%] = W = (3,-2,3). Portanto, a reta (r)
pode ser escrita como: (r): x—2 - Y _z% 1 .
3 -2 3
. . . x-1 y-2 z-4

Exemplo (3): Verificar a posicao relativa da reta (r): = = e o

1 3 2

plano (n): X +3y +2z -1 = 0. Determine a intersecao, se houver.

A(1,2,4)

- . Da equacao do plano, tem-se:
V=(1,32) quag P

Solucao: Da reta temos: (r):{

n=(132). Como v-n=0 e {v,n} LD, a reta & perpendicular ao plano e a

x-1 y-2 X_y+1

- =
. = . . 1 3 3
intersegdo entre eles é um ponto. Da reta temos: y-2 _z°4 _ 2y+8"

3 2 3

Substituindo na equacdo do plano temos: [y; 1] +3y + 2(2y3+ 8] -1=0=> y=-1.
Portanto, (r) » (n)=P(0,-1,2).

Exemplo (4): Determine a equacdo do plano (n) que contém o ponto A(1,1,-2) e é

_z-1
-3

perpendicular a reta (r): % =y

Solugao: Este exemplo é relativamente simples, mas importante, pois, ele mostra
outra forma de determinar a equacdao de um plano, ou seja, quando tivermos um
vetor normal ao plano e um ponto dele é possivel determinar sua equacao geral. De

fato, se reta é perpendicular ao plano, seu vetor diretor € um vetor normal ao
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plano. Entdo, seja n=vVv =(3,-1,-3). Assim, na equacdo geral do plano teremos:
ax+by+cz+d=0= 3x-y-3z+d=0. Para determinarmos o termo independente
d, basta substituir o ponto A na equagdo do plano, pois, se A e(n) entdao ele
satisfaz a equacdo do plano. Logo, 3(1)-(1)-3(-2)+d=0 = d=-8. Portanto, a

equacdo do planoé 3x-y-3z-8=0.

Exercicios Propostos
1) Dados os planos (n1):-7x+y+4z+9=0¢e (ny):x+3y+2z-6=0, verificar a
posicdo relativa entre eles. Determine a intersegao, se houver.

Resp: perpendiculares e (1) n(ny) € a reta X _13 =y = Z _23

2) Determine a equacao do plano (0) que é paralelo ao plano (n):x-2y+4z-7=0

e passa pelo ponto P(-1,0,-1). Resp:
0):x-2y+4z+5=0

3) Determine a equacao do plano (0) definido pelas retas (r): X;4 :YT_3 =z-2 e

(8):2x-10=y-5=-z. Resp: (0):2x-3y-2z+5=0

4) Achar as equagdes simétricas da reta que passa pela origem, é paralela ao plano

y+2

(n):3x-2y+z-2=0 einterceptaareta (r): x-1= 3

Z.

Resp: i = i = E

9 17 7

5) Determine na forma simétrica a equacao da reta que passa pelo ponto P(2,3,-1)
e € paralela aos planos (n1):2x-3y+z-1=0e (np):x+2y+3z+8=0.

X-2 y-3 z+1
11 5 -7

Resp:

COMENTARIOS IMPORTANTES

1) N3o existem planos reversos e nem ortogonais. Da mesma forma, nao existe
reta reversa ao plano e nem reta ortogonal ao plano. Portanto, cuidado com as
afirmacgbes feitas a respeito das posicdes relativas entre planos e entre retas e
planos.

2) O vetor normal na um plano (n) é facilmente obtido da equacdo geral. Porém,
qualquer outro vetor w paralelo a n, ou seja: W=oa-n, também é um vetor
normal ao plano (n). Assim, qualquer vetor w normal ao plano pode ser usado para

a construcao da equacao geral do plano (=n).
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3) Deve-se notar que um plano é constituido de pontos. Como estamos
introduzindo os conceitos vetoriais para definirmos e trabalhamos com os planos, é
muito comum, quando utilizamos suas equacgdes, confundir o que sdao pontos do
plano e o0 que sdo vetores paralelos ou contidos no plano. Por exemplo: Considere o

plano de equacdo geral (m): 2x-y+4z-7=0, logo seu vetor norma é
n=(2-14). Como é comum representar um vetor expressando somente suas

coordenadas por vV = (X,Y,z), isso pode causar confusdao com as coordenadas x, y e

z dos pontos do plano, ou seja, as coordenadas X, y € z que aparecem ha equagao

geral (bem como nas outras equacgbes) 2x -y +4z =0, sdao as coordenadas dos

pontos do plano e ndo de um vetor paralelo ou contido nele. Um vetor v so sera
paralelo ou estara contido no plano se v-n=0. No entanto, para que um ponto
pertenca ao plano é necessario que ele satisfaca a equacdo do plano. Note que o
ponto P(2,1,1) e (x), pois: 2-2-1-1+4.1-7=0 = 0=0, mas o vetor v=(2,1,1)
ndo é paralelo ao plano, pois Nn-v=2.-2+(-1)-1+4.-1=7=0. Ja& o vetor
w = (1,6,1) é paralelo ao plano, poisn-w=2-1+(-1)-6+4-1=0, mas o ponto de
coordenadas Q(1,6,1) ¢ (n), pois: 2-1-1.-6+4-1-7=0 = -7=0 o0 que é uma

contradigdo.





