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Determinacao de um plano

Um plano pode ser determinado por:

1) Trés pontos distintos nao colineares
Axioma da Geometria Euclidiana: Trés pontos
distintos e ndo colineares determinam um unico

plano.
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Determinacao de um plano

Um plano pode ser determinado por:

1) Trés pontos distintos nao colineares

2) Uma reta e um ponto fora dela

(2 pontos da reta + 1 ponto fora)
3) Duas retas concorrentes

4) Duas retas paralelas distintas

(2 pontos de uma reta + um ponto da outra
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Equacao de plano determinado por 3
pontos

Observe a figura:

Dados os pontos A, B e C.
Pergunta-se: um ponto P qualquer que pertence
ao plano a satisfaz qual condicao (em relacao

aos pontos A, B, C)?



Equacao de plano determinado por 3
pontos

Observe a figura:

Dados os pontos A, B e C.

Pergunta-se: um ponto P qualquer que pertence
ao plano a satisfaz qual condicao (em relacao
aos vetores determinados pelos pontos)?




Equacao Geral de um plano

Os vetores AB, AC e AP devem ser coplanares.
Isto é:

{AB,AC,AP} LD & [AB,AC,AP| =0

Com coordenadas:

Toma-se P = (x,y,z) um ponto genérico do plano

Basta determinar os vetores AB, AC, AP em funcao das
coordenadas dos pontos e fazer:

Uq U Us
S| v 2 V3 |=0 ax+by+cz+d=0
X—=Xa Y —)Ya Z—Zy



Sejam um ponto A(xo,yo,zo) e 0S
vetores u = (u,,u,,u;) e v=(,v,,,)
nao paralelos (LI). Entao existe um unico
plano 7T € R’ gue passa por A e possui
representantes de U e V. y
i AP =i+ uv, YA, 1R i

T
w:P—-A=Au+uv,vVA,ueR b T

w:P=A+Au+uv,vA,ueR ~ p
U
14%'
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Equacéo Vetorial: Dados P =(x,y,z),

A:(x09y0920) i ﬁ:(ul,uz,%) e ‘_}:(Vlﬂvzﬁv3)
temos que a equacao vetorial do plano
e: T

T.P=A+Au+uv,vA,ueR

(X V.2 ) ( Q:yoa )+/1(u1,u2,u3)+,u(vl,vz,v3),
VA, 1ueR



Equacbes Parametricas
Considerando a equacao vetorial do plano 7

(x,y,z) =(xo,yo,zo)+/1(u1,u2,u3)+,u(vl,vz,v3),
VA, 1t €R

Temos as equacoes parameétricas do plano dadas
por:

(x=x0+/1u1‘+,uv1
T:Ny=y,+Au,+uv, ,VA, UER

z=2zy+ Au, + v,



Exemplo

Determinar as equacgoes vetorial e geral
do plano que passa pelos pontos

A= (3,0,-5),B=(74-7),C=(11-1).

Para a equacao geral: {AE, Aé, Aﬁ} LD <
[AB,AC,AP] = 0

Para um ponto P = (x, y, z) genéerico do plano:

AB = (4,4,-2); AC = (-2,1,4); AP = (x — 3,y,z + 5)

A0, by &

=2" 1 4
VeSS RN 7

3x — 2y + 2z + 1 = 0 - Equagio Geral do plano (4B0)

=0 18x— 12y + 122+ 6 =0 (:6)




Exemplo

Para as equacoes parameétricas do plano que
passa pelos pontos A=(3,0,-5), B=(7,4,-7) e
C=(1,1,-1).

Tomemos dois vetores diretores do plano:

AB = (4,4,—2); AC = (—2,1,4)

P=A+a1ﬁ+,[3A_C>,a,,BEIR

(x,y,z) = (3,0,-5)+a(4,4,-2) + B(—2,1,4) (o, B € R) — Equagdo
Vetorial do plano (ABC)

+x =3+ 4a — 20
.y= 4a+B (aB€R) —Eq.Paramétricas do plano
Yo e e
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Relembrando:

Assim, para determinar uma equacao vetorial de um
plano o, deve-se ter:

e Um ponto desse plano

e Dois vetores LI com representantes nesse plano

P=(x7v72) € a  AB, AC e AP s&o coplanares.

AP = t AB + h AC (com t e h reais)
Como, P=A+A}

P=A+ tAB+hAC

b SO

parametros

variavel

Fazendo variar os numeros t e h em IR, obtém-se todos os pontos do plano a.



Exemplo

Determine uma equacao vetorial plano
(ABC), sabendo que A(2,—1,0), B(0,—1,3) e
C =(0,2,3).

Solucao: determinemos dois vetores diretores

do plano
v; =AB =B — A= (=2,0,3)
v, =AC=C—A=(-23,3)

a:X =(2,-1,0) +B(-2,0,3) + 1(-2,3,3)
(8,1 €R)



Retomando a equacao geral de um plano:
w.ax+by+cz+d=0

Obtida a partir de: {AB,AC,AP} LD < [AB,AC,AP| =0
Em coordenadas: A = (x4, Y4, 24), P = (x,y,2),
vy = AB = (x1, y1,21), V2 = AC = (X3, V2, Z3)

X1 Y1 Zq
X2 Y2 Z, |=0 Desenvolvendo:
X—Xq4 Y —Ya Z—Zy

(V122 —Y2Z1) x + (X227 — %123 )y + (X1Y2 — X2Y1)Z
+ (—X1Y224 — X2Z1Yq — V12Z2X4 + Z1Y2 X4 + X1 Z3 V4

+x,71Z4) =0 ax+by+cz+d=0

Yi1Zy —Y2Z1 = Q X3Z1—X1Z; = b x1y, —xy1=¢



Observe que o vetor v; A v, pode ser também
descrito atraves dos mesmos coeficientes a, b
e ¢ da equacao anterior, ou seja:

T b

VIAV=x; v,z

' X2 Y2 42

V1257 + X1 Y2k + X 2] — o 31k — V22,7 — 2, 2,] =
= (V122 — Y22+ (%321 —x12, )] +

+ (x1Y2 — XYk

Yi1Zy — V2Z1 = Q; X3Z1 — X1Z3 = b; X1y, —X3y1 = ¢C

U1>/\ U2> —n = (a, b, c)



VAV, =n = (a,b,c)

O vetor n é simultaneamente ortogonal aos
vetores diretores do plano, ou seja, €
ortogonal ao plano.

Um vetor (nao nulo) ortogonal a todo vetor que
possui representante em um plano a € chamado
vetor normal desse plano.

Assim, o vetor n = (a, b, c)é um vetor normal do
plano a.



Plano determinado por um ponto e um vetor
normal

Dados o ponto 4 = (xg, vy, Z5) € um vetor
normal n = (a, b, ¢)

Pode-se determinar a equacao do plano f que passa
por A e tem n como vetor normal:

V P €[, tem-se: < ﬁ,ﬁ’ Se—=u():

Logo: (x —xg)a+ (y —yo)b + (z—2p)c =0
ax —axyg+ by —byg+cz—czy =0
ax+ by +cz+d =0,

comd = —(axg + byg + czp)



Plano determinado por um ponto e um vetor
normal ao plano

Dados o ponto 4 = (xg, vy, Z5) € um vetor
normal n = (a, b, ¢) ao plano
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Exemplo: determinar uma equacéo do plano que

passa pelo ponto A=(1,2,3) e tem vetor normal
n=(-17-2).

Seja B o plano determinado por A e n dados.
V P €Ef, tem-se: < AP, 7 > = 0. Logo,
(o e G Y Crasst 20 (VSR 7 o= SN (CSN S R0
—x+1+7y—14-2z4+6= 0
K, Y 2 Z 5 Te=")

=" s

(note: coordenadas de n)



