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Técnicas de Simplificacao de Redes Lineares

Objetivo: simplificar ou reduzir a rede antes de comecar a andlise
» Reduzir os cdlculos

» Facilitar a compreensdo do funcionamento da rede



Associacao de fontes semelhantes

Fontes de corrente em paralelo:

=0A —»—oA

IlC‘ IzCD <:>Il+12q>
B




Associacao de fontes semelhantes

Fontes de tens3o em série:

N



1 Associacdo de fontes semelhantes

Cuidado: Se I1 # I, ou Ey # Es, as leis de Kirchhoff podem n3o
ser obedecidas

O O

n + +
11:I2 El <> E2<> E1:E2

I B




2 Impedancias e Admitancias
Impedancias em série e admitancias em paralelo:

Z

Z




2.1 Associacao de resistores

Resistores em série

|

MA
Wy

Ry

AA

= Req = R+ Ro

—

<~

Ry =

vy

|

O

Generalizado para n resistores em série

Req:R1+R2+"'+Rn



2.1 Associacao de resistores

Resistores em paralelo

Ry

AL

BRAL

AMA
MA

Y

= o

o)

Generalizado para n resistores em paralelo

L1 1
Req Ri Ry Ry,




2.1 Associacao de resistores

Condutancias em série

o — 0
=
G = = - G1G2
= : : T 9 Gi+G
Gy =
o L o

Generalizado para n condutancias em série




2.1 Associacao de resistores

Condutancias em paralelo

O ——O
o) —0

Generalizado para n condutancias em paralelo

Geq=G1+Ga+ -+ G,y



2.2 Associacao de indutores sem mutua

Indutores em série

Ly

<:> g Leq:L1+L2

Lo

o) ———©

Generalizado para n indutores em série

Leq=1IL1+ Lo+ + Ly



2.2 Associacao de indutores sem mutua

Indutores em paralelo

O ———O

LiLo

Log = —122

gL gl = = RN NS
—0 ——o

Generalizado para n indutores em paralelo




2.3 Associacao de capacitores

Capacitores em série

O _L o C1Cy
Cy = —r h G140z

7o) ——0

Generalizado para n capacitores em série




2.3 Associacao de capacitores

Capacitores em paralelo

Ly #: Cy e = Cea=C1tCh

Generalizado para n capacitores em paralelo

Coq=C1+Cor+---+C,



Exemplo 1

AMA

=15
= N0,9i3 CD4A

=6 =60

AL

9Q

6ACD 3 Q=

vy

AA
Y

» Cuidado para ndo sumir com i3 que é a corrente que controla
o vinculado!
P Associando os geradores de corrente, temos

2

—> O

A ®iA & M 2A




Exemplo 1

13

2Aé> 3Q

e

=15 0

00 = <T> 0,9i3

s0= Zoo

» Associando os dois resistores de 6 €2 em paralelo, temos

6//6 =

6><6_

30
6+6




Exemplo 1

13

2 A ) 30 90 = <T>0’9i3

15 Q

3Q

> Associando agora o resistor de 3 €2 em série com o resistor de
15 2, temos
3Q04+15Q0=18Q



Exemplo 1

13

2 A ) 30

=

90 =

=

<1\> 0,9i3

—

» Finalmente, associando em paralelo com o resistor de 9 2,

temos
18//9 =

18><9_
18+9

6 2



Exemplo 1

6




Observacoes

> Nem sempre é possivel achar um bipolo equivalente por
associa¢oes
» O bipolo equivalente depende dos terminais
> Em geral, calcula-se
P resisténcia ou capacitancia ou indutancia de entrada



Exemplo 2

Calcule a resisténcia de entrada R, do circuito

€1

(o L

2S

2S

€2 @

M-

2S

8S



Exemplo 2

Vamos inserir um gerador de corrente e calcular e; /iy

(o

O}

(o

8S



Exemplo 2
Usando analise nodal

4
-2
—2

Resolvendo para e;

€1 =

Assim,

en

-2 =2 €1 il
8 —2 €2 0
2 12 | | e 0
i -2 -2
0 8 —2
0 -2 12 ,
B
4 2 2
2 8 -2
2 2 12
A2 33800

ip 68



Exemplo 3 - Resisténcia de entrada com vinculado

AWy O

(6
=}




Exemplo 3 - Resisténcia de entrada com vinculado

Vamos agora inserir um gerador de tensdo e calcular ey/i

r .
7
\AVA_VAV/" 79




Exemplo 3 - Resisténcia de entrada com vinculado

Da 22 LK

v+ pv—ri+e, =0
eg =ri — (p+1v

v = —Ri (convencdo do gerador)

Ren =L = R(u+1) +7



Exemplo 4 - O bipolo equivalente depende dos terminais

o
:E4MF ZE?MF
Co— — 8 uF
=6 uF = 2uF
-
b
2% 2 4%6
Cop = 22 “2 114 pF

572 1%



Exemplo 4 - O bipolo equivalente depende dos terminais

Redesenhando o circuito, temos

C o- J_
4 uF

—6uF O 2o .F
8 uk 12 F
bo T T
(1+8)4

Che +6 = 8,7692 uF

T 118+4



3 Divisor de Tensao

7

o,
" >

24
2,

(o,
2° Lei de Kirchhoff: vg = v1 + v = (R1 + R2)i
. Vo
==
! R+ Ry
. Ry
— vy = Ryi = |vg - —2—
2 2 v R+ Ry




4 Divisor de Corrente

O >

o,

19

1° Lei de Kirchhoff: ig = i1 + i2 = (G1 + G2)v

— v

—>i2=G2’UZ io

?

:G1+G2

, ou ainda:

Ry

19 = 1p -

Ri+ Ry




Exemplo 1

2092

1+
\—

—W

2092

AMA—

Yy




Exemplo 1

1,5V = J{ 2002 L 100\ v =7

, 1,5
7=
20+ 10

v=10-1

10

10+ 20
=05V

—v =15



Exemplo 2

Yvy
\]
2

AMA

542

= 150

19




Exemplo 2




Exemplo 2

1A>

{1

L

—

19
; 2502

=

1] =

19 =

25
25+ 12
12
25+ 12

= 0,6757A

=0,32434



Exemplo 2

Voltando ao circuito original:

Yvy
\]
2

AMA

1A i

@ v = 10iy — 5iy

iz = —0,1351V

—_

02

= 150




Exemplo 3

409 % 109 %

_|_
V== —Ow——0-
109% vy 1552% V9
VUV =vV1 — V2
el 6
“EYI0F10 5
_g._ 15 18
Y0 F1s T s
6 18 12
S R WA
YT5 75 5



Ponte de Wheatstone

6V —

_l’_

4062

102

. U1 U2
PTRTRT 0T 10
40//10 = 89

15//10 = 6

V2



Ponte de Wheatstone

Simplificando:

6V —

|||+

8Q2

62




Ponte de Wheatstone

Simplificando:

v =6 —— =343V

8+6
8

6V —

|||+

6
—6. — =257V
2 8+6
601




Ponte de Wheatstone

Voltando ao circuito anterior:

4062

+
OV ——
- 2,57V

102




Ponte de Wheatstone
Se em vez de 4012 tivéssemos 6,6667¢2:

+
6V ——
- Vg

10Q

6,6667//10 = 4Q e 10//10 = 69
— v =24V e vy = 3,6V

i = ia = 0,364 — [i = 0A4]

Ponte de Wheatstone Equilibrada!



5 Fontes Equivalentes

Ry , i

+ U (t) C) EERP

es(t)

Geradores reais:
» Gerador ideal de tens3o + resisténcia em série

» Gerador ideal de corrente + resisténcia em paralelo

Condic¢Ges de equivaléncia: v e 7 iguais para os dois casos




5 Fontes Equivalentes

R ) {
{ o
+ Uig(t) =R
es(t) ( C) — P
o
Condigbes de equivaléncia: v e 4 iguais para os dois casos
(¥

1 =15 — —

R
v =es — Rgi

— v = Ryis — Ryi

es — Ryi = Ryis — Ryi

.. Para qualquer valor de v e i:

Rp = R
Ryis = es




5 Fontes Equivalentes

es(t)

R

Para qualquer v e 7:

R, = Ry
Ryis = e

Atenc3do ao sentido das fontes!




Exemplo

100V

ATl

W

)

109

100V

109

m
|

(::) 2A




Exemplo

Podemos substituir as fontes em destaque por seus equivalentes:

____I____—I[

|
|
| 5Q =
|

:100V _C)

W




Exemplo

20A C

D

582

!

_ 1()AC

D




Exemplo

Podemos agrupar as fontes semelhantes e calcular a resisténcia em

paralelo:
1092
M
1y B
20V
50 +

20A ()

il

= D) = o




Exemplo

304 C

) EQE’
3




Exemplo

Podemos converter novamente a fonte em destaque para o seu

equivalente:
1092
- - === = I
Iy B
| | +20V
I
30A ]
| CD 10 =
-0 |
| 3 | 82 | v
I




Exemplo

Agrupando as fontes seir(r;elhantes e as resisténcias em série:
—Q 1092

20V

100VC—>

0 v




Exemplo

100V<

D)

10

109

20V

8Q



Exemplo

_+
120VC> = 80 v

40
— +38
3—1—

Util para preparar o circuito para Andlise Nodal!



Transferéncia de Fontes
Transferéncia de IZ_:ontes — equivaléncia sé entre terminais!

20
M
il °
v -+
Moo == | = 40 VO v
.9
4
v=4-1=4V = v:6-6:4V
Py = AW — Py =AW
Py=3-4=12W 4 Pg=6-1=6W
216
Pog==22—8W 4  Py=RiZ=2W

R 2



Transferéncia de Fontes

Nao pode ser efetuada quando ha na rede geradores ideais!
(Gerador de tensdo sem R em série ou de corrente sem R em
paralelo)



6 Deslocamento de Fontes Ideais

Usado quando:
» ndo hd R em série ¢/ gerador de tensdo

» ndo hd R em paralelo ¢/ gerador de corrente



Deslocamento de Fontes de Tensao

R3 .
13
I
p €s R2
a — 4+ a
N i
R1 i

il

Poténcia fornecida pelo gerador: —e4(i1 + io + i3)



Deslocamento de Fontes de Tensao

€ R3
d
2
a al =4 & 12
o
: cg
€s R1

-+ 1 E
A A b
Vpe = Ryiy + e

Vea! — RQiQ + €s

Vaa = R3i3 + eg
P> Upaly Vea! € Ve NAO mudam
> a corrente injetada em aa’ = i + i + i3 ndo muda
P> a poténcia fornecida por cada gerador é —egiq — egi1 — €58

— S6 muda a d.d.p. ente a e a’!



Exemplo

12V

1+




Exemplo

C
;A [ 12V L 12v
+ +
v
00 == =
7—\ —




Exemplo

62

m
W
w
o)

12v_1+

M

= 30

a0

40

1 12V



Exemplo

24 () = = 30 = = 40 () 3A




Exemplo

24 C) == =20 79;{; C) 34




Exemplo

|+

=4V _




Exemplo

o6 1002
- + 36 28 8
7Q-=$=— —__—_7—7—7‘/
v 8 10
o726
T 0428

v =—0,833V



Deslocamento de Fontes de Corrente



Deslocamento de Fontes de Corrente

go q
C | L@W\J ;

is — extrai corrente do né d e injeta no né a

Outros nés — uma fonte anula a outra



Exemplo

(Ja resolvemos ¢/ divisor de tensdo)

b
O
5Q 1082
14 (/'\) c 4(_ d
7Q 150
—O




Exemplo

102



Exemplo

S

(o]

v=1560 -5
109

. (10 4+ 5+ 7+ 15)i = 12

§ L= 23044
150 ‘Tar T

v=—0,135V

o0



7 Proporcionalidade e Superposicao

(t)—p

Elemento Linear

3 y(t)

_|_
es: (1)

Entrada

Circuito Linear

€s5 (1) — s, (1)

2es, (t) — 204, (1)

} o (1)
)

Saida

kies, (t) + kaes, (t) — kivg, (t) + kavs, (t)



Proporcionalidade e Superposicao

Caracteristicas:

» Homogeneidade

kx(t) — ky(t)
> Aditividade

e T — N
To — Yo ’ entao {331 + T2 —> Y1+ Y2

Consequéncias:
» Proporcionalidade entre excita¢io e resposta

» Superposi¢do

k1z1(t) 4+ koxa(t) — k1ya(t) + koya(t)




Circuitos Elétricos Lineares (R, L, C)

AN:
Gne = is,
Gpke = ki,
Excitacoes:
sy € Lsy
Gngl =15
— Gp (,Ql +§2)
Gn?} = Ls,



Circuitos Elétricos Lineares (R, L, C)

A resposta devido a uma soma de excitacdes pode ser determinada
pela soma das respostas devidas separadamente a cada uma das
excitacoes

Principio da Superposi¢do

Fonte de tensdo — curto circuito
Fonte de corrente — circuito aberto
Nunca inativar vinculado!



Exemplo

’il €1 2i1 €9 =7
S5k = I+ 6V = 3kQ (

) 5mA

||}—



Exemplo

1) Vamos inativar o gerador de tensdo independente

k=

) SmA

iy e 2¢) €,
= 30 (
=0 ¢ =0 e =15V



Exemplo

2) Vamos inativar o gerador de corrente independente

iy ef 2 el
5k = L= 6V = 3k
il =——=-12mA
6 36
ey =-3X2x -=——=-T2V



Exemplo

3) Pelo principio da superposicdo, temos:

ea=¢h+ey=15—-72="78V



8 Os geradores equivalentes de Thévenin e Norton

——-o ——

Lo C#
(L
: o

—Ob

Determinar v e i que a rede A fornece a uma segunda rede sem
determinar correntes e tensdes na rede alimentadora

eog — gerador ideal de tens3o (tensdo entre a e b quando em
aberto)

Ry — resisténcia interna do gerador de Thévenin vista pelos
terminais a e b, inativando os geradores independentes.



Norton (dual de Thévenin)

1
T

Zm(# |v .
: —O0—

19 — obtida colocando os terminais em curto
De fontes equivalentes:




Exemplo

3Q 50
A A

1] 1] )

est> = 60 v

O
Inativando eg: 50

Ry=3//64+5

30= = 60 0 3/ i ]

= +5=70

9




Exemplo

Tens3o em aberto:

30 50

€s = 60 €




Exemplo

Thévenin
7Q
| a
O
—h
“ O
bO

—

1

Norton
2
510 = 70 v
oo 2 e
"Ry 37
2



Exemplo

19 também pode ser obtida colocando a e b em curto:

v
3Q 5Q) 30
W\' a
es+ = 6 . €s+ Usgﬁ
_ 0 i 11
b
B 30 1 _30 _10
VS 1 33730 63 “ T 21
11
. v . es 10 2
0o=—= —1 = — = — €4

5 5 21 21



Exemplo de Thévenin com vinculado

1k

2000 iy 450

3=

>

) 4mA

iy

=2k

o @

b

Vamos calcular a corrente de curto

o

Ry



Exemplo de Thévenin com vinculado

Vamos primeiramente fazer transferéncia de fontes
4kQ2 2000 - iy 4O

@ m @ < 3 Zg o a
" 7 1N/
10

_|_
16V = 20

Analise nodal no né es:

e; =16V —

1 . . ,
1006 (@2~ 16) + g = 0 2 + 40004y = 16
No né es:
L1 g (A2 S
—— +—— ez —i, = —— ez —ig =
4000 ' 2000/ 9 8000 ) 29

— 6ez — 8000, = 0



Exemplo de Thévenin com vinculado

4k 2000 - i,
0 4kQ

)M Q tg
N 1o N_/

_|_
16V = 2kQ

Do vinculado, temos
) 1
ez —eg = 2000t, = 20860 —— -e3 — es =0
.. da andlise nodal no né ey, temos

o + 4000, = 16 — 4000i, = 16

Da equacdo do né ez, temos:

6ez —8000i; =0 — e3 =




Exemplo de Thévenin com vinculado

4kQ 2000 - iy
@

@ % ig®

4kQ

==

16;C>> <§ 2%

Como ig = es:

4000

10

a



Exemplo de Thévenin com vinculado
Vamos calcular a resisténcia vista pelos terminais a e b:

AM@ % tg @ w’ Q4
=3k0 o <§; 2%
(4]
Aplicando-se andlise nodal:
— 1 — — - — -
1000 0 Lijal o
0 LI IR 0
2000 * 4000 4000 2l _

~ 2000 w00 | s
1 0 0 0 |ig] |0




Exemplo de Thévenin com vinculado
Vamos calcular a resisténcia vista pelos terminais a e b:
4kQ@ a

=3k /l?’ <:E 2k () ig

2000 " Ry =2

ey — e1 = 2000i, = 300062 €1 = 0 ts

—ig =0

6 2 0 _ €3
80002 " oo VT T g
1 1 9 1

20002 T 2000 =" 7 3 2000

is



Exemplo de Thévenin com vinculado

Vamos calcular a resisténcia vista pelos terminais a e b:

AM ©) . 9@ M O
=3k /D/ <E; 2kQ
4]
600075 = e3

v



Teorema da maxima transferéncia de poténcia

+

vs<> v = R;

pL =

vs Ry, ]2 1 v2Ry,
_Rs + R; | Rjp o (Rs + RL)2

Determinar o valor de R, para que py, seja maximal



Teorema da maxima transferéncia de poténcia

dpr, U?(Rs—i-RL)Q —Uz - Rp, -Q(RS +RL)

dR; (Rs + Rp)*
— 2Ry (ReA-RT) = (Rs + Rp)?

—>2RL—RL:RS

Neste caso, pr, =



Teorema da maxima transferéncia de poténcia

Teorema: uma fonte de tensdo independente em série com R, ou
uma fonte de corrente independente em // com R; fornece a
mdxima poténcia a um resistor de carga Ry, se



Exemplo

o
2

50 A

6V+C> = 69 Ry

B

Qual o valor de R;, para que ocorra a maxima transferéncia de
poténcia?

60:6><g:4V

Ry=3//6+5=1%0

eo_éA

lOZR—0—7



Exemplo

6V+C




Condicao de carga casada

Rendimento 50%
n=—= 075
yyens

— Metade da poténcia é dissipada internamente na fonte
equivalente.



9 Transformacgao estrela (Y) - triangulo (A)

Equivaléncia de redes:
» mesmas tensodes nodais

> mesmas correntes fornecidas pelo resto da rede



9 Transformacgao estrela (Y) - triangulo (A)

€1 —€o

. €1 [~ . el

15 o i s o

C il o = R €1 —es

I | 9 = .o | =Ry
W72z

i, m i, B R
Wy F3o

i1 = Gio(er — eo) Ga=8—% aze

Rs31 Ry
1-3 R31//(Ri2 + R32) = Rig + R3o
1-2 Ria//(Rs1 + R32) = Rip + Rao
2-3 Raz//(R31 + Ri2) = Roo + R3o



9 Transformacgao estrela (Y) - triangulo (A)

Desenvolvendo os calculos:

R31(Ri2 + R32) + Ri2(R31 + R32) + R32(R31 + Ri2) _
Ris + R3o + R31
2(R10 + R30 + Rap)

R 2(R12R31 + R31R32 + Ri2R32) _
Ris + R32 + R31
2(R10 + R30 + R2o)




9 Transformacgao estrela (Y) - triangulo (A)

Calculando a soma apenas das duas primeiras parcelas:

R31(Ri2 + R32) N Ri2(R31 + R32)
Ris + R3o + R31 Ri2 + Rz + R31

= 2R10 + Roo + R3o

. Ri2R31 + R31 R32 + Ri2R32 + Ri2R31
Ris + R3o + R31

= Ryp + R3p + Rop+Rio

Ri2R31

Rio =
"7 Ris + Ray + R

— RA = Ri2 + R3s + R3



9 Transformacgao estrela (Y) - triangulo (A)

Analogamente:

_ R31 R32
RA

Ry = 7 e Ry

Para a transformacdo Y — A basta fazer o mesmo trabalhando
com as condutancias, o que leva a
_ GG G30G1o

Gy 32 Gy G31 = Gy

com Gy = Gig + Gog + Gsg
Se as resisténcias de cada rede forem iguais:

1
RY - gRA



Exemplo 1

2Q 90

» €

p——
p——
D
o

€s

L N\t
_/
[

|
[\
2
M
m

= 5Q
°

€3

G30Gho Gy
Gy = SR
o Gy 17 GoGho
1 1 1 10
GY:G10+G20+G30—— §—|—— 95



Exemplo 1




Exemplo 1

Fazendo associacdo dos resistores em paralelo:



Exemplo 1

Fazendo associacdo dos resistores em paralelo:
20

i




Exemplo 2

(&) e1
) )} Ris =5
¢ e Ry = 10= e
Ren Ren
40 = 80 = 80
32 = 10
. s o -
Gy
R —
27 GroGao
1 1 1 5
Gv=3t3T373°
5 1
— R12 = Z = 50



Exemplo 2

€1 e
' ) Ris=5
202 o) = 20 = 99
€0 €9 R31 = 105 €9
Ren Ren
K =80 = 80
32 = 10
[ 2 '63 R 63
Ris =59
Gy 5 1
R3p = = — 109
2T GyGay 4 11
2 4

R3; = Rz = 10Q



Exemplo 2

R12 — 5
= 20
€2
= 80
32 = 10

el €1
20 20) = 20
€o €9 R3;1 =10=
Ren Ren
40 = 80
¢ ‘e3 ¢ €3
Ris = 50
R3p = 1092
R31 = 1092

Req = 10//(5//2 + 8//10) = 3,792
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