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Redes de 2% Ordem

< Equacao diferencial ordinaria, linear,

coeficientes constantes, 2% ordem

Sistemas de 2 equacoes de 1° ordem

R,L,C 1 malhaou 1 par de nos
Redes <

R +2C, R + 2L

Duas condicoes iniciais

< Vo resposta ( ty)

ig derivada da resposta ( t;)

Aplicacoes :
Circuitos sintonizados
Filtros passa-banda
Modelos de circuitos reais

\-
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‘ Série | ‘ Paralelo ‘
+ R i L I
esQ) cH] [P e LE cT
— \/s \%
2° L. K. 1*L. K
i d 1
L£+Ri+i J idt = e, C—V+Gv+—J vdt = i
dt C dt L
di Rdi 1 . 1 defdv Gdv 1 _1 di
dt® L dt LC L dt [d* C dt LC C dt
Comportamento Livre
e, =0 is=20
Condic¢oes iniciais
i(ty), vc(ty) v(ty), iL(t)
Equacao caracteristica
s2+5s+L=0 SZ+ES+L=O
L LC C LC
a £ R/2L a2G/2C
w281/LC w:21/LC
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Equag:ﬁo Caracteristicd

ilﬁ

= e

2 2
s+2as+(o0:0|

2 2

raizes ou autovalores ou
frequéncias complexas proprias

e S; # S, Distintos

S;t
Ae'

Solucao geral :

S, t
A,e

t t
A e + A,e”

e 8¢ =8 Duplos

st
Ael

Solucao geral :

A,te™

A e + A, te"

PSI3211- Prof? Denise

Bloco 7




| Circuito RL C série

Comportamento Livre

i(t) =Le" + I, e"

Constantes de integracao : para

O i(0) =1, + I,

22 Lei K :

L d;iﬂ) + Ri(0) + v(0) = 0

= 410 - R ;i) - YO
dt L L

@ I () I 111 i 242

2 equacoes 2 incognitas
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Circuito RL C série
cont.

Constantes de integracio : para

2 equacoes 2 incognitas
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‘[ Solucdes RLC Série |
s + 208 + ©, = O\

2 2
a” > o,

== B=+0"-o0o,

R >2 L
\/C

Solucao: 2. 2 exponenciais decrescentes

= [i(t) =L+ Le |

i(t) = ea{io cosh(Bt) _%senh(st)j —gisenh(ﬁt)}

iy
t
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‘| Solucdes RLC Série |
|s2+20cs+a)§ = 0\ h ;

2 2
S, , = —oci\/oc—ooo

9

2 — Circuito Oscilatorio

2 2 L
‘oc <000‘ ou R<2C

‘ _ . \ 2 2
Sl,z——aijﬁ)d |::> Wy =4 0O,— QA

(complexos conjugados )

' o
= arct °© 4
B

0
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‘[ Solugdes [RLC Seérie ]

b) i(t)=B;e *‘coswgt + B e *'senwmqt
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CClsculte Qscilatéds >
Casos Particulares

a) a=0 Mg = O LC ideal

b) a<<<®y —> g=w
circuito altamente oscilatorio

i(t);\/if,+—v(2, e "' cos(o,t+vy)

Indice de Mérito: Q, £ w,L/R

R
2L

Q():

0,
20

energia armazenada
energia dissipada

Q-
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“ Solucdes [RILC Seérie “
|s2+ 2008 + a)ﬁ = 0\ K_\

2 2
S, , = —oci\/oc—ooo

9

3 — Amortecimento critico
AO=®) = §1 = §H=-—-0U

/L
RCZZ E

Solucdio: i(t) = ;e *' + I,te "

Impondo as condicoes iniciais :

i(t) = {(l—at)iﬂ - ivot}eat
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Comparacao das respostas livres
dos Circuitos de 2° ordem

O Amortecimento critico

\/ Superamortecido
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e Resposta livre =) FCP s, s;

e S;, S reais # Pulso Bidirecional

Tempo de amortecimento: t;

Superamortecido ==p t; grande

® S1, 2 complexos |

~~

Resposta oscilatoria amortecida

o — coeficiente de amortecimento
g — frequéncia angular amortecida

w9 — frequéncia angular nao amortecida
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RLC Série

WW—TH0

RLC Paralelo

+| R L

e;O) —=Cc i, ¢ 8L TFC

oa £R/2L

aéG/ZC

Q() = (D()L/R

1 — Superamortecido

R > 2,L/C

2 — Amortecimento critico

R =R.=2,/L/C

R <R¢

3 — Oscilatorio ou Subamortecido

Q() = (D()C/G

Q() = (D()RC

Q() = R/O)()L
1

R < > L/C

R:RC:% L/C

R > R¢
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Resposta Natural

- 1(t) = A"+ A e
==

superamortecido

f(t) = Bme “‘cos (gt + v)
ou
(Bicosogt + Bysenwgt) e’

at

subamortecido / oscilatorio

3— | f(t) = (D;t + Dy)e !

amortecimento critico

f(t) > tensao ou corrente
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Resposta ao degrau es(t) E H(t)

£+5i+ij.idt+ivoz£
LC L L

dt L
ou

1

di R

. 1 .
— + —1 +ledt+f(V0_E) =0

dt L

Como o circuito livre mas com
condicao inicial = (vo— E)

a) Superamortecido

i(t) = e {io (coshBt — %senhﬁtj — %senhﬁt—l

Se i0=V0=0

i(t) = % e *'senh B t
b) Oscilatorio ip=vp=10

o _ E —ot

i(t) = Lou e sen (Wqt)

¢) Amortecimento critico iy = vy = 0
i(t) = L te *f
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= __Gll:_c lIlrt __._Ii’_L C —

Resposta ao Degrau

1-| f(t) =1 + A" + A,e™

superamortecimento

2—-|f®)=f,+Bne *'cos (ogt+y)e *
ou
f(t)=1,+ (B;cos wgt+ B, sen wgt) e *'

oscilatorio

amortecimento critico

f(t) —» tensao ou corrente
f, — valor final da resposta desejada
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\ Crrcurto RLC

Resposta ao Degrau
Resposta Permanente
RLC Série
+ WW—TI00 . t—> o L curto
R L vc > E  C aberto
EH(t) C
Q R0 550
\% B g 0
RLC Paralelo
t > ©
B iC —> 0
HOQ RE L CF ) ixn0 voro
iL -1
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Crrcurto' REC ‘

Resposta ao Impulso

RLC série |

‘ _ \ Degrau de corrente no
0~ Voo ‘ indutor = /L

RLC paralelo |

‘ i(t) = Q&(t) \‘ Degrau de tensao no
capacitor = Q/C

t>0 — Comportamento livre
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CIRCUITO RLC SERIE

Excitacao Senoidal

R C

i ]
vYWW 11

. ; i(t)
E,=EZ6 O gL

Resposta Completa : Transitéria + Permanente

! !
depende das Fasores,
FCP Impedancias
. E . 1
Z(jo)= = =R+jol+ —
I JC

i (t)=Re (Ie)

it)=A, e" + A + m cos(wt + 6 — @)

Oscilatorios :

i(t)=Le ™ cos(w,t+6,) + \1\ cos(at + 6 — @)
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CIRCUITO RLC PARALELO

Excitacao Senoidal

is 1,0 i® %R %C gL) v(t)

Resposta Completa : Transitoria + Permanente

| !
depende das Fasores,
FCP Admitancias
. | . 1
Y(Jo)= = =G +joC + ——
V joL

v (1) =Re (Ve')
vit) = A, e + Ae™ + ‘\Af‘cos(a)t +6—9)

Oscilatorios :

v(t) = Ve cos(w,t +6,) + ‘\Af‘ cos(awt + 6 — @)
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Transitorio com excitacao senoidal

Oscilatorios :
v(t) = Ve cos(w, t+06) + ‘\7‘ cos(w t+ 6 —¢)

________________
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Circuito RLC

Transitorio com Excitacao Senoidal

O < 04

O =~ 04

(batimento)

O 2 04
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éncias

n

soma de 2 senoides de frequ

Periodo do Batimento

»
L

<
<«

2

W,

Senoide de frequéncia

Resultado:

@,

2

com Envoltoria: Senoide de frequéncia

W, —w,

de Batimento:

Frequéncia

Bloco 7
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[ Ressonancia |

1
jo C

Z(jo)=R + joL +

| Z| = \/R2+(mL—1/03C)2 ‘

¢ = arctg [ (oL - 1/oC)/R ] \

Para o = 0y = 1/\/LC

A

6=0 — I ¢ V em fase

Z. =R — impedancia puramente
resistiva

I

max —> Tresposta maxima permanente

E,
Z|
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" Outros Circuitos de 22 Ordem

I() Gp = : C::>V

i,

Circuito Livre:

(12LK: c% + Gyv +i, =0

2pK: LIL + Ry =v
dt
\

Equacao Resultante :
d’v , LG+R,C dv  RG, +1

F — ——— =
¢ T 1c _a _1c '
A\ 4 A\ 4 2
20 M
Condicoes iniciais :
dv -1 /.
V(tO):V0 ato :T(IL0+GPV0)|

IR
Resposta Permanente : v,(t) = ﬂ% R;
s p

Resposta Completa :
vit)=Ae" +A,e" +v (t)
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FOutres Circuitoside’20rdem I

R
I <> Cl \£! <:: ¢, =R
V1< 1

Circuito Livre:

dv V) — V
(1PLK: ¢ S - N2
T R,

PLK: C, V2 = Vi—-V2 _ Vs
\ dt Rl R2

v, 4 ogg AV @ vi = 0
ac dt v

FCP reais negativas !

Para ig(t) = I H(t) : resposta permanente:
Vpl(t) =1 Rz

Resposta completa :

Vl(t):Ale-alt + Aze-azt +Vp1(t)
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CIRCUITOS DE 2" ORDEM — TRATAMENTO
GENERALIZADO

(Prof. Flavio A. M. Cipparrone)

Equacgdo Diferencial Linear de Segunda Ordem
X"(t) + 20X (t) + @ x(t) = X, (t)

. 2 2
Equacdo caracteristica: S~ +2aS+ w, = 0

FCPs: |5, =—at \/az — @, (1)

Dois casos
L.osi#ss=>  X(t)= X"+ X,e* +x (1)
2. si=sy= X(t)= X" + X,te™ +x (1)

Solucao no caso de s; # s;:
X(1) = Xle"°‘1t + XzeSzt + Xp(t) 2)
X'(t)=s X,e" +58,X,e* +x (1) 3)

Ideia: Achar X, ¢ X, a partir das condi¢des iniciais
(em t= 0+)
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X, + X, +X,(0)=x(0)
5, X, +5,X, + X (0) =Xx(0)

(4)

Forma matricial:

1 1| X ~ X(0)—x,(0) 5
s, S, || X, | | X'(0)—x.(0)

Definindo:

|a X(0)—X (O)' ©

'b X'(0)—x; (0)|

Lembrando:

{a b}lz 1 {d —b} o
c d ad —bc|-c a

Resolvendo o sistema (5):

- T
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X, 1 s,a—Db
— (8)
X,| s,—s/|-sa+b

s, a—b oot —sa+b o
S. —S S, —S,

X(t) = X0 ©

2 1

Caso s reais (superamortecimento) = resolvido

Soluciao no caso complexo:

S1,2 complexos conjugados (subamortecimento)

Definindo:

_ 2 2
@, =\/a)0 -

Fica: S =—a+ Jo, S, =—a— Jo, (10)

Calculando X; e X, por (8) com os s;, dados por (10)

= X; ¢ X; sdo complexos conjugados.

Ainda: (€M) =€" ¢ (2,2,) =17z,

Resulta: Xleslt e Xzeszt sdao conjugados = (9) fica:

(D) - zRe{(‘“ - j”d)a‘b}e(‘“ "o )t}+ X (0

-2 ja,
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X(t) =Re {[a — (a_a + iji| e—at (cos oyt + jsena)dt)} + X, (1)
@y Wy

oa

X(t)=e™" {acos w,t+ ( + b] sena)dt} + X, (1) (11)

Wy Wy

Lembrando que senw,t=cos(w,t—90") e que podemos

somar duas cossenoides de mesma frequéncia
empregando fasores:

X(t) = Xe™ cos(w,t +y) + x (1) (12)

Pelo diagrama abaixo:

W

2
X =a*+ a_a+£
a)d a)d
aa b (13)
W= atan2[—(— +—],aj
a)d a)d
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Soluciao no caso de s;=s,:

amortecimento critico

X(t)= X, + X,te™™ +x_(t) (14)
X(t) = —aX e + X, e —aX,te™ + X, (t)
(15)
Impondo t=0,vem:
X, +X = X
1 + p (O) (O) (16)
—a X, + X, +X (0)=x'(0)
Portanto:
X, = x(0)—x,(0)=a
(17)

X,=X(0)-x (0)+aX, =b+aa

{ij:{bjaa}

X(t)=ae ™ +(b+caye ™ +x (t) (18)
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