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     Problema da Ponte de Königsberg  (1736)

    Topologia 

 Leonard Euler 
(1707-1783) 

Matemático suíço, 
produziu cerca de 900 
monografias em 
matemática, música, 
astronomia, mecânica, 
ótica, etc...Viveu muito 
tempo em São 
Petesburgo (Rússia), 
protegido pela czarina 
Catarina, a Grande. 
Perdeu um olho, e 
sofreu de cegueira 
crescente. 
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GRÁFICOS  
 
 
 

Número de nós = nt = 4 
Número de ramos = r = 6 
Ramos de árvore = 3 
Ramos de ligação = 3 
 
Número de árvores =  

nt
(nt-2) = 16
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DEFINIÇÕES DE SUBGRÁFICO 
 
 

 ÁRVORE (de gráfico conexo) : subgráfico 

conexo que contém todos os nós + conjunto 

de ramos suficiente para interligar os nós  

nenhum percurso fechado. 

 

 LAÇO : qualquer subgráfico conexo tal que 

2 e apenas 2 ramos incidem em cada nó; 2 

nós pertencem a cada ramo  trajetória 

fechada. 

 

 CORTE  (ou conjunto de corte) (de gráfico 

conexo) : conjunto de ramos tal que se 

todos são removidos, o gráfico fica dividido 

em 2 partes; se todos são removidos menos 

1, o gráfico se mantém conexo. 
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TEOREMA BÁSICO DAS ÁRVORES 
 
 

Gráfico Conexo:  nt  nós  e  r  ramos 
 
 
 Há um caminho único entre qualquer 

par de nós em uma árvore 

 
 n = nt – 1     Ramos de árvores 

 
ℓ = r – nt + 1  Ramos de ligação 
 

 cada ramo de ligação  um único laço 

fundamental 

 
ℓ  laços fundamentais 
 

 Cada ramo de árvore  um único 

corte fundamental 

 
n cortes fundamentais 
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GRÁFICOS DE KURATOVSKY 

 
(não planares) 

 
 
 

 
 

5 nós  
 
10 ramos 

 
 

6 nós  
 
9 ramos 
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     1a.  Lei :  Correntes   ( nós e cortes ) 

 Gustav Robert 
Kirchhoff (1824-

1887) 
 

Físico alemão, 
publicou seu trabalho 
sobre correntes e 
tensões elétricas em 
1847. Realizou 
pesquisas com Robert 
Bunsen, que 
resultaram na 
descoberta do césio e 
do rubídio.  

    2a.  Lei :  Tensões  ( laços e malhas ) 

  j tk
k

( ) 0

  v tk
k

( ) 0
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 – Aplicada a um nó: 
 
 
 
 
 
 
 – Aplicada a um corte: 
 
 
 
 
 
 
 
 

j1 
j2 

j3 
j4 

– j1 + j2 + j3 – j4 = 0 

 j1 – j2 – j3 = 0 

orientação do 
     corte  

j1  j2  j3 

n1  

n2  
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Simulação com o PSpice 

iD 

iR iC 

iD 

iR 

iC 
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             iC  +  iR  –  iD  =  0 

             iD  =  iC  +  iR 
 

iD 

iC iR

iD 

iC 

iR 

t 

t 
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    Aplicada  a  laços : 
 
 
 
 
        =   no  de  ramos  no  laço 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    v1 – v2  +  v3 – v4  +  v5 – v6  =  0 
 

  

 v ti

i 1

b g


 t

j1

v1
v2

v3
v4

v5

v6

j2

j3

j4

j5 

j6 
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Simulação com o PSpice 

eg 

vD 
vR 

eg 

vD 

vR 

  eg = vR + vD
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           Am cos ( t  +   )  = 
 

     

1

2
A e A e

R e A e

m
j t

m
* j t

m
j t

 



 



R
S|

T|

d i
 

 
 

  Valor instantâneo do sinal   
 

   Domínio  do  tempo   
 

   s(t)  =  Am cos ( t  +   ) 
 

  Fasor  associado  a sinal senoidal: 
 

      
S A e Am

j
m  
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     1a Lei K.:  
 
                               em cada nó 
 
 
     2a Lei K.: 
 
                               em um laço 
 

Exemplo:  Linha Trifásica 
 
      
   
 
 
 

  Jk

k

0
 

  Vk

k

0

v1(t) = Vm cos ( t – 90o ) 

v2(t) = Vm cos( t + 150o)

v3(t) = Vm cos ( t + 30o ) 

  V V V 01 2 3  

v2 

v1 v3
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 a sen t  + b cos t  =  c cos (t +  ) 

    =  c cos t cos   –  c sen t sen   
 

           a  =   – c sen   
 
          b  =   c cos  
             
 
 
 
 
 
 
 
 

c a b2 2 

 
F
HG
I
KJarc tg

a

b
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s(t) = A1 cos (t + 1) + A2 cos (t + 2) 

         + . . . . + An cos ( t + n ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Então: 
 
 
 
 

A A1 1 1 
 

A A2 2 2 
 

A An n n 
 

   S A A .. . . A1 2 n   
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      s(t) = s1(t) + s2(t) + . . . . sn(t) 

                si(t)  senoidais  
                        mesma frequência 
 
 
 
 
    
 

    Se    s(t)  =  s1(t) . s2(t) 
 
 
 

 

   S S S .. . . . . S1 2 n   
 

  S S . S1 2
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       Se: 
 s(t) = A1cos (t + 1) . A2cos (t + 2) 
 
 
 
 
 
 

   Então: 
 
 
 

   Lembrar que:  
 
 
 




A A

A A

1 1

2 2












  S A . A1 2

cosa .cosb
1

2
cos a b

1

2
cos a b   b g b g


