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Capitulo 1

Introducao a Fisica Atémica

O bom conhecimento das propriedades atémicas é de interesse fundamental
nos diversos campos da ciéncia, pejsfdtémos isolados ou agrupados na forma
de moléculas constituem a unidade bésica dos vérios sistcmas fisicos e sempre &

Ss A2 | 5 & < g .
Msmoéentendmento das propriedades macroscépicas de um

sistema, concentrando-se em suas propriedades microscépicas, O conhe cem eute
micrommdo , e Sempme v veguistte Lwpettaumie pose. o aee
A capacidade de mﬁ entidades macroscépicas eunrprrggnedades pre- €n
€ nheanaev " Candy gy £ y
vistas a partir do conhecimento de suas entidades fundamentais (microsc6pi- oA

cas) é que tem sido a forga motriz para o estudo do 4tomo e da mesma forma

justificand anciamento para egta. drea
U-SGLJV'CC‘%&O O_cfl /'V'V'\G:%J g—&u-e/\.ra_f rmaetre tar e velanes |
A fisica atdmica é a grande responsavel pelo aparecimento da

fisica moderna. As primeiras especulagdes com respeito 4 natureza atdmica
sao antigas. Jd a vdrios séculos antes de Cristo, filésofos como Empedodos,

Leucippus, Démocritos e Anoxogosos, imaginavam o universo constituido de
particulas invisiveis (dtomos) .... . Esta hipétese foi severamente combatida
por Aristételes que defendia a idéia do continuo. Devido ao prestigio de
Aristételes a idéia de matéria continua persistiu por muitos séculos.

A hipdtese atémica viria a renascer na idade moderna com Boyle, Clau-
sius, Maxwell e Boltzmann .... do sucesso da explicagoes das propriedades
de um gés por meio da chamada teoria cinética, onde assumiam o gis con-
stituido de moléculas idénticas que colidiam elasticamente entre si € com as
paredes do recepiente que as contém.

A descoberta do atémo através das leis das proporgoes em quimica e
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é CAPITULC 1. INTRODUCAO A FISICA ATOMICA
o estabelecimento do ndmero de Avogrado fortaleggu—q%OIISidera.vehnente a
hipétese atémica da matéria que foi definitivamente consagrada com os vérios
experimentos cldssicos que estabeleceram a carga do elétron e a relacao Z
para elétrons e prétons.

Como resultado geral do inicio deste século a natureza atémica da matéria
tinha definitivamente sido estabelecida e também j4 era relativamente bem
~conhecida a comw posicao badsica dos 4tomos. Sabia-se, através de experimen-
tos, que elétrons podiam ser removidos de &tomos neutros criando fons posi-
tivos e que dependendo do tipo de 4tomo, somente um determinado ndmero
de elétrons podia ser removido de cada um. Este nimero mostrou ser depen-
dente de cada espécie e denominado de nimero atémico Z. Estas informacoes
foram fundamentais para o estabelecimento da composicao basica dos &to-
mos. A questdo que surgia nesta altura dizia respeito as dimensdes e config-
uragoes do sistema atémico. Como as cargas e massa estariam distribuidas
nesta entidade? A resposta para esta questio foi obtida através de uma série
de experimentos realizados por E. Rutherford, onde particulas alfas (@) eram
espalhadas por chapas metélicas de vdrias espessuras. As particulas & nor-
malmente emitidas por fontes radioativas foram inicialmente estudadas por
Rutherford que determinou a relagao I verificando que tratava-se de dtomos
de hélio duplamente ionizados.

O experimento idealizado por Geigos, Marsden e Rutherford constituia
em observar a deflexdao de particulas « proveniente de um feixe colimado
quando espalhado por uma fina folha mets4lica (ouro de espessura ~ 10~ m)
cuidadosamente obtidas por eletrodeposiciao. O experimento est4 equemati-
camente mostrado na Fig.(1.1).

As medidas realizadas neste sisterma mostraram que:

- Para um angulo de espalhamento fixo, a quantidade de particulas espal-
hadas dentro de um &ngulo dQ) & proporcional & espessura da folha metélica;

- Para um determinado dngulo fixo, e lAmina met4lica, a quantidade de
particulas espalhadas em df) varia inversamente com K2 onde K, é a energia
cinética das particulas a;

- Para uma determinada energia e folha, o mimero de particulas espal-

hadas em d2 é proporcional a (sin(6/2))~*, onde @ & o Angulo de espalhamen-
to.
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Figura 1.1: Representagao esquematica da experiéncia de Rutherforc.

_ Para uma determinada energia e espessura 0 nimero de particulas es-
palhadas em d2 numa determinda direcao é proprocional a Z?, onde Z é o
ndmero atémico do elemento que constitui a folha.

Para explicar estas observacoes, Rutherford idealizou um modelo onde

desprezava us elétrons no atomo considerando excencialmente um nicleo pos-

itivo que através dos dados ele pdde determinar como tendo o tamanho de

o
cerca de 10.000 vezes menor do que?g gtomo. & b
O modelo de Rutherford permite estabelecer que o=imners de particulas

espalhadas entre 6 e 8 + df é dado por

N(@)d8 7 . _,sin(6)do
i, A SRR —_— 1.1
Iy BPtD sin"(%) L1

onde: t é a espessura da folha metélica, p € a densidade em ndmero, D = #—Zu";—;—‘—i
sendo z é o ntimero de cargas das particulas @ e Z o niimero atdémico do metal,. }l a Mo
Como 27 sin(0)d6 ~ dS2 os resultados coinsidem muito bem com o mod- TM1
elo, demostrando de forma conclusiva a distribuigao de massa e cargas nos .

atomos, dando origem ao chamado modelo nucleado. Neste o dtomo é

visto como um nicleo positivo massivo possuindo elétrons orbitando ao seu
-!Q).ULOS dulxo. ulo a A e dc‘.L -\-é“"‘"U!C"-\ Ae E'_r?-

M—al do ce=pV oo

deu origem ao primeiro modelo fm denominado de

modelo planetério, sobre o qual vamos brevemente discutir. Neste modelo,
o 4tomo é considerado como um rotor onde a particula negativa circula a

particula positiva.
Consideremos inicialmente o elétron numa trajetdria circular uniforme
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- ThA Vrd L

lauo-xy
contida num plano que inieialmente denominaremos de=g. Decompondo seu
movimento no plano, obtemos

T = acos(wt)
y = asin(wt). (1.2)

Neste caso, podemos olhar o sistema como sendo constituido de cargas

. oscilantes que irradiam energia a taxa de (Lewbrando o ve og«a;;
\vradtada € guola %E{aﬂd)%:«") 1 P

2e%a?wt

= 33 o8 (wt), (1.3)
9e242,4

B egi:sw sin’(wt), (1.4)

de modo que a energia total dissipada, sesé com oaba Aas C?”Ma{bﬁ’
o Al NS OLrARE O 39D CT e , Sy = -

2e2q2,4

P=F+F,= 33 _° e (L.5)
Apad,s o dz.f;;;aacﬂﬂ @ rneysss
o 2 - Pl - Rt 4
Vamos entao Imaginar um &atomo inicialmente com energia E, @uanto

tempo demoraria para’s colapso desitemo? \owuos estma, =ste @b
> eomsiderancs teda euwyiq g2 2

B .l (1.6)
ipada Mmatoma de n T
hezsone, B _pdp S 22, )
' dt ~mdt " rrdt 32 Y '
: Uma maneira @mais simples de resolver, é usando o fato de que a trajetdria &
e ewcila) oisewder, ou scja, este prdbomg .
D = mwr (1.8)
qud'a
© mw?r? €2
= — 9
E 2m i (D
De onde tiramos, multiplicando r
dFE 9 3dT  odr 2¢ 4+ 4
r— = M - — = —_——7 1,10
dt Ta T % 3 (L10)
cuja solugao fornece um r(t) que decai com o tempo M 7/01«;
r(t)=ge T, (1.11)

7&0«@_ o /—éﬂp mezfj f—@z/ﬂu wr /ﬂ)



omde=T"! = %% pode ser considerado como um possivel tempo de de-
caimento para o dtomo. Podemos comparar estd férmula com o resultado

;40 mais AR a2 mo e Mao)
2e2w?
o (1.12)

o L. == o i
gquantico mc3 fu:

quéntico q W Qoo Co

onde f;; é a chamada for¢a do oscilador (que é muito corgumente da ordem da
ry
unidade) observe que elas diferem por um fator 3/ Infelizmente o resultado
a 7 . )
as- aﬁgs'j(.fgsfgrva@% experimentals.

cldssico nao é veredadeiro devido
tante na visualizagao de

O modelo cldssico é no entanto bastante impor
ivaléncia em mecénica quéntica. O

exemplo acima serve para jlustrar este fato. No entanto vamos considerar

dezas cldssicas que terao importantes anédlogos quénticos. Uma

outras gran
destas grandezas € o momento magnético orbital. Podemos imaginar que
portanto, apresenta

um elétron em orbita constituf um anel de corrente que,
m momento magnético. Do eletromagnetismo sabemos que

vérios aspectos que encontraremos equ

associado a ele u

1
M=1IA ) (1.13)
mxp_]*,‘a:cm(ﬂ)? P Y -y p/aﬁygo,{-«z.
Poﬁanto,lz%:?:—-;‘—;‘: S A=mr?
[ = 2 € 2
LB LA 1.14
M 2(:” 2mcmr w (1.14)
como mriw = L é o momento angular temos
—a ) (1.15)
2me

que normalmente & acompanhado de notagao vetorial.
Imaginemos agora este 4tomo na presenga de um campo magnético B na
Neste caso, como resultado da presenga do

campo o momento magnético acima discutido precessara ao redor do campo
de um camo gravitacional).

(como o caso da precessao de um piao na presenca

direcao que chamaremos de z.

A Fig.(1.2) mostra esse efeito de maneira qualitativa. B precesoo okl of e
Esta precessao, exidenbengonse; é governada pela equagao Tormes d/};f"
% - MxB ;’:Z‘j s
% = gifc[‘ x B
d—d% = —-OxL (1.16)

ez fﬂgﬂ/ﬁﬂﬁa&é ﬁﬁf#@”‘zé L pet o
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Figura 1.2: Precessio do momento magnético na presenca de um campo magnéti-
co.

Caso L seja paralelo 4 B nao havers precessao. A frequéncia 2 = =B
€ normalmente denominada de frequéncia de Larmor. E evidente que a
presenca do campo magnético altera consideravelmente o estado do dtomo,
chegando mesmo, no nosso modelo, a produzir profundas modificacGes na
frequéncia da orbita do elétron e portanto alterando o estado energét:i&g’ c::‘l?c 5
dtomo. Esta alteragao e normalmente denominada de efeito Zeeman. Va-
mos primeiramente considerar o caso €m que o campo magnético externo é
paralelo a L. Na auséncia do campo a frequéncia do elétron é determinada
PoE 20
e? ’

‘."'_2 == mrwg, (ll‘l')

sendo evidente que wy determina a energia o #7 Z&
Na presenga do campo surge uma forga extra F' = £(v x B) que também
tem a diregao central. Assim, na presenga do campo

28
=+ —Twh = mrw?
T c

mrwl + —erwB = mrw?. (1.18)
¢
Nesta nova situagao
wz——E-Bw——wg:D (1.19)
me

ecomo =B = 20; temos

w2~2QLw—wg=0 (1.20)

-
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wtdtﬂ"‘e;zergia do 4tomo. O sinal £ represe

11

presenga do campo magnético altera consideravelmente a
nta as duas possibilidades de L ser
ma mais geral, o efeito Zeeman pode

Mostrando que a

paralelo ou antiparalelo & B. De um for

ser resolvido imaginando que o campo tem uma

Neske case, i . :
a L. A equacao geral para o movimento eletrénico sera

direcao qualquer com relacao

. e
r tuar = —-—m—c(v x B). (1.22)
z f do movimento o3 decompo

Assumindo a direcao de B = BZ, as equacd® de movimento ecompostas
em

T +wat + 2Q1 y =

@ -Hdgy -2 z =

z 4wiz = (1.23)

Jomacto o

A direcdo z nao & praticamente alterada pelo campo.

solugao
be™”, (1.24)

obtemos o sistema & oquafc.’

a(w? — w?) + 2iQwb

b(wd — w?) — 2iQwa = 0, (1.25)
que apresenta solucao diferente da solugao trivial para a e b quando
2 _ .2 19)
wi —w* 2w | 0, (1.26)

2

20w wh—w

L am (1.27)
Wo = QL -+ w% + Qi

Como ) << wp

wy = &){]FQL

wy = wo+2. (1.28)

= — - -

DN 7 ﬁ@:d@m}/c e L1537

o que

G
2.

-
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Figura 1.3: As Séries do Hidroggénio

A diferenca em frequéncia entre est

es dois estados de rotacao. que sim-
boliza dois estados energéticos, é

ergia dos estados do 4tomo com o
campo m ftico tem um pa muito importapte e mecénica quéntica, =
g = ;'%yna m‘é %Me cpir awgl
O étomo planetdrio & um im
justificar al pas propriedades fi
visao dos¥efeitos. E

claro que embora conceitualmente correto, este modelo

nao condiz com a realidade quéntica do 4tomo.

Ap6s uma tentativa de explicar as propriedades atoémicas através do mod-
elo cldssico, os cientistas langaram mao de novos conceitos. Assim no modelo
de Bohr, o momento angular passa a ter valores discretos [
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Apesar de boa concordancia, o modelo de Bohr nao era generalizado,
4tomo de hidrogénio. A busca para generalizar

explicando somente o
de Bohr é que culminaram com O

os conceitos bdsicos envolvidos no dtomo
o NG

aparecimento da mecéinica qu&nticavczrmo a conhecemos..

1.1 O Experimento de Stern-Geslach

Entre os vdrios experimentos histdricos realizados para aumentar o con-
hecimento da estrutura atémica, um dos mais importantes € o experimento
realizado por O. Stern e W. Gerlach em 1922, para medir o momento mag-

nético de dtomos. Os resultados geste experimento demonstraram mais uma
novd> 4 vA0 D LI <z

vez a necessidade mecinica quﬁ.ﬁtica para explicar ﬁgnén‘;mof atébmicas
Comegemos entendendo como que um &tomo apresenta dipolo magnético.
No modelo de Bohr o elétron orbita com momento angular L. Como vimos
a carga orbitando equivale a um dipolo de corrente (magnético) p = IdA,

__ ev
como I = £%, encontramos que

{ =3
= —— 1.30
p=—5—L (1.30)
onde usamos o fato que mur = L. Se utilizarmos aqui a regra de quantizacao
de Bohr, L = nh, obtemos
L :
H=—"HEp (E) (1.31)

onde pg = 2= & o magneton de Bohr (ug = 9.27 X 1072 J17)
De uma forma geral, quando o elétron possui um momento angular J, ele

também apresenta um momento magnético p
J
p=—gip (E) (1.32)

onde g éuma constante adimensional chamada de fator giromagnético. O
fator giromagnético igual a unidade corresponde a um momento magnético

excencialmente cldssico.
Na presenga de um campo 1} gnético @ dipolo magnético sofre uma in-
~ ée Ho 2
teragho W =—p-B, e portand 3 ¥0rga

F=—p-VB. (1.33)
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Figura 1.4: Representacio esquemitica do experimento de Stern e Gerlach.

Em 1924, Stern sugeriu que o momento magnético de 4tomos poderia ser
medido atrdves de deflexao de feixes atdmicos em campos inomogéneos. O
experimento foi realizado um ano apés sugerido por Stern e Geslach. Esque-
maticamente o experimento est4 mostrado na Fig.(1.4).

O primeiro experimento foi originalmente feito ;lj}'lizandase prata (Ag).
Um feixe atémico de prata convenientemente ‘aémpaéava entre os pdlos de
um mangeto que devido a sua geometria L= eggagim{ente inomogéneo.

ApGs passar pelo magneto o feixe é detectado através da metalizagao
de uma placa resfriada. A densidade do depésito formado é proporcional a
intensidade do feixe. A configuracio do mangeto é tal que a tinica variacio
importante & %‘ » produzindo excencialmente uma forca na diregao z.

O momento mangético dos dtomos que formam o feixe deverao estar
aleatoriamente distribuidos Wdiregﬁ.q. de modo que ao passar pelo campo
magnético teremos interagao de —u < p, < p que correspondem a todas as
possibilidades de orientacao. Isto fard com que a forca varie sobre os d4tomos
de modo que teremos ;3’1’110 ?321}21-  Esperanos umﬁdepdsito oontim;l‘o distribili—
do ao longo da placa/ sunetncaﬁnent;gg(‘)g} ES;]%:ID ao ponto de nao 'deﬂexa.?-
Surpreendentemente o resultado mostrou que os 4tomos nao estavam uni-
formemente distribuidos, mas para o caso do experimento com a prata o
depsito formado era constituido de duas linhas completamente separadas.

Resultados semelhantes foram obtidos com cobre, ouro, sédio, potdéssio
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1.1. O EXPERIMENTO DE STERN-GESLACH

e hidrogénio. Esta foi a primeira verificacao da quantizagdo do momento
angular. O momento magnético tem suas componentes ao longo de uma
determinada direcao quantizada em unidade de gufi, de modo que o momento

angular correspondente pode ter valores

L, = mh com m = 0,+1,£2,..... (1.34)

Os valores maximo que L, pode assumir depende excencialmente dos valores

do momento angular L = m&, sendo que L, pode variar de —£h até
£h.

O experimento de Stern- Geslach foi muito importante na evolucao da
mecanica quéntica. A explicagao para os resultados de Stern e Gedlach sur-

giram em 1925 quando Goudsmit e Uhlembeck mostraram que a abertura
presenca do campo magnético em

dos niveis quando o dtomo € colocado na

dois niveis distintos, surgia devido a existéncia de um momento magnético
orbital j& discutido. O momento magnético intrinsico K, pode tomar apenas
dois valores = |p,]). Nos podemos associar a este momento magnético um

momento angular intrinsico ou “gpin”, que denotaremaos por S,

p=—gskp (%) (1.35)

onde g, € o fator giromagnético de spin. Para este momento angular
semelhantemente ao niumero quantico £.

atribuimos um nimero quéntico s,
tem parte orbital e

Assim, como o momento magnético do elétron ...

parte de spin, temos
L + gsS
B=—Hp (———g"-) (1.36)

h

medidas de g utilizando hidrogénio revelaram gs ~ 2, ao contrério do or-

bital g, = 1. A descoberta do momento magnético intrinsico do elétron
foi de fundamental importéncia para O desenvolvimento da fisica. De um
modo geral, o spin das particulas elementares determinam grandemente seu

comportamento tipo bosons ou férmions.

As duas linhas de dtomos observados
eletrénicos pois a interagao com O campo é

no experimento de deflexao carac-

teriza os dois possiveis estados

mais fortemente atémico e o estado orbital como esperado é aleatdrio.
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Capitulo 2

‘Meétodos Aproximativos

Da mesma forma que em mecAnica cléssica, s20 poucos 05 problemas em

mecAnica quéntica que sao exatamente soliveis. De um modo geral, a maio-

ria dos cdlculos que podemos fazer em fisica atomica € molécular empregam

métodos aproximativos. Por métodos aproximativos entendemos o seguinte:
normalmente o problema a ser resolvido, embora nao apresente solucao exata
conhecida, representamos por um hamiltoniano que nao difere muito de um
cuja solugao € conhecida, e o método consiste exatamente em obter as cor-
regoes que devem ser feitas a fim de que as solugoes conhecidas representem

o melhor possfvel as solugoes para O problema em questao.
Dentre as varias maneiras para aproximarmos & solugao de um problema
nao exatamente solivel estao o conhecido método perturbativo, © método

variacional e uma combinacao deles. Vamos discutir brevemente estes méto-
dos que serdo extremamente Steis e nosso tratamento das propriedades dos

atomos.

2.1 Teoria de Perturbacao Independente do
Tempo

Iniciemos discutindo o caso onde a perturbagao introduzida no sistema
independe do tempo € portanto & chamada de teoria de perturbagao inde-

pendente do tempo ou teoria de perturbagao de Rayleigh-Schﬁrodinger

a qual corresponde a leves modificagoes nos autovalores e autovetores quando

17



18 CAPITULO 2. METODOS APROXIMATIVOS

uma perturbagao é introduzida no sistema.
Seja um sistema fisico representado pelo Hamiltoniano Hp, tendo como
solucéio o conjunto de autofuncdes {¥3} e o conjunto de autovetores {E®},

de modo que
Ho¥) = E090. (2.1)

Fagamos sobre este sistema uma pequena modificacio de modo que o novo
Hamiltoniano H difere do anterior por nma pequena quantidade AV,

H=Hy+ AV (2.2)

onde V' é qualquer potencial independente do tempo e A é um pardmetro
pequeno que assegura que H difere de Hy somente levemente.

Vamos chamar as autofuncdes de autovalores de H »{¥n} e {E,}. Assim
as equagoes que temos sao

HoU) = ESW° (2.3)

Hy, = E,%,, (24)
86 que conhecemos a solugao da primeira equagao mas nao da segunda. Quer-
emos, conhecendo Hy, {¥2} e {E°}, calcular {¥.} e {E,} sabendo que H

difere pouco de Hy e que como H depende do parimetro A, esperamos que
{¥7} também dependa de A, de modo que

lim (T} = {29} (2.5)
lim (£} = {E}. (2.6)

A certeza de que {¥,}, {E,} dependem de ) e que este & um paridmetro
pPequeno permite-nos expandir estas fungoes em poténcias de A. Usando os
limites j4 estabelecidos acima, podemos escrever as expansdes como

U, = TQ+AT® 4 2200 4 (2.7)
E. = E3+XED + NE® 4 (2.8)

As vérias fungoes ¥ e E? correspondem a correcoes introduzidas no sistema
€m vérias ordens, e que o conhecimento destas vérias fungdes proporcionam
um conhecimento aproximado de V,eFE,.
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Substituindo estas expansoes na equacao de

H‘]g"n- = Eq ¥, (2'9)

temos que

(Ho + AV) [20 + ATV + AP 4] =
[ES + AEDY + AZED 4 .. [E0 4+ AT + 2eP +..]. (210)

Podemos efetuar este produto e igualando as vérias ordens em A, tiramos

Hol? = EJ¥, (2.11)
Hou® + vl = Epwld) + BT, (2-12)
. Ho?® +ve) = EoU® + ENE® + EPT, (2.13)

utilizando as propriedades das auto-

- Este conjunto de equacoes permite,
vérias ordens de correcao

fungoes, determinar de uma forma sistemética as
nas autofungdes e nos autovalores.

Antes de resolvermos o sistema de equagdes é impotante separarmos
casos distinto que podem ocorrer: Sistema nao degenerado, onde cada
= autofuncao corresponde & um distinto autovetor; e Sistema degenerado,

onde podemos ter mais do que uma autofuncao para o mesmo autovalor.

dois

2.1.1 Sistema nao degenerado

Neste caso cada energia Ey apresenta uma dnica autofu

as autofuncoes de Hy constituem um conjunto completo, a funcao U9 pode

ser escrita como combinagao linear de {¥0}

¥ =S cllel. (2.14)

k

ncao P2. Como

\ =
Com isso, a Eq.(2.2) que representa a correcio de primeira ordem em A

transforma-se em

N . HY cRul+Vv¥ =Ep 3o e+ EST, (2.15)
k k
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e usando a Eq.(2.1)

D_BCHR+ VU =B Y D + EWYR. (2.16)
k k

Multiplicando est4 dltima equacao escalarmente por ¥2 e lembrando d
ortogonalidade das fungoes,

2 ERCH (W) w) + (92| v [90) = B0 S CY (wd] wl)
E k
+EM (W3] 7)), (2.17)

de modo que
EX = (02| v |wl). (2.18)
Isto significa que a primeira corregao na energia sera dada quando o potencial
introduzido preserva a autofuncao do sistema. Se o potencial alterar tanto
o estado de modo que este nio preserva nada do estado original do sistema,
estd correcao em primeira ordem é nula. Isto ocorre principalmente quando
O poténcial altera a paridade do estado.
A expressdo acima corresponde & corregao de primeira ordem na energia.
Para calcularmos a corregio na fungao, multiplica-se a Eq.( 2,4) por U2 (m +#
n) escalarmente, de modo que obtemos

ER.CL) + (0| V |20y = E°C®) (2.19)

ou
0 0
CSl = _____(‘Igglif g") : (2.20)
de modo que

TV ]932)

o0 = Y %l VIT) oo (2.21)
= B-E

No caso de m = n, mostra-se que CSx) = 0. Esta expressao mostra clara-

mente que a contribui¢do dos varios estados de H para a corre¢ao de primeira

ordem em H, depende excencialmente de quanto a presenca do potencial per-

turbativo faz um determinado estado ¥ se aproximar dos demais distintos
estados de H,.
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Assim, em primeira ordem de aproximagao
(2.22)

g, = ¥+
(2.23)

B = E2+AED.

Correcoes de ordem superior podem ser calculados da mesma forma como

por exemplo em segunda ordermn,

¥ = Z Ci % (2:24)

juntamente com corregdes de primeira
ordem j4 calculadas,

noy e+ v R

EP Z IV "p“) Sel¥ el g9 + P, (2.25)

ﬂ

‘I'“Vlllfj
( I [ )‘I,o E’”ZC;‘;?*I@

Portanto,

5 peolel+ vzf____ﬁ—( AVITD g9 — po 3 - ol

E$ Z ——————"n £ 0 4+ Emw" (2.26)

multiplicando escalarmente por 7?0 temos que

c® V}: (@3] Vl‘I’ ) (‘I"’IV e7) _ _ Eo°C®
k#n
(1)2 (Tl ‘I’?J (‘I’?JV |29 ) +ED. (2.27)
k#£n
Portanto

0| §©

(2} = Z ](‘I’ I v ), (228)
k#n Eq '

é a correcao de segunda ordem na energia.
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Assim, ainda vemos que a contribuicio de outros estados para um de-

terminado estado depende excencialmente de como o potencial mistura os
estados.

Se continuarmos utilizando as equagdes podermnos obter correcao de ordem

mais elevada como por exemplo,

E®) = (30| v — EW |40y — 25@ (49|40 (2.29)

2.1.2 Sistema degenerado

Tratando-se de sistema degenerado, o cdlculo é um pouco diferente porque
agora cada autovalor de Hy nao corresponde somente a4 uma fungao mais a
uma soma de autofungdes {¢#°}, assim

=) 'Co4, (2.30)

q
onde o vinculo na soma advém do fato que s6 estamos levando em conta as

autofuncdes ¢2 de H, que apresentem como autovalor E?. Da mesma for-
ma, as autofungdes {¢2} também formam um conjunto completo € portanto
expandem qualquer outra funcao. Assim,

P = Zcéi’m. (2.31)

onde esta soma nao hd vinculos, pois estamos considerando todas as possiveis
solugdes ¢y de todos os possiveis autovetores. Assim, substituindo o0 e wlV
na equagao para corregao de primeira ordem, Eq.(2.12), obtemos

Hod [ CL8+ V3 'Oy = E2Y CR+EDY 'Codl,  (2.32)
13 q g

e como Hpp? = E2%?. temos

3 OB 4 vz 0 0 = E"Z 4 4+ EQ Z 'CLa {238

k

Multiplicando escalarmente por ¢2 pertencente a {#3} com autovalor E2
(ER, = E?) encontramos,

Z Cot' ELbms + Z ‘Cra(em| V[89) = B2 CLl6mit
k
EM Z (2.34)
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COLES, + 3 C, (3] V [65) = ELCE + B ) Cuabma (2.35)
q q

ou seja,

308, (42| V [69) = ED D Cogbmay (2.36)
q q :

que corresponde & um sistema de equacdes que s apresentard solugao difer-

ente da trivial quando a equagao secular for satisfeita
(8] V [62) = EDbumal| = 0. (237

Isto & o determinante da matriz, cujos elementos correspondem 4 (% V |89y =

armq © tendo a diagonal principal subtrafda de E?, igual a zero fornece as cor-

recoes de primeira ordem para o sistema, ou seja, os autovalores da matriz

Hpn = (q&?nl |4 lq‘:ﬁ} fornecerao as corregoes de primeira ordem para a energia.
turbagao pode levantar totalmente a degenerescéncia de um
a perturbagdo pode modificar mais ou menos os

Assim a per
determinado estado, pois,
vérios estados. A interagao pode ser diferente com cada um dos estados,

embora no sistema original apresentavam a mesma energia.

29 Teoria de Perturbacao Dependente do Tem-

PO

Vamos agora considerar uma perturbacdo que varie com o tempo no que
chamamos de teoria de perturbacao dependente do tempo. Neste caso
o método é conhecido como método de Dirac da variagao das constantes.
Sendo agora a perturbacao dependente do tempo de forma que num deter-
minado instante, a perturbacao deforme ou modifique suficientemente um
estado fazendo com que agora este estado apresente comportamento de out-
ros estados, de modo que se a perturbagao diminui h4 considerédvel proba-
bilidade de que o sistema permanega num destes estados correspondentes, €

desta forma dizemos que a perturbagao produziu uma transi¢ao de estado no

sisterna.
Consideremos entao o Hamiltoniano

H = Hy + AH'(t), (2.38)
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onde o Hamiltoniano nao perturbado (Hp) é independente do tempo. Nova-
mente, Ho¥? = E90Y e {0} formam um conjunto completo.

A solugao geral da equacao de Schérodinger dependente do tempo

av,, .
th—" = H, Uy, (2.39)
é
Tp =Y  CPUe ERt/H, (2.40)
k

onde os coeficientes C? sao constantes com o tempo e representam a..proba-
bilidade dos vérios estados. Como {¥2} é um conjunto completo, a solugdo

para o sistema perturbado pode ser escrita como

i
1

ih%t—'lr =HE, =" - (2.41)
coImn
T =3 Cu(tyBRe B, (2.42)
k

onde vemos que a presenga da perturbacdo dependente do tempo altera os
coeficientes modificando a probabilidade do sistema estar em cada um dos
estados . Lembre-se que cada |Ci|® representa a probabilidade do sistema
ser encontrado em ¥2. E claro que estamos considerando que a perturbagao
comegou a-ocorrer em t = 0 de modo que os valores iniciais de C} correspon-
dem aos valores iniciais de C(t).

Substituindo ¥ na Eq.(2.38) temos

iﬁ-z Cr (£)W2e*BRH/™ Z Cy(t) EQWOe—iERU/M

- k
Y Cult) ERURe™BRYE Y " ACi(t) H' Wl B0/, (2.43)
£ &

Multiplicando escalarmente por ¥, e lembrando que (¥ ¥9) = 63z, obtemos

Co (6) = (7)™ D A (£)Ci(t)e ™, (2.44)
k

onde Hy, (t) = ()| H'(t) |¥?) e wp = gﬁgﬁ
A equacio acima represenfa o conjunto de equagoes para a evolugao de

cada coeficiente. A evolugao temporal de um determinado coeficiente é tao
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mais acentuada quanto maijor é a correcao que a perturbagao faz no referido
estado com os demais estados.

Se consideramos AH' pequeno, podemos expandir os coeficientes Ci(t)
em poténcias de A (semelhantemente ao que ja fizemos anteriormente), de

modo que
Ciult) = 2+ X3C0 ¢ 4 (2.45)

e substitutindo estd expansao na equa¢ao acima igualando as mesmas potén-

cias de A, temos

-0

Ch (t) = 0,

P = Y Ha)e ey,
k

““’ ) = (h)" ZH’ ()" s=0,1,2... (2.46)

Assim, o sistema de equacoes original foi decomposto podendo agora ser
integrado sucessivamente permitindo cdlculos até a ordem desejada.
Vamos considerar que em t = 0 o sistema esteja inicialmente num estado

¥ de modo que

C? = bxa. (2.47)
com isto, a segunda equacgao do sistema anterior fica
S (@) = (ir) H (e, (2.48)
ou seja,
c® (@) = (im)™? f H (¢ )e”"dt, (2.49)

: : (1
onde a constante de integragao tg foi escolhida de modo que Ci ) (t) € nulo em
t = tg, porque neste instante assumimos que estamos ligando a perturbagao.
Assim, em primeira ordem, a probabilidade que a perturbagao faca o

sistema sofrer uma transicao a — b é dada por
2
Fult) = [¢0)| - (2.50)

A teoria de perturbacao dependente do tempo € fundamental para o trata-

mento da interacao da radiacao com matéria.
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2.3 Método Variacional

Um método aproximativo bastante utilizado em mecénica quéntica é o
chamado método variacional, que normalmente € bastante 1itil na obtencao

de estados ligados de hamiltonianos independentes do tempo.
Vamos chamar E, os autovalores de um determinado Hamiltoniano H.

Seja ® uma funcao arbitdria, normalizdvel, e chamemos

(@| H |) S

o
Bl®) = a1 )

um funcional, isto &, a energia terd um valor para cada fungao .
Da expressao acima, fica claro que se @ = ¥y, que sao autofuncoes de H,
E[®] corresponderd ao espectro de autovalores de H. Se & diferir de ¥,, por

uma quantidade infinitesimal
®=9,+ 62, (2.52)
esperamos entdo que a variagdo em primeira ordem em E[®] seja nula
SE[®] = 0. (2.53)

Do funcional anterior

(® + 60| H |® + 6%)
(@ + 6®| @ + 6@) (2:54) -

E+6E =

de modo que

(E + 6E) {(®] ®) + (62| ®) + (2] 6®)} =
(2| H|2) + (2| H |62) + (62| H |®), (2.59)

SE (@] @) + E (63| @) + E (3| 6@) = (®| H |69) + (60| H |®). (2.56)
Para 6E = 0 (veja Fig.(2.1))
(P|H — E|®) + (2| H — E[69) =0. (2.57)
Est4 equacio é constantemente equivalente a

(H — E[®])® =0, (2.58)
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E

Figura 2.1: 0 ponto extremo do funcional 6 ' = 0 produz exatamente os autoes-
tados do Hamiltoniano H.

j4 que H — E[®) é hermitiano. A equagao acima é exatamente a equagao
de Schérodinger, mostrando que a Eq.(2.53) produz exatamente os autoesta- “
dos do Hamiltoniano. Assim, as autofungdes de H produzem solugoes esta-
cion4rias para o funcional. Um outro resultado importante pode ser obtido

Se escrevermos

&= antn, (2.59)
de modo que o funcional fica
s lanf® E
E[®] = &2 ———. (2.60)
En. Iaﬂlz

Subtraindo da equacao acima Ey, que é o autovalor mais baixo de H, temos

que .

= E"']“g {If:i; ) (2.61)

E[@] — Eo

e como por definicao E > FEj, temos

E[®] — Eo >0 (2.62)
ou
E[3] > Eo, (2.63)

mostrando que o funcional em questao constitui um limite superior para o
estado de mais baixa energia de H. Est4 & a escéncia do método variacional
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S S U 4 -

de Rayleigh-Ritz que constitui no célculo de E[®] usando uma fungio
tentativa ® que depende de um certo niimero de parametros varidveis, apss
o que E[®] é minimizado com relagao & tais pardmetros, obtendo assim a
melhor apraximagao para Ey.

O método variacional pode também ser utilizado para fornecer as energias
dos estados de energia mais altas, bastando que comecemos como uma funcao
que garantidamente € ortogonal com todas as autofuncées correspondentes
4 energia inferior & energia considerada. De fato, seja @ ortogonal a ¥,
(r=0,1,2,3,...,7). Como (¥,]®) =0, a expansao de ¢ na base {U,}, s6

apresentard termos acima de n = 1 + 1, ou seja,

2
E[®] = 2 n=is1 [an]" En

, (2.64)
Zn=i+1 ‘anfz
de modo que subtraindo E;, mostramos facilmente que neste caso
E[®]) > E;. (2.65)

Assim, por exemplo, “vendo” & a melhor funcgio para o estado fundamental
cuja autofuncdo é ¥, a funcao

D =& — Wy (Ty| B) (2.66)

é ortogonal a ¥ e portanto pode ser utilizada como “chute” no calculo de
El -



Capitulo 3
Atomos de um elétron

Ao iniciarmos nossos estudos de estruturas atémicas, o 4tomo mais sim-
ples que podemos imaginar é aquele constituido de apenas um elétrons e um
niicleo positivo. Vamos aqui considerar todos aspectos deste sistema.

3.1 Aspectos Gerais

Consideremos um 4tomo hidrogenéide contendo um miicleo de carga +Ze.

O Hamiltoniano do sistema ja descontando o movimento do centro de massa

¢é dado por H= " %\
p  Zé
H = AR (3.1)

onde, p = “’:‘4_*;{ & a massa reduzida. Com este Hamiltoniano a equagao de

Schradinger € da forma
ﬁ? 2
(~—v2 = ZTB) &(r) = E¥(r). (3.2)

Se considerarmos a solugao desta equacao em termos de coordenadas esféri-

cas, separamos a solucao em duas partes,
‘I‘E,E,m(f‘.: 9! 59) = RE,Z(T)K,I“(G‘J WJ‘ (33)

Ao fazermos esta separacao a equagao radial obtida apresenta a forma con-
vencional, com um potencial efetivo,
Ze? L+ 1)h?
g BETDE (34)
5 2pr?

Vers =—

29
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que esta graficamente mostrado na Fig.(3.1).
Na presenca deste potencial os elétrons podem ter energias positivas ou
negativas. No caso de E > 0 temos o caso de espalhamento de um elétrons por
um fon e este problema serd tratado mais adiante. Para o caso E' < 0 temos
os chamados estados ligados que sao os estados discretos do Hamiltoniano.
Séo estes estados que serdo alvo de nossos estudos nesta parte.

Comecemos considerando o potencial efetivo analisado anteriormente. A
pergunta que fazemos é se sempre este potencial apresenta estados ligados?
A resposta é sim, pois, para qualquer £ # 0 existem r tal que Veff =0,
(E+ 1)n? — .. €€+ 1)An?

2ur 2uze? ’
€ como para T — 00, hm Vers = 0, hd sempre um poco que possibilita a
formacao de estados hgad,os

A equacao de Scrodinger discutida anteriormente pode ser resolvida. A
equacao radial tem a forma,

{ " [1 d (r d) e+ 1):‘7:2} B Z:_?Q}REJ(?‘) e B

Ze® = (3.5)

com a mudanga ug,(r) = rRg,(r), a equagao toma uma forma mais simples,
d?ug,(r 2
di;( ) ;; [E — Versluga(r) =0, (3.7)

com as condigbes de contorno que ug,;(0) =0 e ug,(c0) = 0. Esta equagao
pode ser convenientemente resolvida através da solucao assintética e de-

pois por séries de poténcias. Assim, com a transformagao de varidveis p =
1/2
( )1/2 reld=Zuo ( ) com @ = i = — = chamado de constante de

estrutura. fina, a equagao rad:a.l fica,

d>  ff+1) X 1 2
[@ - (—pr“l " ZJ uge(p) =0, (3-8)

tendo como solugao no limite de p — o0,
ug(p) ~ e~ (3-9)

Portanto a solucao geral é da forma

ug(p) = e *?p*t! Z Crp", (3.10)

k=0
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V(.0
{a.u)

1

0.8+

0.6

0.4

i
50 6.0 7.0 r(a.u.

=

Figura 3.1: O potencial efetivo Vess(r) dado pela Eq.(3.4), par o caso Z=1e
— m e valores de £ = 0,1,2. Unidades atémicas sao usadas, tal que Vers(r)

é expresso em unidades €?/(47€0a0) € T em unidades de ag, onde ag € o raio de

Bohr. [Fonte: B.H. Bransden and C.J. Joachain em Physics of Atoms and Molecules
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onde j4 estamos considerando a solugao expandida em séries de poténcia. Ao
considerarmos esta solucao para a Eq.(3.8), obtemos para os coeficientes Cy.
uma relagao de recorréncia dada por,

_ k+€+1-x
(k4 1)(k+20+2)

Ck-{-! Ck (S'IIJ
Como, pela solucao assintética (3.9), z — 0 para p — 0o é necessdrio que a
série em p nao seja infinita mas termine para & = n, finito. Isto equivale &
fazermos C,_,; = 0, ou seja,

n,+€+1=A (3.12)

Se denominarmos n,+£+41 = n, que sera chamado niimero quéntico principal,
tiramos que as possiveis energias do sistema sao,
1 2(Za)? 1222

Embora os valores das energias apresentam uma dependéncia com a veloci-
dade da luz, o fator « (o: = %) cancela esta dependéncia, como esperado,
J& que os valores acima foram obtidos de uma equacao essencialmente nao
relativistica.

E interessante notar que ao contrério de poténcias de curto alcance que em
geral apresentam um niimero finito de estados ligados, o potencial coulorn-
biano apresenta um espectro imfinito de estados que origina essencialmente
de uma lenta variagio do potencia i medida que r cresce.

A dependéncia da energia com o numéro quéntico principal n demostra
uma degenerescéncia de cada nivel com respeito aos niimeros quinticos or-
bital (£) e magnético (m). Para cada valor de n, ¢ pode assumir valores de
0,1,...,(n — 1) e para cada valor de ¢ teremos (2€ + 1) possiveis valores de
m, de modo que a degenerescéncia total de cada estado é exatamente,

— n(n — 1)
D (26+1) =———n=nl (3.14)
=0

A degenerescéncia em m é consequéncia da 1sotropia do potencial central
enquanto a degenerescéncia em ¢ & peculiaridade do potencial de Coulomb.
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n? quéantico | Notagdo ‘ Uoim(r, 6, )
n ¢ m
100 1s 71=( )m(
200 | 2 ”w(m) (- )R
2 1 0 2po 7=(-—Z-)2 ( ) (2°u)ac058
2 F =l 2P :F,g Vo )/; (z") ( 2a5) sin fe(F*P)

3 2a =
3 0 0 3s 75;(( )2{2 ((1F2_Zr+ 2;7%() )
310 3o —6— 1 3“0 cosf
3 1 =E1 3p+1 :[:—77;(()3;23/(2 (_ )) ((z.-))( aac) sin fe*)
3 20 3do e Zr %0/ (3cos®f — 1)
3 2 =1 3d; :!:-—17;( )3),2 (z* 1) %6)5111800598{*"“’)
3 2 42 | 3ds llos [ )3“ (28) (-55) gin? 9229

Tabela 3.1: Note que a depend@ncia exponencial diminui gradativamente A medida
que aumenta O mimero quéntico principal, denotando que para maiores nimeros

quénticos pnncnpa.ls, a fucdo de onda estende-se para maiores valores radiais.

Na notagéo espectroscopia cada estado recebe uma letra dependendo do valor
del:s5(£=0),p(¢=1),d(¢(=2), .-

Embora nao tenhamos discutido muito a parte angular da equagao de
Scradinger, ela tem como solugao os harmoénicos esféricos Yem (8, ¥)-

Ao computarmos as vérias solugoes poderfamos escrever as autofuncoes
dos primeiros estados como mostra a Tabela (5.4), onde estamos usando
ag = ‘%5 como sendo o raio da primeira orbita de Borh, ja substituindo a
massa do elétron pela massa reduzida.

Existem algumas observagoes que podemos fazer com respeito a estes
obitais. A densidade de probabilidade llIfﬂgml é sempre independente do

angulo azimutal e portanto do nimero quéntico magnético m.

Os estados £ = 0 sjo os dnicos que apresentam funcao de onda diferente



34 CAPITULO 3. ATOMOS DE UM ELETRON

de zero na origem. De fato,
73

wajnd’

I'I’noolf:ﬂ - (3.15)
mostrando que & medida que n cresce este valor diminui, pois cada véz é
menos a aproximagao com o nicleo. Além disto, podemos observar que
%ﬂ L-—,-o # 0, que advém do valor infinito do potencial na origem para £ = 0.

Para ¢ # 0 a fungao de onda é proporcional a r (para r pequeno). Isto faz
com que a fungao de onda mantenha-se pequena préxima da regiao nuclear,
fato que € uma consequéncia direta da barreira centrifuga ( %}ﬁi) presente

no caso de € % 0. A barreira centrifuga jd foi discutida anteriormente, e
advém essencialmente da conservagao do momento angular. Dois orbitais
com mesmo numero quintico principal, aqueles com menor € apresentam
maior amplitude nas proximidades do nicleo e isto serd refletido de maneira

marcante ao tratarmos a interagao spin nuclear-spin eletrénico. Assim como

veremos mais adiante os estados s apresentarao uma interagao de estados

hiperfinos muito mais intensa que o estado p, etc... .

Devido as propriedades dos polinémios associados de Legendre, a chama-
da distribuicao radial,

D,(r)dr = r2 |R,(r)|* dr, (3.16)

que d4 a probabilidade do elétron ser encontrado entre a distdncia r e 1+ dr,
independtente da diregio, apresentard (n — £) méximos. Quando ¢ torna
seu valor méximo (n — 1) h4 somente um médximo na distribuicao radial que

€Dy 5 2 -
=2-1 = (), resultando em r = "2, que coincide com as

pode ser obtida de
orbitas de Bohr.

Uma propriedade interessante dos estados hidrogendides é a chamada
paridade. Por operacao de paridade entendemos a troca © — — 7 ou
(r,6,9) — (r,m— @, + m). Desta forma, aplicando o operador na fungio de
onda ¥g . ,,. dada pela Fq.(3.3), temos,

m[RE,f(r)}’!,m(Br {10)] = RE,E (T) jfl,l‘ﬂ.(?r s 91 p + ;rr) (3 }'?)
Da defini¢do de Harménicos Esféricos,

Yom(b.0) = (-1)"Y_.(6.9).
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20 + 1)(€ — 1)1]Y/2 : :
Veulo,) = (-7 [EEEE T prosoem, mxas

mostra-se que,

Yom(m — 8,0+ 7) = (—1)*Yorm(8,9). (3.19)
Assim Y, ,, tem a periodicidade de £. Entao,
PB[Re,(7)Yim (0, 0)] = Rpa(r)(—1)Yem(8,9), (3.20)

ou seja, esta operagao deixa inalterada a parte radial da fungao de onda,
enquanto que a parte angular & multiplicada por (—1)°. Assim dizemos que
a paridade da fungdo de onda é par se £ é par e fmpar se £ é fmpar.

3.2 Valores Médios e o Teorema do Virial

Utilizando as fungdes hidrogendides que discutimos anteriormente, pode-

mos calcular o valor médio de virios operadores, como 1, r2, etc... . Assim

(@) im = (ndm/| g [nlm). (3.21)

Para um autoestado geral do d4tomo de hidrogénio encontramos que,

n? 1 e6+1)]11 ;
(r}nlm - 0.07 {1 + § [1 Tt nz ] } = (3‘22)
Este valor normalmente é interpretado como sendo o ‘ta;r:m-;.nho do 4tomo’
demonstra ser inversamente proporcional & Z e diretamente proporcional a
n?, mostrando o desvio introduzido em estados com momento angular nao

nulo. Os vérios valores médios que apresentarao interesse para nds estao

calculados abaixo,

o). = a2 g_: {1 " g [1 N E(ﬁ:z_)‘_%]} (3.23)

n® 27 1 /35 10
(r"f)nlm = aﬁég {1 +3 [1 ——3 (f - —g—(£+ Z)(¢— 1)) +

bomg(E+ Z)(E+ 1)~ 1)] } , (3.24)
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1 o B
<;>nfm "~ agn?’ (3.25)
1 Z

r? - 172)" 3.26
<"2 > wm  Gon(€+1/2) (3.26)

1 Z
r3 - : 3.27
<1‘3 >n£m G-gnzf(f +1/2)(¢+1) ( )

Um valor médio interessante é a energia poténcial média sentida pelo

estado. Assim,

2 r
(If)ntm = —Zé’ <_'l]£> = hi;{: (328}
ou seja,
(V)otm = 2E,. (3.29)

Deste resultado podemos tirar que a energia cinética média &,

T in =B~ Vi (3.30)
Portanto,
(T>ﬂ£m = _Eﬂ’
2T) = — (V). (3.31)

‘Este resultado € um caso especial de um resultado mais geral denominado
de teorema do virial e que discutiremos brevemente i seguir.
Seja H o Hamiltoniano de um sistema mais geral que tem como solucao

independente do tempo . Assim,
iR ] Alg) = (] [A H] ). (3.32)

Para um estado estaciondrio ¥, = 1, e *#t/" ¢ sendo A um operador inde-

pendente do tempo, temos
(Un] A|Wn) = (8] A1), (3.33)
e como A é independente do tempo, concluimos que,

(ol [A, H] 3, = 0. (3.34)
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Se H representarmos o Hamiltoniano de uma particula de massa p num

potencial V(7),
H=T4+YV, (3.35)

e escolhendo A = 7.7, temos para o comutador da Eq(3.34) -

[r.p, H] = 2iAT — ik(r.V'V). (3-36)

Calculando o valor médio, obtemos a relagao
2(T) = (r.VV), (3.37)

que é conhecido como teorema do virial. Para o caso de um potencial

central com V(r) ~ r°, encontramos que,
2UT) = s (V), (3.38)

onde, por exemplo, s = 2 representa o oscilador harménico, s = —1 o caso

Coulombiano, etc... .

3.3 Sistemas Hidrogenéides Especiais

Dos resultados que obtivemos para o 4tomo hidrogendide, podemos definir
a energia de ionizagao I como sendo a quantidade de energia necessdria para
remover o elétron quando no estado fundamental,
2 72
= 1Enil = 2, (3.39)
da mesma forma, definimos a extensao da funcao de onda a = %, como sendo
o valor médio da posicao para o estado n =1 (. £=0).
Este modelo que temos usado, um niicleo de massa M e carga Ze e um

elétron de massa m (= je) e carga —e, representa vérios 4tomos de

interesse como Het(Z = 2), Li**(Z = 3), Be*3(Z = 4), etc... . Um outro
exemplo importante sao os isétopos do hidrogénio (deutério e tritio). Nestes
a variacao da massa nuclear altera consideravelmente p, que reflete
sa pequenos desvios nos valores de I,

casos,
na variacao de agp = ;‘ﬁ;g e portanto cau
e de a denominado de desvios isotépicos (O espectro da linha é também

consideravelmente alterado como veremos mais adiante).
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Os exemplos que citamos acima embora sejam exemplos mais ...... nao
sao os tnicos; os resultados acima podem também ser aplicados para alguns

sistemas mais exdticos.

3.4 Positronium e Mudnium

O positrénium (e*e™) & wa sistema hidrogendide constituido de um posi-
ton (e*) que é a antiparticula do elétron e um elétron (¢~). O mudnico &
semelhante ao pésitron s6 que ao invéz do pésitron hd um muén p* (u*e™)
cuja massa é M,; = 207m. Ambos sistemas sdo instdveis, o mudnico tem
uma vida média de 2.2 x 10~%s, que é da ordem do tempo de vida da particula
u* que decai, enquanto no positrénio, o tempo de vida é determinado para
aniquilacao elétron-pésitron dando origem a radiacio eletromagnética.

Tanto pésitron como muén apresentam bastante interesse cientifico por
serem constituidos basicamente de léptons (particulas que néo sdo afetadas
por interagoes fortes) e portanto sistemas convenientes para estudo da eletro-
di n&mica-quéntica.

Em 1947 J. A. Wheeler propos que outras particulas negativas seriam in-
teressantes na formagao de estado ligados. Estas particulas negativas poderi-
am ser léptons (como mudn negativos 12~) ou hadréns (que oposto aos léptons
sao bastante afetados pelas interagdes fortes). Os 4tomos formadgs por estas
particulas sio normalmente denominados de ‘4tomos ex6ticos’.

Como primeiro exemplo consideremos o sistema préton-muén (p — ™).
Sendo o muén um ‘elétrons pesado’ (207m) a sna massa reduzida com re-
lagAo a massa do proton & cerca de 186 vézes a massa do elétron e portanto
este d4tomo tem um raio menos e uma energia de ionizagao maior. Os es-
tados eletrénicos apresentam energias multiplicadas por 186 e portanto as
transi¢Ges entre os estados de mais baixa energia estao localizados na regiao

de raio-X.

As vézes, a particula p~ é capturada por um campo Coulombiano de
carga Ze, e neste caso o tamanho do sistema ligado assume o valor a = e
enquanto que a energia de ionizagao tem seu valor multiplicado por 20722
No caso de chumbo muénico (Z = 82) teriamos I, = 19 Mev, a = 3 x

107"*m ~ 3 Fermi, este valor de a é menor do que o raio do micleo do
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chumbo R ~ 6.7 Fermi, o que mostra que as expressdes que derivamos
anteriormente nao sao validas para este caso. Uma situacao mais realista €
aquela onde teriamos que levar em conta o volume do niicleo e nao tratarmos

seus constituintes como particulas (ver exercicio 2 da 2* lista).

3.4.1 Atomos Hadrdnicos

Em contraste com os léptons (tal como elétrons e, pésitron et e o mudn
p~e pt) que participam sormente em interacdes eletromagnéticas € interagoes
fracas os hadréns participam também em interagoes fortes (tipo nuclear).
Ha dois tipos de hadr6mns, os barions (como préton p, antipréton p, neu-
trons ., antineutrons 7, hiperons ) .=, ...) que apresentam spin semi-inteiro
comportando-se como férmions € 0s mésons (co
etc...) que tem spin inteiro. Todos hadréns com carga negativa podem for-
mar &tomos hadrénicos de sistemas do ‘tipo hidrogenéide’. Esses sistemas
contém um nicleo e um hiperén negativo e sao conhecidos como &tomos
hiperdnicos. Todos esses 4tomos sao inst4veis e devido ao fato de possuirem
um tempo de vida suficientemente longo algumas de suas linhas espectrais
tem sido atualmente observadas.

Uma vez que os hadrons interagem fortemente com o nicleo, a teoria
desenvolvida para os sistemas hidrogendides (em que consiste somente da
interacdo Coulombiana) nao pode ser diretamente aplicada. desta forma os
valores mostrados na Tabela (3.4.1) dao somente uma estimativa do “raio” e
do potencial de ionizagao dos dtomos hadrénicos (pr~), (pE7), (PP) € (PE~ ).
Na Tabela (3.4.1) resumimos as principais caracteristicas de alguns idtomos

mo mésons m, méson K,

exdticos.

3.4.2 Atomos de Rydberg

Quando 4tomos encontram-se num estado cujo mimero quintico principal
é bastante elevado (o dtomo esté altamente excitado) costumamos dizer que
temos um alto estado de Rydberg ou mais precisamente um ‘dtomos de Ryd-
berg’. Os dtomos de Rydberg apresentam propriedades bastante interessante
devido ao fato de como as caracteristicas do dtomo escalam com n. Algum

destas caracteristicas estao reunidas na Tabela(3.4.2) para n = 1 e n = 100.
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[ Sistema | massa reduzida | Raio “a” &
pe” e~ 1 ~ag=1 | = ~05|
ee” 0.5 2 0.25
pte” 2~ 1 1 0.5
pu ~ 186 54x10°%| 03
| pr ~ 238 42x10°| 119
l PK™ ~ 633 1.6 x 1073 317
pp ~ 018 1.1 x 10~8 459
pE- ~1029 |97 x10%] 515

Tabela 3.2: Principais caracterfstica de alguns dos dtomos exéticos.

Uma das caracteristicas mais marcantes destes atomos & o seu tamanho.
Normalmente apresentando um tamanho de milhares de dngstrons, tamanho
este comparivel & bactérias e ontros microcorpos, cujam dimensdes tipicas jé
safram da escala atémica. Atomos altamente excitados apresentam o elétrons
fracamente ligado ao niicleo apresentando energia de ionizagao pequena, po-
dendo mesmo ser ionizado .por pequenas alteracoes no seu meio. Mesmo
através de colisoes é possivel transferir energia suficiente para ionizacéao.

Como nos 4tomos de Rydberg, os elétrons encontram-se muito afastado do
micleo, normalmente estes 4tomos podem ser vistos como um tinico elétrons
ligado & um micleo com carga unitéria, devido ao efeito de blindagem dos
demais elétrons nio excitados. Assim ao considerarmos Zerr ~ 1 estamos
tratando 4tomos de hidrogenio altamente excitados. Para um 4tomos de
hidrogénio real, o termo,

H

Bn=—=3, (3.40)

onde H & chamado Hartree ('H = '"7‘5—84 =272 eV), sao os niveis de energia
COmo VImos.

Para o caso de 4tomos de Rydberg ,

H

BT 5

(3.41)

onde &, é chamado defeito quéntico e advém do efeito dos elétrons nao
excitados nos niveis de energia .
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Grandeza | Escala com n n=1 n = 100
Raio a.,, da orbita de Bohr =~ n2ay ag ~ 0.53 ,?1 5300 A
Energia de ionizagio Io =T 13.6eV 1.36 meV’
Perfodo da érbita =~ n3Tp 1.5 x 107165 | 1.5 x 107 1%.

Tabela 3.3: Propriedades interessantes dos dtomos de Rydberg.

Os espagamentos entre os niveis de um dtomo de Rydberg dependem de

2 e serao dados por,

H 1 1
AE = -2 |[-— +-— ;

2 [ (n—6¢)2 (ﬂ+1—*63+1)2
AE —%E‘—;%*—‘) T (3.42)

Os 4tomos de Rydberg apresentam propriedades interessantes quando na

presenca de campos elétricos, como veremos adiante.

3.5 O Tamanho Finito do Niicleo

Até agora consideramos o micleo pontual, apesar de levarmos em conta
sua massa. O tamanho finito do nicleo introduz uma pequena corregao nos

niveis de energia.
Consideremos a carga nuclear como estando uniformemente distribuida

numa esfera de raio R. Calculando o potencial 4 uma distancia r do centro,
encontramos,

Vir)—V(R) = e f Edr =222 [ i
R

R
Vir) = 225—?3,(:-2 — R?) + V(R) (V(R) = —%‘f—) (3.43)

Assim, o potencial para o caso de considerarmos o tamanho do nicleo, sofre

um leve desvio do caso coulombiano,

B8 (5. = <r €
V(r):{ 2R (3 R~) Sk (3.44)

3 r>R
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s i

Se considerarmos a diferenciacio deste potencial do caso coulombiano
como sendo uma. perturbagao, podemos subtrair de V(r) acima o termo ‘ZE
e obtermos a parte perturbativa. Assim, se dissermos que,

Z 2
V(r) = ——ri + V(). (3.45)

obtemos para V'(r),

3382 Ze’r 2 D < < R
V(r) ={ + 5RO d (3.46)

0 r>R

e V'(r) &€ quanto V(r) desvia do caso coulombinano j4 resolvido.
Utilizando teoria de perturbacéo calculamos a coITe¢ao em primeira or-
dem na energia do estado fundamental,

AED = (1100] V'(r) [th100) ,
R
AEI(U o= /".Q&';mV’(r)wlmdﬂr,

4 Z4e®
AED _ 2 <& (3.47)
d 10 a?
Como R ~ {, obtemos,
(1)
—Af}— ~ 1078, - (3.48)
i §

que é uma correcao muito pequena na energia. Devido a apresentar o menor
(r), estando consequentemente mais préximo do micleo, o estado fundamen-
tal (100) é o mais afetado pelo tamanho do nicleo. Estando os demais esta-

dos mais estados afastados, terao correcoes ainda menores em seus estados
energéticos.

3.6 Estrutura Mais Precisa dos Atomos de
Um Elétron

Ao resolvermos o Hamiltoniano nao relativistico dos 4tomos hidrogendides,

_ 76

T o2m

(3.49)
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onde o primeiro termo representa a energia cinética dos 4tomos no centrode

massa e o segundo termos a interagao eletromagnética (Coulomb) entre o
elétrons € o micleo, enconframos uma estrutura de niveis que em termos
grosseiros concordam muito bem com os aspectos g:cperimentais. No entanto
quando medidas espectrais de alta resolugao sio realizadas, observamos os
vérios niveis de energia com finas variagdes que advém de efeitos fisicos nao

Hamiltoniano bésico, descrito acima. Estas pequenas cOITegoes

contidos no
surgem em sua grande parte devido ao fato de que os elétrons apresentam

massa e momentum relativisticos e, portanto, a energia acima nao descreve

fielmente sua energia.

Devido ao fato de que as corregoes finas dos 4tomos hidrogendides advém
de efeitos relativisticos, sua andlise depende essencialmente da anslise da
equacao de onda que satisfaz simultaneamente os requisitos da relatividade

antica. Esta é a chamada equagao de Dirac. Assim se

e da mecénica qu
obtemos para o dtomo hidrogenéide um

considerarmos a equagao de Dirac,

Hamiltoniano,
2 2 4 >
A e . 1 1dV p
“om  r ==L-8 Ze's 3.50
o 2m T 8m3c? i om2c2 T dr ok ImEc? e’s(r), ( )

que é mais completo que o Hamiltoniano inicial, onde os termos adicionais

tem claramente uma origem relativistica.

Embora, a obtencao desta correcao fina advenha corretamente da solugao
da equagao de Dirac, vamos obtéla aqui de uma forma levemente simplifica-
ceitos essenciais embutidos na teoria de Dirac.
ivistico para os elétrons inicial-
ativistica e dependente

da, embora usaremos 0s CON!
Ao introduzirmos o comportamento relat
mente & necessério considerarmos sua massa Como rel
da velocidade. Assiin, para um elétron com massa de repouso m e momentum
p, sua energia & corretamente dada por,
E? = p’&+mic,

E = mc/p*+m?c,
fn»C2

\)a% +1, (3.51)

que pode ser expandida (Vi+z=1+ L= 1%},

2 4

ORI T L
E = mc +2m H8m3c3+""’

E =

(3.52)
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mostrando que em adigéo ao termo de repouso mc? e ao termo nio relativis-
5 2 4 = o
tico f;, temos o termo &m3z que representa uma corre¢ao em primeira ordem

para a dependéncia da energia devido & variacao relativistica da massa do

elétron. Assim o termo,
4

R .
Hy, = B’ (3.53)

tem o significado acima descrito e em termos de ordem de grandeza,

H g _ P ~1(£)2
2 1)

= o 3.5
Ho~ Z ~ ama (5e)
Como jé dissemos que para dtomos hidrogendides,
E ~ %mw:zme2 ~ %mv?, (3.55)
temos que (%)2 ~ o2, de modo que
) i
— o= . 3.56
T 137) (i)

Assim a correcao que este termo relativistico introduz nos niveis de ener-
gia € da ordem de 0.01% e, portanto, o termo H; pode ser tratado como
perturbacao acs demais termos.

Um outro efeito que aparece como corregao ao termo coulombiano ad-
vém do fato que o elétron move-se com determinada velocidade num campo
eletrostdtico E do nidcleo. Utilizando a teoria da relatividade especial, no
referencial de repouso do elétron existe um campo magnético B. Para obter-
mos B’ utilizemos a transformacao do quadrivetor (¢, A) que nos permite
obter as equagoes de transformagGes dos campos,

E),, = Ey,
By, = By,
F, = 7B+ xB), (3.57)

v
Assim, o campo magnético visto pelo elétron é,

B = -—}-? x B, (3.58)
c
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em primeira ordem em £. Como o elétron possui um momento ragnético
intrinsico,
€g
=——8, 3
p=—7 (3.59)

onde S é o spin e g ~ 2 é o fator giromagnético do elétron, a energia de
interacao deste momento com B resulta num termo

e
— / —_— -
Hy=—p-B = m—-—QS (v x E). (3.60)
Consideremos v = -E—, E = —V ¢, onde ¢ & o potencial eletrostdtico, que no
caso é radial ()
e rdo(r
o= ——s8:pX - 1 61
¥ m"‘c"S P X ar 591
O termo p - r = —L corresponde ao momento angular orbital do elétron, de
modo que,
L A0 (58, (3.62)

2T mir dr
onde usamoss e¢(r) = V(r) como energia potencial.

Ao calcularmos H» acima assumimos como aproximacao que a trajetdria
do elétron & linear de modo que utilizamos as equagoes de transformadas
da relatividade especial para os campos. Na verdade, esta aproximagao nao
esta completamente correta, pois estando o elétron em 6rbita ao redor do
niicleo, o spin eletrénico precessiona no referencial do laboratério (precessao
de Tomas), uma anslise correta do problema introduz um fator 2 no denom-
inador de modo que a correta expressao para a interagao spin-6rbita €,

2= g ar LS (363)
que recebe o nome de interagao spin-6rbita por razdes Sbvias. Como V =

—£,LeSsaoda ordem de Fi,
2 ﬁz 2r2
€ L _¢ R (3.64)

de modo que,

5 r
Hy  wioef , B (3.65)
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Hzm et R i ’
2o =a’= (137) . (3.66)

de modo que a interagao spin-érbita introduz uma correcao de 0.01% nos
niveis de energia.

A interacao elétron-miicleo que temos considerado até agora é essencial-
mente local, isto é, a interacao no ponto r sentido pelo elétrons depende
esencialmente do campo naquele ponto do espago. No entanto, quando a
teoria relativistica é corretamente aplicada a interacao elétron-micleo torna-
se nao-local e o elétron é entao afetado por todos valores do campo nuclear
num dominio ao redor de r; o tamanho deste dominio é da ordemn do com-
primento de onda Compton (%) do elétron. Esta corregao foi introduzida
por Darwin através de uma substitui¢ao na equacao de Dirac que resolvia o
problema da normalizagao da funcao de onda.

Imaginemos que ao invés do potencial V(r), o potencial do elétron e dado
pela integral,
/.dar'f(ﬂ) V(' +r1), (3.67)

onde f(r’) é uma funcéo cuja integral € unitaria que depende somente de |r’|,
€ que assume valores significativos somente nas vizinhancas der, dentro de
um volume da ordem de (-&)3, centrado em r' = 0. Se considerarmos em
primeira aproximacao V (r) como sendo a variacio dentro deste volume, obte-
mos da expressao acima V(r). Vamos, no entanto, considerar uma expressao
V(r) ao redor de v’ =0,

V(e +r) 2 V() 41 - OV()|eg + %1-'2 TV (3.68)

Ao substituirmos na integral que representa a interacao elétron-nicleo,
/dsr’f(r’) V(t'+r) = V(r) /d3r’f(r') + vV(r)[;;zO/d%'r’f(r’)
1 : 3.0, r2 !
+§ A T i ) (3.69)

O primeiro termo produz V(r), o segundo & nulo devido a paridade de f(r’)
e o terceiro termo e o primeiro nao nulo produz a correcao de Darwin. Corao
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f(r') s6 é significativo entre r=0er ~ ﬁ, a dltima integral & da ordem
de (Eﬁa)z(que é o valor médio de I’ na regiao), de modo que o dltimo termo

2L e

Como 172 () = 4xé(r), obtemos,

é da ordem de,

H; = (Ze”)a(r) (3.71)

2 202
Esta correcao relativistica no Hamiltoniano é denominada de termo de

Darwin. Para estimarmos a ordem de grandeza de Hs, temos que considerar

()| H [¢) que resulta em,
233
(Hs) = 52— O, (3.72)

onde 1(0) é o valor da fungao de onda na origem. Desta forma somente
os estados s (£ = 0) € que serao afetados pela correcao de Darwin, pois,

como vimos, estes sao os 1inicos estados com funcgao de onda finita na origem

diferente de zero. Podemos verificar que,

o m3e®
@O =25 == (3.73)
de modo que,
. ®e®*m
() = 10 (3.74)
Assim, '
H;, mce* , [ 1 2
H  miar ¢ T 137) ; (3:22)

Mostranto que a corregao deste termo & também da ordem de aproximada-

mente 0.01% nas energias.
Esta corregoes relativisticas H,,H, e H3 em Hy, que apresentam a mesma

ordem de grandeza, levam & deslocamento dos niveis de energia dando origem
a uma estrutura fina nao obtida pela equacao de Schradinger contento so-
mente o termo de Coulomb. Estas ndo sao as 1nicas corregoOes presentes no
4tomo. A existéncia de spin nuclear introduz mais uma corregao de ordem
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de grandeza inferior a estas que veremos mais adiante. Vamos agora calcular
as vérias corregdes vistas acima nos niveis hidrogendides.

Consideremos inicialmente o efeito de H; nos niveis de energia de um
determinado estado |[ném). Devido a degenerescéncia destes estados, seria
apropriado o uso da teoria da perturbacao com estados degenerados. Porém,
H, como somente depende das coordenadas espaciais, comutando com mo-
mento angular e spin, a degenerescéncia do estado nao & mnito importante,
pois, H; j4 esta diagonal na base |[nfém). Assim, a teoria de perturbacao nao
degenerada é suficiente (isto & (nfm| Hy [n'€'m') o< 8400mm')-

2 ~ 2 2 -
Zf , tiramos que g; = Hg + -Z-f— , ou seja,

Da expressiao de Hy = ff% =

B & Ze .
He= 8m3c2  2mc? I:HD+ r Rt r |’ .76)

Com isto, a variacao que a corregao H introduz num determinado estado

|[ném) &, em primeira ordem, dado por,

AE, = {(nfm|H,|n'¢m'),

1 Ze? B .o
Lembrando que Hg |[ném) = E, [nfm),
1 2 2 1 : 2 1 r
AE, = — S [E‘n + 2E, Ze* (nfm)| - [n'€m') + (Ze?) (ném)| 2 [n'€m’)| ,

(3778)

e usando os resultados que j4 calculamos para (%) e (;lg-), tiramos que,

N, 2 2 22 2% 79)
AE; = = {E,, +2FE,.Ze o + (Ze*) ey oy B (3.79)
apds reescrevermos estes termos num melhor arranjo, obtemos
2
A= pifer 18 = E, <. (3.20)
nt |4 (64 b

Este resultado mostra que esta primeira correcao relativistica depende
grandemente do nivel e do momento angular do nivel, embora nao haja de-
pendéncia explicita em H;. A corregao AFE); serd sempre negativa dependen-

Tl

do essencialmente do sinal do termo % ey que assume somente valores
2
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Jevarao a pequenas corregoes, pois, neste caso
teremos baixos valores de (V) e (T') e tendo baixos valores de energia cinética,
a correcao relativistica torna-se consideravelmente menor.

O termo de spin-6rbita (H>) produz corregao no estado quando, eviden-
t.e;_ncnte, hé momento angular nao nulo. Devido ao fato que L2 nao age sobre
a coordenada radial ou de spin, L2 comuta com H» e desta forma H3 nao
consegue misturar estados de Hp (0 Hamiltoniano hidrogenéide inicial) que
tenham diferentes valores de momento angular. L?
de movimento mesmo na presenca de ;. Isto porém nao é verdade com as
componentes de L pois nao comutam com H, de modo que esta perturbagao
mistura estado com mesmo n,f e diferentes m, € m,. Assim com cada es-
tado (n,?) tem (2£ + 1) estados com projecoes e adicionando um fator de
2 para os dois possiveis estados de spin, a solugao para © deslocamento de
energia em H, envolve a diagonalizagao de um matriz da ordem de 2(2£+1).

Afim de simplificar consideravelmente o célculo, poderemos trabalhar numa

base na qual L - S é diagonal. Esta base & constituida de combinacao lin-
ear das fungdes Y, Xs- Para chegarmos a esta combinacao consideremos o
momento angular total do elétron constituido da soma de L com S,

negativos. Altos valores de n

continua sendo constante

J=L+S8S, .7 (3.81)
eelevando ao quadrado e lembrando que Le S comutam, tiramos,
1
L-S=-(3?2-L*-8%. 3.82
¢ ) (3:82)

Mostrando que o produto exato depende do valor total e dos valores indi-
viduais. Além disto, dado a combinacédo de L + S, poderemos ter momento
+ S| até |L — S| e cada um destes possiveis valores de

angular vaxia.ndo de|L
or do produto escalar acima.

J corresponde como vimos a um diferente val
Portanto, cada possivel valor de J corresponderé a energia diferente em H,
Eﬁ;r%:;cﬁgl;_valérde J representars um estado novo oi:'igihéﬁo da interagao
I formado pela combinagao linear

e P ot s Vi

ou seja, na notagao de Dirac

Inlsjm;) =y, (Lsmem| jms) [nfsmem,) , (3.83)

My, i
mj=ms+ms
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os coeficientes (€smyms| jm;) sdo os chamados coeficientes de Clebsch-
A expansao acima simplesmente mostra que Vvérias projecoes de L. e S,
contribuem para uma determinada projegao m; (.J;) e o peso na contribuicao
de cada estado é o conhecido coeficiente de Clebsch-Gordan. As fungoes
formadas acima sao autofungdes de L2, 82, J2 e J,, com autovalores E(€+1)A,
s(s + 1)A, j(7 + 1)A e m;#i e portanto sao autofuncoes de H,.
Nosso interesse imediato corresponde ao caso onde s = 3, de modo que o
momento angular total j sé pode assumir dois valores,

J=4£&4+ % para £ # 0, (3.84)

1
j= :I:E para £ = (. (3.85)

Utilizando as funces |nfsjm;) acima, a perturbacao H, serd diagonal, nao
sendo necessério o uso de teoria de perturbagio degenerada. Desta forma,

a corregao introduzida num estado de mimero quénticos n, £, s em primeira
ordem serd,

1 2e*l
AFE, = <!(’nzsjm,-' i 3 5 (Jn N 52) ¢.mjmj>
w2 Ze? 1 3
E = ———— = 1( 7 - - .
8B = Gaa(s) G+n-aern-. @
Utilizando o valor médio de % jd calculado anteriormente temos.

E.(Za)? 4 para j=£+1/2 -

AE, = — ‘ ; 3.87

¥ 2n£(£+1/2)(2+1){ —£—1 para j ={—1/2 ( )

Para o caso ¢ = 0, a interacdo spin-6rbita, Eq.(3.63), é nula e portanto
AE; = 0. Na expressao anterior E, corresponde a energia hidrogendide do
estado.

Normalmente ao estudarmos a estrutura fina do &tomo que constitue-
se dos estados formados da interacdo spin-érbita, é conveniente ultilizarmos
a notacao espectroscdpica para os estados. Assim, a cada estado ¥
associamos a notagao i

negym;

n 241p, (3.88)
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onde L é uma letra maiiscula: t=0—38f=1—p=2—4d, .. €eos
demais fndices jé foram mencionados. Pelo que expusemos até agora, estd
claro que a interagao spin-drbita separa os vérios possiveis estados em J. A
interacio spin-drbita & uma das corregdes mais importantes introduzidas nos
estados hidrogendides.

Finalmente, o termo de Darwin apresenta uma correcao facil de ser cal-
culada pois nao depende de spin ou de £, e s6 estd presente nos niveis comm
¢ = 0, devido a amplitude finita da funcéo de onda na origem. Assim,

AE; = LR SRR Y

3 9 202 € ( ]nﬂO' (l‘)' ’nﬂO) H

AR, = 2 T il 3.89
3 9 2C2 ’ ,nUO, * ( ’ )

Utilizamos o resultado j4 visto anteriormente para |1b,,m|2 tiramos,

AE; = —E,(Za)?, €=0. (3.90)

Todas estas corregoes que calculamos formam como mencionamos a chama-
da estrutura mais precisa dos niveis hidrogendides. Assim, esperamos que
mais precisamente os estados tenham energias dadas por,

AE“J' = En + &El -+ AEg -+ AE3 N (3-91)

de onde obtemos,

Eo; = En {1 + ("fg)z (j — e %)] : (3.92)

Mostrando que as corregdes introduzem um leve aumento nos estados nao

relativisticos E,,.
O resultado exato que obtemos para o &tomo hidrogendide relativistico,

obtido através da solucoes da equagao de Dirac €,
-1/2

2
B =met{ |1+ ( = l,rg) -1
n—j—1/2+ [(j +1/2)° — 2%
(3.93)

A exﬁanséo deste resultado em poténcia de (Za), mostra que o resultado
aproximado concorda com o exato até ordem de (Za)?, confirmando que
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o resultado de Schrodinger para o &tomo hidrogendide corresponde a uma
particular aproucj.ma(;éb do caso relativistico de Dirac.

Como resultado das interagoes relativisticas, os estados nio relativisti-
cos de energia E,, com degenerescéncia 2n*(onde o fator 2 advém do spin),
tem essa degenerescéncia parcialmente removida pelas corregoes relativisti-
cas. Um determinado estado nio relativistico de nimero quéntico principal
n apresenta,

b=n—-1 — j=n-3 p_1

£=0 — 7=0

Assim, cada valor de ¢ # 0 formard 2 estados pela interacéo spin-drbita,

de modo que surgirao n novos estados devido ao fato que a correg

a0 spin-
Orbita serd a mesma para £ — I, 7= g el=2 j= g, o que divide por 2

o total de estados formados. Estes nfveis formam a chamada estrutura fina
do dtomo. O espagamento entre os niveis desta estrutura & determinado pela

constante a ~ 2—51.7, que portanto é convenientemente chamada de constante

de estrutura fina.
Consideremos como exemplo o estado hidrogendide com 1 = 2. Cada.

uma das energias calculadas pode ser aplicada neste caso, como mostramos
ma Fig.(3.2).E importante salientar que a tlnica corre¢do que separa todos os
valores possiveis de j é a Interagao spin-érbita, porém apos considerarmos o
efeito conjunto de todas correcdes relativistica ficamos com uma estrutura de
niveis cujos estados com mesmo J , 820 degenerados mesmo com diferentes ¢/ s.
Assim dado um determinado 7, os estados com £ = ES
degeneradas. Mesmo sendo degeneradas, a paridade do
determinada por ( =)

apresentam energias

estado continua sendo

A degenerescéncia que ainda persiste entre os estados de mesmo 7 (resul-

tado este que é evidente quando resolvemos a equacao de Dirac), é levantada

(ou removida) quando as chamadas correcdes radiativas introduzidas pela

eletrodindmica quantica sio introduzidas. A vari

acao das energias entre estes
estados (€ = j+ 1)

obtidas quando as correcées radiativas sao introduzidas

—

-
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LSRN A Y o Syt a ) i

Figura 3.2: A contribuigdo AE,, AFE, e AE; para o splitting do nfvel n = 2 do
hidrogenoéide.

‘Lamb shifts’ e sua medida experimental sao normal-

sao denomindadas de
resultados estabelecidos

mente de extremo interesse para comprovagao dos
pela eletrodindmica quantica (QED) que serd brevemente abordado mais adi-
ante. Algumas correcdes relativisticas nos primeiros estados hidrogendides

estio mostradas na Fig.(3.3).

Um fato muito importante de ser notado, &€ que as vérias corregoes rela-
tivisticas para dtomos hidrogenéides apresentam a mesma ordem de grandeza
e portanto devem ser tratadas juntas para produzir o resultado. Este resul-
tado ‘nao é verdﬁégu-o _para dtomos com _vérios elétrons, como é o caso dos
gl_gah_ggs:—ondeo efeito mais importante e que praticamente determina a
estrutura ﬁna.é a intera{;é.p spin-6rbita. Assim ao considerarmos, por exem-
plo, o dtomo de sédio, verificamos que a estrutura de nfveis dos estados de
mais baixa energia & constituida de um estado fundamental s, excitado p e
d ....como mostra o diagrama abaixo. Apresentando .... elétrons a estru-
tura eletronica tem a forma (15?2s22p%)3s! de modo que todos os elétrons,
exceto os de valéncia pertencem & uma camada fechada. Assim, podemos
do um aparente dtomo de

em primeira aproximagao tratar o Na como sen
hidrogénio
As linhas p préximas formam o chamado dupleto de sédio. Este ponto
serd abordado quando estudarmos dtomos de muitos elétrons.
Consideremos agora brevemente o efeito do ‘Lamb Shift’. Como men-
cionamos anteriormente de acordo com a teoria de Dirac os estados que

Jiferentes de £

[ O INESmO I

s
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0.018cm
S 3d,.G=52,1=2)
0:0% cw 3p,G=32,0=1353d,,G =32, 0=2)

0.108 cm '’

3.U=121=0):3p.0=12,1=1)

2p,,U=32,I=1)

L5, (= 12,1=0%2,.G=12,1=1)

I’e:u =1L2,i=0)

Figura 3.3: Estrutura fina do 4tomo de hidrogénio. Os niveis néo relativisticos
880 mostrados na coluna da direita (a) e os niveis de split na coluna da esquerda
(b), paran=1,2¢ 3. A escala em cada diagrama é diferente.

3d
———
B
75 Ipa
r s
~ y;
27 %
R Lo 3Pia
v o
[
L
A=3 Fd
£=2,10 .
.
L3
Al
.
S
.
.
B sy,

Figura 3.4: Neste diagrama sé estamos mostrando os nfveis ...
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274 -
Ips _,"" L =
‘Zm#
25102P P iy T
T e
Nivels de Dirac Correcbes Radivativas (QED)
Figura 3.5:

dem energeticamente. No entanto, cuidadosas medidas experimentais destes
nfveis mostram que na realidade estao levemente separados. Assim medidas
precisas dos estados 25172 € 2P1/2 do hidrogénio mostraram que na realidade
cles estéo separados por aproximadamente 0.03 cm~! (~ 900MH z). Em
1047 W. Lamb e R. Retherford r am um cuidadoso experimento usan-
do rédio frequéncia para determinar precisamente esta diferenca em energia
como sendo 1.0949 G H z, medidas mais precisa revelaram que o valor correto
do ‘Lamb Shift’ & de 1057.77 £0.10 MHz.

A necessidade de explicar o <L.amb Shift’ estimulou vérios trabalhos tedri-
cos. Liderados por Bethe, Tomonaga, Schwinger, Feynman € Dyson que
formularam uma teoria quantica denominada de eletrodinémica quantica
(QED). Nesta nova teoria, corregoes radiativas <50 introduzidas A teoria de
Dirac através da interacao do elétron com O campo eletromagnético quantiza-
do. No seu estado de mais baixa energia, O campo eletromagnético apresenta
uma energia (diferente de zero), denominada de energia de ponto Zero- Isto
significa que mesmo 10 vécuo ocorrem Autuagoes neste campo presente a en-
ergia de ponto zero; esta flutuagao faz com que campos oscilantes atuem sobre
o elétron fazendo com que sua carga seja distribuida esfericamente ao redor
da considerada posigao eletronica. Do fato que agora © elétron nao é mais
pontual, faz com que O potencial de interacao com O ndcleo seja levemente
alterado. Esta alteragao em energia e tanto mais intensa quanto mais prox-
o o estado esta do micleo. Como vimos, sendo os estados s,\ip,,om,[“ #0,
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finitos na origem, eles apresentardo majores corregoes introduzidas pela cor-

regoes radioativas impostas pela QED. Desta forma, os estados-s recebem
um leve acréscimo de'energia comparado com os demais estados.

Os deslocamentos energéticos introduzidos pela QED aos estados 2s, /2
2p1/2 € 2p3/; proveniente da teoria de Dirac estio mostrado na Fig.(3.5).

A previsio tedrica de 1057.91 MH Z para a separacao 2sy/; — 2p; /2 prove-
niente da QED concorda muito bem com o resultado experimental (1057.77 +

0.1 M Hz) obtido por Lamb, que foi recentemente melhorado para 10904-0.06
MHz.

3.7 Estrutura Hiperfina dos Atomos de Um
Elétron '

No tratamento que fizemos até agora para o dtomo de um elétron uti-
lizamos a 'aproxima.gio onde o nicleo é visto como um ponto massivo de
carga. O fato de que o nicleo nio apresenta massa infinita tem influéncia
direta nos niveis de energia, como demonstra a vairagao do espectro com a
massa reduzida. Também do fato do nicleo nio apresentar dimensao zero
leva a alteragéo no espectro, como vimos anteriormente.

Existem efeitos nucleares presentes na esrutura dos niveis eletrénicos de-

vido a presencga de um momento magnético nuclear, causado pelo fato dos

nicleos nao apresentarem spin zero e este momento Mge_o.wg
mangético eletrénico. Além desta contribuigéo, do fato do nucleo ndo ter sua

carga perfeitamente esféricamente distribufda leva a interagGes multipolares
com o elétron, adicionando corregoes energéticas.

Tanto a interacao magnética como a multipolar faz com que o espectro
apresente uma estrutura de niveis eletrdnicos muito mais dificil de ser re-
solvida do que os niveis originados na estrutura fina. Esta nova estrutura de
niveis eletrénicos cuja separagio entre niveis é da ordem de 102 a/em™! &
denominada de estrutura hiperfina. Vamos agora descrever os resultados
desta interacgdes.

Comecemos considerando o spin nuclear I. Este momento angular tem
autovalores e autofungdes de modo que dos autovalores do operador I? assume
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os valores I(I +1)h?, onde I denota o mimero quéntico para o spin nuclear L.
No caso do spin nucleﬂr ter valores inteiros o nicleo € um bdson € obedece a

é um férmion. O momento angula.r nuclear segue as regras oonvenmonals
de quantizagao apresentanto componentes quantizadas I, = —IR, IH, ..., +1h
normalmente o valor & denotado por m;.

O spin nuclear corresponde a um momento dipolar magnético My escrito

como,

I
MN = ngNf—i, (395)

* onde g; € o fator de Landé nuclear, jy € o mangeton nuclear e I é o spin

nuclear total.
Semelhantemente ao magneton de Bohr (ug) , o magneton nuclear &

definido como,

En = *é%% = %ﬂsr _ (3.96)
onde m é a massa eletrénica e M, a massa do préton. Desta forma, o mo-
mento magnético associado ao nicleo é cerca de 18136 vézes menor do que ©
momento de Bohr. A interagao deste dipolo nuclear com o elétron € um dos
responséveis pelo surgimento da estrutura espectral hiperfina.

Considerando o 4tomo hidrogendide que temos tratado até agora (incluin-
do as correcoes relativisticas que dao origem as chamadas estruturas finas)
que ser4 representado pelo Hamiltoniano Hp. Em adiacao teremos o termo
Hpwy (l) ~ que é responsdvel pela interacao do dipolo nuclear magnético com o
elétron. Este termo levara a pequenas corregdes em Hg e portanto pode ser
tratado perturbativamente. '

As autofungdes de Hop (como j& vimos) sdo denotadas por |€sjm;). As
fungoes que sio simultaneamente autofungdes de 3%, 12, J; e I sao denotadas
por |€sjm;) |In;) e sao (2] + 1)(2I+ 1) degenerados nos valores de m; e m;.
Estas sao evidentemente func;oes de ordem zero para Hy + Hy (1)

Vamos calcular explicitamente H, é)ﬂ Sendo My o momento mag;nético
nuclear localizado na origem das coordenadas, o potencial velor deste dipolo
num ponto r &,

A(r) = -L—H——(M’:;x 2) (3.97)



58 CAPITULO 3. ATOMOS DE UM ELETRON

Este potencial vetor leva a uma interagio com o elétron (esquecendo momen-
taneamente o spin eletronico) da forma —€ (A - V). Desta forma utilizan-
do a Eq.(3.97) é facil de se obter, usando a expressao para My, o fato que
L = r X p, que este termo de interacao leva & um operador da forma,

- 1 1
Interado = ﬁ?gfﬂBp’N SL -L (398)

Este termo de interagao é interpretado como sendo a interagao do dipolo
nuclear como o campo magnético criado na regiao nuclear pelo movimento
orbital eletrénico. Notemos que este termo serd nulo quando £ = 0, pois,
quando a carga estd esfericamente distribuida nao hé contribuicao para o
campo na regiao nuclear. Somente £ # 0 contribuird para este termo da
interagao.

O dipolo nuclear também gera um campo magnético V X A, que interage

com o spin eletrénico dando origem a um novo termo de interacao,
M, - (V x A). | (3.99)

Como M, = —£2= 8 (g, = 2), o termo —M, - (V x A), transforma-se em,

M, - 1—; {Mﬁvz («}) _V(My - V) ;1} (3.100)

e utilizando expressoes para M, - My,

EE&EQI#—B#N [S -IV? (l) —{8-V){I-V) %] : (3.101)

T

Como o termo V? (1) = —476(r), este termo s6 é relevante ao procurarmos
«corregoes nos estados £ = 0, onde a fungao de onda é finita na origem. Ja o
segundo termo dentro dos colchetes, pode-se mostrar que para r # 0,

1 1 1
. . —=—=18.1- . ry—=1. 102
(1-9)(1- V)~ ,.3[5 I-3(S-n)( r)rz] (3.102)
Para caso de estados esfericamente simétricos (£ = 0) & possivel mostrar que,

(S-V)(I1- V) = —8-T6(). (3.103)
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Assim, como a interagao L - I nao contribui para estados £ = 0, concluimos
que para estados esfericamente simétricos (£ = 0) a interagao do momento

mangético nuclear com o elétrons-s, € representados pelo Hamiltoniano,

27h?

Vamos agora calcular, em primeira ordem, as corregoes introduzidas por
H (EI_JH_, que representa a interagao do dipolo magnético nuclear com o elétron.
Iniciemos nossos célculos considerando os estados com £ # 0. Da Eq.(3.104)

podemos definir um certo momento angular N como,

1 1 1
HEy = 5om39rialn 5 [L A=8-T+3(S-0)(I-x) -,—2] . (3109)

Iﬂ:L—S+3$-ﬂ£} (3.105)

e assim a expressao para o Hamiltoniano pode ser escrita de uma forma mais
simplificada como,
HE, (6£0) = —grppuy 5N - L (3.106)
s 2mh? 3
A funcio de ordem zero para esta interagao serao simplesmente |€sIjm;my),
que sao (27 + 1)(27 + 1) degenerados nos valores de m; e my. Assim, tratan-
do o problema perturbativamente, ele serd grandemente simplificado (semel-

hantemente a estrutura fina que j4 discutimos) se introduzirmos o momento

angular total,
F=1I+4+17J, (3.107)

envolvendo a parte nuclear e eletrénica. Neste caso F((F' + 1)h? sao os auto-
valores de F2 que tem como componente z, mp = —Fh,...,0, ..., Fh.

Os primeiros valores de F' sio determinadas pela regras convencionais de
- |1
v i

i

soma de momento angular, 1_1 I

F=|=J],.|I+J]. - (3.108)

Sendo (F,mr) os niimeros quinticos adequados na descricao de H, e
formamos as fungoes,

IntsjIFmgy = Y Clesljmmy), (3.109)

mMEp=T J'—i-‘l'n.l

que sao combinagoes das fungoes de ordm zero.
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Amudanca energética nos niveis € entao,
AE = (¢sjIFmp| HS), |¢sjIFmg) € #0. (3.110)

Afim de clacularmos este elemento de matriz, escrevemos,

o _(N-J)(1-J)
NAI="G+ym -

que podem ser obtidos atrdves do teorema de Wigner-Eckart. Também sendo
F=1I+1J, temos,

(3.111)

F? = I’ +21.3+4+J°
I-J = é(F“’_I?—JE), (3.112)
€ como a acao de cada um destes operadores em |¢sI F'my) é bem conhecida,

encontramos que,

- Jiksin .
=3 g_ . . . 31
AFE = (¢sj]Fmp| 5757 + 1) (N-J)(X-J)|lsjIFMp) (3.113)

Portanto,
1 Py gipppn  (N-J)
p i e . (3.114
AFE 2[ (F+1)—-I(I+1) J(J+1)]27rj(j+1)ﬁ2r3 = (3.114)
O termo N - J pode ser mostrado ser igual a L2 de modo que,
N-J 1 o
( = - LQe+ 1)’ <-’3> . (3.115)
Desta forma, usando (%) j4 calculado temos,
iF k)
Cl(6+1) ZF A
AEW. (¢ # 0)=LULBEy F(F+1)—
IT+1)—3G+1)]- , (3.116)

Assim os estados que advém do mesmo J e I, serdo separados energeticamente
de acordo com seu valor do momento angular total F. A medida que cresce o
valor de £ e ou n, o valor da separacao hiperfina diminui consideravelmente.
Para o caso de £ =0 as variagoes energéticas dos estados advém de, -

1 .87
ABgly (£=0) = c—amppuy— (6()F ), (3.117)
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onde estamos considerano os estados |€sj1F my). Devido a termos L =0,

AED, — ii—g;pﬂ,u” [F(F+1) - I(I+1) —s(s+1)]{6(r)). (3.118)

Como (6(r)) = —5—-5 entao,

AED (¢=0) = g;pB,uN Z s [P I(IT+1) —s(s +1)]. (3.119)

i

Como exemplo a)nslderemos a estrutura hiperfina do estado 1s1/2 do dto-
mo de hidrogénio. Apresentando spin nuclear I = -% edJ = %, a interagao
hiperfina leva a formacao de dois estados F'=1e F' =0. Usando os resulta-

dos anterior obtemos que,
7
SE=E(F=1)—B(F =0)= ) (3.120)

onde g, = 5.5883 & o fator de Lande para o préton, a correspondente fre-
quéncia entre estes estados &,

)

correspondendo a A = 21 cm. Esta é uma importante linha espectral utilizada
pelos astrébnomos na chamada rédio-astronémia. Mapeando esta radiagao no
universo é possivel determinarmos a distribuigao de hidrogénio inter-estelar
dando informagdes para modelos cosmologicos. A determinagao experimental

de 6 F resultou em,
i -
v = 1420405751.8 £ 0.028 H=. (3.122)

£ uma das medidas mais precisas até hoje realizadas em fisica (cuja teoria
ainda nao conseguiu levar em conta todos os fatores necessarios para obté-la
com tamanho preciso.

Apés esta consideragao da estrutura hiperfina H @ adequada solucao
para o 4tomo de hidrogénio estéd esquematizada na Flg() A corregao de
estrutura hiperfina corresponde a interagao dipolar magnética entre nicleo e
elétron. Este nao &, no entanto, o inico termo que contribui para a interacao
elétron-niicleo. Devido ao fato do nicleo nao ser perfeitamente esférico, dé
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origem a novas corregoes nas interacoes elétron-nicleo que sio denominadas
‘interacao quadrupolar. Esta interacao adiciona um novo termo na correcio
hiperfina, que denotamos por,

H?), = interacao quadrupolar elétrica. (3.123)

Esta interacdo quadrupolar pode ser adequadamente calculada. Imiciando
com,

e? e?

D s F 3.12
Hgy. [P— e (3.124)
onde é a r. coordenada eletrénica e a ry coordenada isotémica, ambas
tomadas como origem o centro de massa do niicleo. Com a informagao que

Te > T'n, esta interagao pode ser obtida apds vérios passos matem4ticos corno

sendo,
31-J(2I-J+1) - I2J2
T e e et
: 2I(I -1)5(7 —1)
sendo B a chamada constante de interacio quadrupolar elétron-niicleo. Com
esta expressao podemos calcular a corregao,

(3.125)

AE® = (jIFmg|HS, |jIFmg),
BEK(K +1)—2I(I+1)5(j + 1)
4 I(2I - 1)j(2 — 1) '

onde K = F(F+1)—I(I +1) - j(j +1).
importante lembrar que um niicleo que apresenta I — 0 ou J — % nao
apresenta momento quadrupolar possuindo uma corregao nula (B = 0). O
mesmo acontece no caso j = %
Tanto com a interagdao quadrupolar, a variacdo energética introduzida
pela estrutura hipefina pode ser escrita como,

AE® =

(3.126)

AEp g = %AJK+ RI(2T —%{(Z}’ ) BK(K +1)—41F+1)j(7+1)],
(3.127)
onde as constantes A; e B; dependem do sistema que esta sendo tratado e
correspondem as duas interagdes principais. Normalmente a interacao dipolar
representada por A; é dominante sobre a quadrupolar B;. As constantes A
e B, para alguns dtomos alcalinos estao reunidas na Tabela(3.7).
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3.7.

ESTRUTURA HIPERFINA DOS ATOMOS DE UM ELETRON
Atomo T AJ(n“Sl;g) AJ(T'!?,P):Q] Ay (nzp;s,fz) B (n2 P3;2)
(1) MHz MHz MHz MHz
Li | 2| 40175 46.17 —-3.07 —0.18
2 |3 13.5 —0.96
BNa |/3)| 885.82 943 1865 2.82
2 4 202 28.85 6.00 0.86
Vg 14 23085 8.99 6.09 2.77
2 )5 55.50 120.7 1.97 0.866
' 6 21.81 0.866 0.370
SpEh |5 1011.9 120.7 25.029 26.03
2 6 239.3 39.11 8.25 8.16
87RbL | 5| 34173 409.1 84.852 12.510
2 |6 809.1 132.5 27.70 3.947
183Cs | 6| 2298.16 202.1 50.31 -0.38
z 7 546.3 94.5 16.605 —0.15
8 218.9 42.97 7.628 —0.09 |

Tabela 3.4: Valores das constantes A; e B, para alglms meta:s alcahnos.

L- A

63

Como os dados da Tabela(3.7) e os resultados apresentados anteriormente,
podemos manter a estrutura de niveis para estes vdrios 4tomos.
Vamos por exemplo considerar o 4tomo de sédio 2 Na. No estado funda-
mental 3@1/2 e sendo I = %. Desta forma, F=I+5=2e 1 Para o estado

F=1,

s 5

I 2 r

= 3/5 1 3 f - 3
fi-—-lxz—a(i)ﬂaxi——l ;

= (porque estado-s =

1
AFE F=1)=—=-A4
B ) z +B { interacdo quadrupolar= 0

Para o estado F' = 2,

12 24-—12
K=2x3——=
4 4

=3,

3
AEpu(F =2) = 5A,.

B
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Figura 3.6:
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A, : o F=1
Figura 3.7:

Como A; =885.82 MH:=.
Para o estado 3pjj; = F' =2, F =1, da mesma forma: J = % — nao hd
quadrupélos, . 2’; By leps o '

1
AEpg(F = 1)= ".EAJ(plﬂ) = —47.15,

AEpp(F = z)zg.qj(pm)=141.4s.

Paraoestad03p3{2=>F=3,2‘1‘0‘J—_—%‘jzg’
" 36 35 9
H St~

AEp 5.(3ps. F =3) = gAJ + g‘BJ =419+157=435 MHz,
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Figura 3.8:

2?

ol o
|
8ol
| e

F=2—rﬁ’:2x3-—g

AEg 5. (3ps)2, F = 2) = —-EAJ —1.125B; = —13.98 — 3.17 = 43.5 MHz,

30 11
=1—-K=1xXx2——=——
£ X 1 5
ﬁEE_H_(?lps/g, Fr=i1} = _14_1AJ +0.375B; = —51.28+4+1.06 = —50.22 M Hz,
30
F= — K = ——
0— K 1

AEg i (3ps/2, F =0) = _"34_0.4_}' +1.64B; = —69.94 M H:,

ou em termos de gréaficos ....

As vérias autofungdes dos vérios niveis de estrutura hiperfina pode ser
determinados através do uso dos coeficientes de Glebsch-Gordan. Assim por
exemplo, para o estado fundamental 3s, /2, & estrutura hiperfina advém da

somade.f*—-%ef:%-
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Tomando a seguinte notagao para os vérios estados,

|[Fmp) =" Clmymy). (3.128)

Temos para F = 2,

- B

o VB2
2,00 = \H—,—->+\ﬂ—,~—>,
S S B

4.58) f‘a *§>

e para F'=1,

33 1 141 1
o = D)D)
1
v = )i
- 3 1
Ly = -3 '_5’_§>_\/; "5-‘5)-
Poderfamos fazer o mesmo para os estados excitados J = %, Fi= g Nor-

malmente estes estados escritos em termos das bases |mm;) sdo extrema-
mente importantes no cdlculo da interagdo de dtomos com campos externos.



Capitulo 4

Interacio com Campos
Externos Estaticos

Toda estrutura eletrénica que resolvemnos até agora considera o dtomo

isolado, sem a presenga de campos €Xternos. No entanto, muito frequente-

mente este nao é o caso e em geral campos externos interagindo com dtomos
fazem com que haja alteragdo nos niveis energéticos. O campo externo pode
ser de natureza elétrica, magnética, eletromagnética. Neste dltimo caso nos
referimos como interacao da radiacao com a matéria e nao abordaremos neste
capitulo, mas o faremos mais adiante. Gostarfamos agora de tratar o campo

estético interagindo com dtomos.

4.1 Efeito Zeeman

Em 1896, P. Zeeman observou que as linhas espectrais de 4tomos eram
separados quando o sistema era colocado na i:vrwenga de campo magnéti-
cos. J4 discutimos anteriormente este problema do ponto de vista cldssico.
Vamos considerar dtomos hidrogénoide em campos magnéticos constantes e
cujas variagoes espaciais sao lentas o suficiente para considerarmos que estes
campos sejam constantes ao longo da dimensdo atémica. Se tivermos tratan-

do de um campo uniforme B, o potencial vetor correspondente €

(4.1)

A=-BxXxr,

=] b=

i |
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de modo que se escolhermos a dire¢io do campo sendo a diregao =z,

_ (_4B: zB. N

Na presenca deste potencial vetor, a equacao de Schrédinger toma a for-
ma,

ﬁ? 2 zﬁ,e 32 3 Zez ‘

[_%V - EA ¥ chzA e ] ¥(r) = E¥(r), (4.3)

onde ja utilizamos que V - A = U e nao estamos incluindo corregoes mais
precisas nos dtomos. Utilizando A como fornecido anteriormente, obtemos

que o termo linear em A assume a forma,

v = TR e
me 2mc
ihe
= ——B- 44
2ch (rx V), (4.4)
e como —iiV = p, r x p = L, temos que este termo € igual &,
il K, (4.5)
2mece :

Como vimos anteriormente a existéncia de momento angular faz com que
tenham um momento magnético associado ao 4tomo,
¥ PR e N ] (4.6)
2me i -
de modo que o termo linear acima representa a interagao deste dipolo com o
campo. Estando o campo numa determinada direcao no espaco o atomo nao
pode ser considerado isotrépico e dependendo da diregao que escolhermos co-
mo sendo o eixo de quantizacdo para o momento angular, obtemos resultados
diferentes. E comum escolhermos a direcao z como sendo a direcio do campo
e escolhermos como um dos observdveis a componente do momento angular
nesta direcao. Desta forma cada um dos estados com valor de L. diferente
interagird diferentemente com campo magnético. Assim esperamos que a in-
teracao acima discutida remova a degenerescéncia dos niveis com respeito ao
nimero quéntico m, pois, cada um destes estados interagem -diferentemente
com o campo magnético. Assim, estando o campo na diregao z, o termo
_ linear acima,

H =-M;-B=+—B8.L,, (4.7)
2me
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o,
. H2
l"lBBz
—  +1
nt P ‘ 0
—f<m, <t ; o I

-1

: =4

Figura 4.1:

de modo que a correcdo em energia nos estados hidrogendides |ném;) ser4,

AE = ———B, (nfmy| L. |nfmy)
2mc
€ _B.fim,
2mc

= ppB.m. (4.8)

Assim, por exemplo (veja Figura (77)).
Vamos melhorar nossos célculos introduzindo o momento magnético in-
trinseco do elétron (Spin). O momento magnético intrinseco devido ao spin

S tem o valor,

—p,-B =9—’§EB 8. ' (4.9)

O valor de g,, determinado pela teoria de Dirac & g, = 2 que concorda
relativamente bem com os resultados experimentais. Assim, considerando o
spin eletrénico e desprezando por enquanto os termos de Darwin, as corregoes
relativisiticas na energia e os termos em A% podemos escrever a Hamiltoniana
total como,
fi2 2 i
R Z2€ .S+ EBB.(L+28)| ¥(r) = BE(r), (410)
2m i h
onde o fator 2 em frente de S, advém do fator giromagnético eletronico g5 = 2
enquanto para o momento angular orbital este fator é unidade. § (r) é uma

funcio radial j4 vista anteriormente.
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Para tratarmos o Hamiltoniano acima, podemos considerar dois casos.
Primeiro para o caso onde o campo magnético é muito intenso de modo que
o termo de interagao magnética é maior do que a interagao spin-6rbita. Nor-
malmente esta situacio demanda campos bastante elevados (vérios Teslas)
que embora nao sejam muito comum em situagao de laboratdrio, o sdo em
meios astrofisicos e portanto € uma situacao de interesse real.

Neste regime de campos intensos, primeiro consideramos o 4tomo no cam-
po sem interacao spin—drbita e depois este termo serd lratado como per-
turbacao para o caso anterior. Considerando B ao longo da direcao z, o
Hamiltoniano tem a forma,

[_ﬁvﬂ = E;] vr) = [B-22B.(L.+25)] ¥6),  (a1D)

2m

como as fung¢oes hidrogendides |nfm,) sao também autofuncoes de L, e S,
com autovalores fAim, e fin,, temos que estas serao autofun¢des do Hamilto-

niana acima com autovalores,
E = FE, + ppB,(m: + 2m,). (4.12)

Assim vemos que neste caso a presenca do campo magnético levanta as de-
generescéncia em m, € m, porém, mantém a degenerescéncia em £. O lev-
antamento dos nfveis ocorre devido a quebra de isotropia. Como exemplo,
consideremos um estado P

Todas as possiveis combinacoes sdo separadas pelo campo.

Como neste caso (limite de campo magnético forte) tanto L. quanto S.
sao constantes de movimento e portanto os estados na notacao de Dirac sao
dados por [ndm,).

Vamos tratar a interagdo spin-érbita como perturbagao a separacio Zee-
man acima. Neste caso, em primeira ordem, a variagao de energia devida a
interagao spin-orbita é dada por,

AE = fomrzdr [Rne(r)[? <é’—;mgm, L-S

1
Para os estados com £ = 0, AE = 0 porém, para demais estados (¢ # 0)
temos,

a?Z? 1

K e 3 —
n g r e

(4.14)
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m, m,
1/2 +1
HsB,
l 1/2 o
1/2-1/2 -1
np
-1/2 o

-1/2 -1

Figura 4.2: Separacio de um nivel p por um campo magnético forte em cinco
niveis igualmente espagados.

A interacdo spin-érbita levanta a degenerescéncia entre os vdrios valores
de ... . Isto ocorre basicamente devido ao fato que os campos externos
nao interagem com os estados (distribui¢do de carga) como um todo mas
somente com sua projecao. A separagao entre os niveis que resulta quanto
spin-6rbita na presenca de um campo magnético intenso é denominada de
efeito Paschen-Back.

No caso de campos fracos o efeito da interagao com campos magnéticos
é por razoes histdricas denomindo de efeito Zeeman andémalo. O nome
advém do fato que quando descoberto este nao concordava com a previsao
cldssica e por isso foi chamado de anémalo. -

No caso de campos fracos (termo magnético muito menor que a interagao
spin-6rbita), devemos fazer corregdes no hamiltoniano bésico,

_Eﬁ_v’l

e? .
Vi — S +E(L-S. . (4.15)

Hp =

que envolve o termo L - S e tratar a interacao com o campo perturbativa.
Como j4 vimos as autofungdes para este Hamiltoniano sao autofungoes si-
multdneas de L2, S%, J? e J,, mas nao de L, e S,. Assim & necessdrio
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combinarmos L + S e as autofungdes que obtemos sao,

|€sjm;) = Z (€smymy| gm;) [€my) (4.16)
Me+Me=m;
onde os coeficientes sao chamados de coeficientes de Clebsch-Gordan.
Com o campo na direcao z, a perturbacao que temos que considerar sobre
H, é dada por,

St BB,

(L, +25,) = ‘“B (e + 52). (4.17)

Para o caso de s = 1/2, as autofuncoes deste Hy sao,

. 1 £+ my+ 1\ IRE i
= ty=lg g+2m’>“(—"—'—2f+1 ) Ly =g “§’§>
£ —m,;+ e 1\ [1 1
£ i, Foom Vo e ¥ :
( 20+1 ) ’m’+2>'2’ 2)' (413)
onde |f, mj; — 2) etc sao harménicos eféricos Yy, -1 [% %) sa0 0s espinores
do elétron.

1 1 1 l—m,+1\V? I3 3
] = —_—— £— i i ___:7....._.._., < i
7=t 2=’[ 2 ft 2‘"") ( 20 +1 ) 'f’m’ 2>’2’2>

() e D)) s

Utilizando estas autofungoes com ordem zero, podemos calcular pertur-
bativamente as correcoes introduzidas pelo campo magnético,

= (tsjmy| H' |6sjm;) (4.20)

A separacdo entre os niveis que surge, denominada de efeito ‘Zeeman anémalo
', normalmente separa as vdrios componentes m; dos estados..... Apés alguns
passos matemdticos é possivel motrar que,

2642 ; 1
3 _ 1 ‘
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i
Figura 4.3:

Normalmente podemos também tratar a evolucao dos niveis de estrutura
hiperfina na presencga do campo magnético. Na presenga de campos baixos a

hiperfina & muito mais intensa do que a interagao com os campos €

interacao
fortemente acoplados. A interagao

os vérios momentos angulares J e I estao
introduz um termo extra de energia que modifica a energia dos

com O campo
0 Gauss ou menores.

niveis. Normalmente estes campos sao da ordem de 1
Neste limite a condigao gspupB << A;. Neste caso, temos no Hamiltoniano

a adigdo de um termo,

H= gpﬂﬁ?B .F, (4.23)

e tomando B na diregao z, temos como corregao de energia para estado (F,
mF)?

: (4.24)

AEprme = gF”BBmF;

onde gr & o valor efetivo de g,
F(F+1)+J(J+1)—I(I+1 ™m
gF_gj{( )+ J(J+1) — I )}ﬂgp_x

2F(F +1) M
{F(F+1)+J(J+1)—J(J+1)}_ (4.25)

9F(F +1)

O segundo termo €& cerca de 100 vezes menor do que o primeiro termo €

normalmente pode ser desprezado.
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No caso de campos fortes, gspzg B >> Aj, o spin eletrénico e nuclear ficam
desacoplados e a energia obtida usando teoria de perturbagdo de primeira
ordem, onde a base utilizada &€ |JIm;m;) & dada por,

B.
Emjm.; = gj#'Ban —g;,uNBnr + Ajmjm; -+ 4},(21 = 1)}(2,}'-— 1) {3‘.’71?

—J(J+1)-3m}—J(J+1)}. (4.26)

O primeiro termo nesta expressao representa a separacio Zeeman do multi-
pleto caracterizado pelo nimero quantico J, enquanto que o terceiro termo
causa a separacao de cada subnivel m; em (21 + 1) valores, correspondendo
aos valores diferentes d= m;.

No caso de campos intermedidrios, onde a ordem entre as interagoes sao
compétiveis, ndo & possivel dar preferéncia a nenhum dos termos e todos os
elementos de matriz devem ser considerados e a solugao do problema ad-
vém da solucao da equagao secular resultante. Quando estamos tratando
de valores elevados de J e I trabalharemos com matrizes de altas ordens o
que torna-se um problema adequado de ser resolvido por métodos computa-
cionais. Porém, no caso onde um deles I ou J é igual & %, a matriz envolvida
no problema & de segunda ordem e a solugao analitica & vidvel.

Imaginemos um caso onde J = % e I é um valor qualquer. Neste caso

teremos a formacdo de dois estados de estrutura hiperfina,

F= { I+, (4.27)

I-4

cada um destes estados serao 2F + 1 degenerados, degenerecéncia esta que
serd levantada na presenca do campo magnético. Utilizando a notagao |JIrm;m I)s
temos que cada estado |Fm ) é composto de dois estados | JIm;my), tais que

I% (mp + %) - %> ) (4.28)

deste modo a energia de cada estado E(F'mpr) serd fornecida quando uma
matriz de segunda ordem representada abaixo for diagonalizada.

mp = m; + m;. Portanto m; = mp £ e,

1 1\ 1
|Fmp) :CJII_Q- (TRF—E) §>+Cg
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(13 (mr +3) 3| Hew I3 (me + 3) 5) (I3 (e +3) 3| Hew |15 (mr -

3 (
(13 (mr +3) 3| Hen |13 (me + 3) F) (13 (mr —3) 3| Hem |13 (mr —
(4.29)

onde Hg g € o Hamiltoniano envolvendo os termos de estrutura hiperfina

mais interagao com o campo magnético,
HE.H. = HE.H.(B = 0) +g_,ﬂBJ . B"“g{ﬂNI -B. (430)

O primeiro termo € o ji estudado termo de estrutura na auséncia de campos

e os demais termos correspondem a interagao do campo com o elétron e com

o niicleo. O termo g; 2000 vézes menor que o termo g;/ig porém

é aqui mantido. Nesta expressao g; € o fator giromagnético efetivo e seu valor
depende essencialmente de onde advém o J considerado. Assim, sabendo que

gr =1 e g; = 2 temos que,

“ﬁBJ _"B (L + 2S), (4.31)

onde j& calculamos explicitamente para L. € S seus fatores. Notemos o que
fizemos acima foi igualar as interagoes magnéticas de J e L + 28S.
Como J = L + S temos que,

(L+2S)-J = (L+2S)(L+8),
= L?+2S-L+L-S+28%
L?+3S-L+ 282 (4.32)

Como S - L =3(J? — L? — S?) obtemos,
(L+2S)-J=L*+ g(.l? — L2 — §?%)+28?, (4.33)

de modo que,
(L+28)-J=g", (434

ou seja,

g2 =L+ —g (32 — L2 — 8?4282, (4.35)
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Como estamos tratando de um estado que é auto estado de J?, L2 € 8% com
autovalores j(j +1)h?, €(£+ 1)h? e s(s + 1)h? temos que, atuando o operador
acima sobre este estado,

gijG+1) =€(€+1)+ gj(j +1)— g€(€+ 1)— gs(s +1)+2s(s+1). (4.36)

Portanto,
21U+ 1) —34€+1) +35(s +1)
iG+1) '
Paraocaso £ =0, s = % ej= % encontramos g; = 2, como esperado, pols
neste caso J = 8. Ses;"zo,]':fé--g;:1,j=g,£=1,s=§eg§=‘§‘.
Calculando-se os elementos de matriz do hamiltoniano da Eq.(4.30) mo-
tamos a matriz 2 X 2, cuja diagonalizagao produz dois estados magnéticos
de estrutura hiperfina. O resultado analitico das vdrias energias das compo-
nentes magnéticas dos estados hiperfinos €,

95 = (4.37)

1
2

X+ X 2) i
(4.38)
conhecida como férmula de Breit-Rabi. O termo hvgrs = A;(I + %) é

a separacao em energia dos estados hiperfinos I + % na auséncia do campo
magnético e,

E(F,mp =m;+myz) = — hvgrs hverrs ( 4dmp

_UBES i Bitipd 1
22 +1) HAPTEETy torea

" x— @i+gusB

hveps
€ um pardmetro que depende do tempo.

(4.39)

Nao devemos esquecer que a equacao acima, vale quando uma das com-
ponentes do momento angular for igual a % O sinal £ corresponde a com-
ponente magnética de cada um dos estados originados de F = I + 1, com o
mesmo mp. Como exemplo consideremos um caso I = 2 e por conveniéncia
vamos desprezar o termo gy Bmp (que de qualquer forma é pequeno).

Assim, neste caso F' = 2,1 e utilizando a férmula de Breit-Rabi, obtemos
a Figura(?7)

Notemos que para campos fortes, formamos gupos de linhas paralelas
Juntas que apresentam a mesma componente paralela m;. Isto mostra um
desacoplamento entre I e J e a dependéncia do estado com o campo e grande-
mente determinada por m;. Note a inversao dos estados em F = 1 com o
campo.
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Figura 4.4:

Como exemplo de efeito Zeeman na estrutura hiperfina, vamos considerar
o caso do estado fundamental do 4tomo de sédio. Sendo este estado sy,
quando combinado com o spin nuclear I = 3 fornece F=2eF=1 cujas
componentes em campo zero sao, usando a notacao |Fmg) =Y C |mim;),

-

3 (4.40)

(4.41)

s = —1-1

-1 =33+ ViR

Afim de resolvermos o problema de uma forma mais completa, vamos con-
siderar o hamiltoniano na presenga de um campo magnético,

Hg g =A;1-J— grity Bmr+gipppgBm;. (4.42)
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TRCAPITULO 4. INTERACAO COM CAMPOS EXTERNOS ESTATICOS
Comecemos escrevendo,

i3 =%(I+J_+I_J+J+IZL, (4.43)

onde I. = I, +il, e Jo = J, +1J,. Isto é conveniente pois a base que
estamos trabalhando é autofuncao simultdnea de J2, 12, J. e I.. Assim o

Hamiltoniano fica,

Aj
Hen = —;(LLJ_ + 1 _Jy )+ LJ. — giuyBmy + gijpgBm;, (4.44)

onde desprezamos o termo quadrupolar. Lembremos que,

L |Im;) = JI(I+1)—my(m; £ 1)k|Im; +1), (4.45)
JelJm;) = \JJ(JT +1) = my(m; + 1)k|Jm; £1), (4.46)

e que a atuagao destes operadores nos estados serd zero quando tratar-se de
estados de méxima (+) ou minima (—) projegdo de momento angular.
Consideremos primeiro o estado |22},
31
22/°

31

Eyp = (221H|22}=<§§

Hegn

31 3 1
= 534i — 391188 + S9;15,
3 1 3
5= ZAj -+ (Egjﬂs - ‘Q“QI#N) B. (4.47)
Os demais estados de F =2 e F =1 (exceto F = 2, mg = —2) apresentam

duas componentes no caso B = 0 e portantc na presenga do campo teremos
que, essencialmente, diagonalizar matrizes 2 x 2 para cada par de estados de
F =2e F =1 com as mesmas componentes. Assim seja os estados |20)
e [10). Ambos no caso B = 0 sdo expressdes como combinagoes lineares de
33 ) € |3*1) e portanto a matriz cuja diagonalizagao fornece as energias e
estados na presenga do campo, expresso nesta base. Assim, as energias Eso
e Ey o sdo dadas por,

(7| Hsa i) B

(32l Hen |35) (T



4.1. EFEITO ZEEMAN
Para dois estados quaisquer |m] fm lm ?m?) o elemento de matriz He.u. (B)

fornece,
(mim}| Hp.5.(B) |mym?) =

A
s 'ﬁl (1 JI(I + 1) — m2(m? +1){/J(J + 1) — m¥(m? + 1)) m1m2+10ml m2-41
4 (ﬁ(f +1) — m(m} +1)/J(J + 1) — mj(m] + 1)) S m3-16mi,m2 41

M,
+A;mIm26 s 26t it + (g, g;ﬁmI) 15 B8 2Bt (4.49)
Utilizando este elemento de matriz generalizado, a matriz acima torna-se,
iy P
(-t R eeB-E s —0, (4.50)
A, (3 + 3 uB-EB|

cuja diagonalizagao fornece as energias (que concorda com a férmula de Breit-
Rabi),

—A.j 1
= e 2 172,22 B2
e

_‘AJ' 1 -2 .2

onde g = g; + gr5s-
Os autovetores da matriz fornece as autofungoes na presenga do campo,

| P
0 = 1 2;E§>

{1+{%§+(1+%)£]}
(i) 20,
{1-{-[ B4 (14 ”52)%]}

mostrando que em campos elevados, para o estado [20) a componente }
-2 é fortalec:lda..

ésuprimidaea mmponente‘ 3 2) que tem m; = —% em; =
Este aspecto & demonstrado no diagrama que mostramos mt.eriorment.e. Para

o estado |21) e |11) teremos o determinante,
32| Hen|33) - F (35| Hen

B
=0, 454
(1| Hpn [35) (21 Ham |13) L

_.1_
2
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cuja diagonalizacao fornece,

A, gupB (98B’
.. SR 4.
Es; 1 + Ajq 1+ 24, 4 24, )’ (4.55)

A; gt B g;15B y
A ; 4.56
Bu=—7 ~A\1 T T\, (4.56)

Assim por diante podemos obter todas as energias e autoestados como fungao
do campo magnético. Para o estado fundamental 53/, do &tomo de sédio

termos,
( Ba= 14, (% - 30/8) a5,
[ 2
B
Ey = —%Aj + AJ- 1 +9!%i7—_ + (gf%_ﬁ—]_-) y
2
F=24 Em=—iA,-+Aj1/1+(g:%ﬁ§) , (4.57)
2
Bas = —4As + A1 - 9188 + (982)’,
L Ey 5= %Aj = 29!.“—38‘
e
2
: Ey=—14;— A4;4/1 +§’rfﬁ? i (Qrﬁ;—.g) )
/ 2
F=1 — _14._ A. epB 4.58
{ Ew A — A1+ (g'f 24, ) ] ( )
: 2
B B
| Haar= 24— A.f\/l —915%; + (9"%%?) :

4.2 Efeito Stark

Um outro efeito de campo externo bastante importante & a agao de cam-
pos elétricos estéticos. Neste caso a separagao das linhas espectrais & con-
hecida como efeito Stark. Considerando um campo constante ao longo da
dimensio atémica e na diregao z, temos que o Hamiltoniano Hy seré pertur-
bado por,

H' = eez, (4.59)
que representa a interagao do elétron com o campo externo de amplitude .
Como H' nio interage com o spin poderemos utilizar como fungoes de ordem

zéro as funcdes hidrogendides Wrem,-

-
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Em primeiro lugar, consideremos o efeito sobre o estado W,¢9, em primeira

ordem,
AEQ) = es/[i’lm|2zd3r =(, (4.60)

devido a paridade dos estados. Isto era esperado, pois, como a perturbacao é
de modo a deformar a distribuigao de cargas preferencialmente numa diregao,
a perturbacao permite somente a mistura de estados de paridade opostas.
Vamos entao calcular esta correcao no estado n = 2. Este estado, es-
quecendo a presenca do spin, tem as fungoes Yooy, W10, Y211, Y21-1- A
degenerescéncia é de quarta ordem, porém somente os estados Wag € Y210
¢ que serao misturados, pois, os elementos de matriz (¥ nem,| H' |Pnerm,) sao
proporcionais a &y, € ainda necessitamos que £ # € por questoes de pari-
dade. Assim, a matriz que originalmente apresenta ordem de 4 X 4 para ser
diagonalizada, fica reduzida a 2 X 2 e as energias sao dadas por,

-E (210] H' |200)

: =0, 461
(210] H' |200) (461)
| Fagntet z ) (4.62)
onde Z é o nimero atémico. Os autoestados sao dados por,
1 3
¥, = —=(¥200+ ¥210), 463
1 v@( 200 210) (4.63)
1
Uy, = —(Pap0— Y210)- 464
2 \/i( 200 210) ( )

Este é normalmente conhecido como efeito Stark linear. Notemos que este
efeito simplesmente produz uma mistura de estados. A acao de € sobre um
estado s faz com que ele se assemelhe com um determinado estado p enquanto
a agao sobre este determinado estado p faz com ele se assemelhe com o estado
s e desta forma temos a mistura de estados.

Como vimos, em primeira ordem, o efeito Stark é zero no estado |100) .
Vamos entao considerar a perturbagac em segunda ordem. Neste caso,

7

E(g; e Z l(nfmgl z Infmg)l (4.65)

£mg
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Funcoes de onda
= 1
Estados depencrados p=0 ¥ = :E"(l"m “'Vna)
E=0,m=0 ; 3
i meﬂ__'tl.,-"' e&d,
A S 1 'f/z,l,-_tl
3eea,
e 1 -
10 0 v = Tzz(ylm + Wzlu)
Figura 4.5:

onde estamos considerando a soma sobre todos os estados hidrogendsides.
Como E? é mais negativo que qualquer E?, j4 fica claro que o efeito em
segunda ordem produzira corregdes negativas nos estados em questao. Como

© menor denominador possivel & EY — E2, podemos escrever,

AEQ > —e2? Ez_ Z](nﬁmglzll(]{})] (4.66)
g

que estabelece um limite para a correcao que estamos calculando. Para
realizarmos esta soma notemos que (100| z |100) = 0, de modo que,

Y lntm | z|100)2 = ¥ [(ntm,| z]100)2,

nt,m,

£,m,

= 3 (100 z[ntmy) (ném,| z|100). (4.67)

ntm,

Mas como 3, |nfm,) (ném,| = 1 temos que,

> l(néme) 2 [100)[* = (100] 22 |100) =

nt,m,

(4.68)

leu
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V (%o ¥ou 2)
-
- s
-t
o -
- i
etz ’,f =
’/ /""‘—-V
-
e P

N

prm——

T me N (B X+ 2D

T’_ R
Figura 4.6: #
Como Ef — Ef = —:2—0%2 + %% — %_%%ﬂ- temos para a Eq.(4.66),
P P T L P e\
e - eé 2 2 8 3 w_—hr_,\ Z
(2 “aplls. S5 0o a0 (4.69)

TEEZE 3 Zv¢
que serd considerado como sendo a corregao energética de segunda ordem
denominada de Efeito Stark quadritico.

Um importante efeito presente quando dtomo estao sujeito & campos es-
t4ticos é a remocao de um elétron, efeito este que é denominado de ionizagao
por campo elétrico estdtico. A fim de ilustrarmos este efeito consideremos o

potencial total sobre o 4tomo,

2

V= —§;~ + ecz. (4.70)

Um diagrama esquemético de V est4 ilustrado na Figura(??), onde um de-
terminado plano (zo,%) foi considerado como constante e z tomado com

varidvel.
Como podemos ver a presenca do campo elétrico modifica consideravel-

mente o potencial de Coulomb. O alargamento do pogo atrativo faz com
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que haja uma diminui¢ao e aproximagao dos niveis de energias dos estado
ligados. Além disto, a combinagao do campo do préton com o campo externo
faz com que mesmo para energias negativas haja possibilidade para o elétron
escapar do dtomo, num processo de ionizacdo. Isto ocorre quando o estado

energético coincide com o ponto méximo. Classicamente isto ocorre quando,

d Ze?
e e = 4.71
dz ( Vz? +B€z) % )
2
W_Zi e sl e ﬂ, (4.72)
Z .
E=- e es L —2V Ze3¢. (4.73)
v ae il E

E
Assim quando a energia do elétron for,
E = -2V Ze3, (4.74)

havera ionizacao. Em primeira aproxima¢ao podemos tomar £ como sendo
a amplitude do campo elétrico necessério para ionizagdo de cada um dos

idade da ocorréncia do efeito de tunelamento na barreira formada pelos
dois poténcias. Mesmo um elétron num estado ligado é capaz de tunelar
\ } através da barreira ionizando o dtomo. Este efeito de tunelamento introduz
' mais uma possibilidade para decaimento dos estados causando evidentemente
uma diminui¢ao do tempo de vida dos estados e portanto, um alargamento
dos niveis que denominamos de alargamento Stark-'i Na presenca de um

de vida que corresponde ao termo de ionizagao deste estado. Normalmente
estados altamente excitados apresentam grande probabilidade de ionizacao,
servindo como técnica de detecgao para o d4tomo de Rydberg.

-k campo elétrico nem o estado fundamental & estdvel. Existe para ele um tempo



Capitulo 5

Interacao de Atomica com a
Radiacao
Uma grande parte do conhecimento que temos a respeito da estrutura

atoémica, advém de experimentos onde ocorre interagao da radiacéo com sis-
tema atémicos. Também é através da luz emitida por dtomos que podemos

‘muitas vezes identificar os constitintes da matéria ou mesmo de estrelas dis-

tantes. Isto mostra a grande necessidade de entendermos adequadamente
a interacao da radiagao com a matéria nos seus vérios graus de complex-
idade. Neste capftulo estudaremos a interagio da radiagdo com o dtomo.
Iniciaremos com uma aproximacao semi-cldssica onde o campo de radiagao
& tratado classicamente e apés faremos um breve tratamento quantico da
radiagéo explicando com maior cuidado o problema de emissao espontinea.

Comecemos descrevendo a interagao da radiacao eletromagnética com, as
cargas que constituem o dtomo. O campo eletromagnético é normalmente
descrito por um potencial vetor A(r,t) e um potencial escalar ¢(r,t), de

modo que,

E(r,t) = -V¢— %A, (5.1)
B(r,t) =V x A. (5.2)

E sempre possivel trabalhar num “gange”, onde ¢ =0e V- A, de modo que
o campo eletromagnético & completamente determinado pelo potencial vetor

85
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A. O potencial A é solugao da equagao de onda e tem a forma,

A(r,t) = Aj(r)e™* + Ap(r)e =?, (5.3)

onde a parte espacial tem a forma Ay(r) = Ape ™ T, comk = Zek-Ay =0,
mostranto se tratar de uma onda de .... puramente transversal.

A média temporal da densidade de energia no campo eletromagnético é
dada por,

qu w?

P@) = g (B + BY) = 22 Ao() o) = 2 A2w).  (5.4)

Quando o dtomo encontra-se na presenca do campo hd uma intertroca
de energia entre 4tomo e campo. Assim vdrios processos podem ocorrer tais
como: absor¢ao e emissio espontanea e emissio estimulada.

Vamos considerar um volume de controle V' dentro do qual existe a radi-
acao e o dtomo. Neste caso se o mimero de f6tons & N (w), temos que,

w2
pw) = Nw)ie = 2 a3w), (55)
de onde tiramos que,
Aw) = T ), (5.6)

que fornece a amplitude de Ay quando um determinado mimero de fétons

estao presentes. Da mesma forma, podemos determinar a intensidade da ra-
diagéo presente através do cdlculo do vetor de Poynting, cuja média temporal
fornece a intensidade da radiacao,

Nwhw  w?
=

I(w) = p(w)c = S A3(w). (5.7)

Isto &, na verdade, vélido para cada onda plana. E necessdrio adicionarmos
todas as ondas num intervalo espectral Aw para que a densidade e intensidade
representem o valor real,

p= /M p(w)dw, - (5-8)

I= /A ] I(w)dw. (5.9)
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na presenca do campo eletromagnético, o Hamiltoniano que descreve a inter-

acao do elétron com o resto &,
1 € 2
H = 2"—m (p + ::A) — E¢, (5.10)

onde p é o momentum generalizado da particula. Estamos desprezando a in-
teragao do campo eletromagnético com o niicleo, que devido & sua massa tem
efeito desprezivel. Assim, na presenca do campo, o Hamiltoniano atdmico

(esquecendo o termo de spin) fica,

ma“’—g’@ - [2im (~ihv + SA)z " 5:3] (. 1): (5.11)

Devido a estarmos trabalhando no Gauge de Coulomb V - A =0,

2¢72 2 : 2
iﬁ@%}j = [’ﬁzz, - Z: - ;fciA- V+2‘:RCA’] P(r,t). (5.12)
A presenca dos dois termos que dependem de A(w) tem interpretagao dis-
tinta. Sendo proporcional a N(w), o primeiro termo envolve os fendmenos
lineares que envolve a troca de somente um féton com o campo da radiacao.
J4 termos proporcionais a A? proprocional a N(w), corresponde & interagao
que troca dois fétons com o campo de radiagao, o que pode ser verificado
pela sua dependéncia temporal e?* — E ~ 2wh. Para intensidades baixas
o termo mais importante & o termo quadrético que devers ser tratado ade-
quadamente mais adiante.

Comegemos analisando a taxa de transigao causada pelo termo de inter-
acao proporcional a A. Neste caso,

22 = (5, + Hv, (5.13)
a
com, _
e O (5.14)
mc

que representa uma perturbagao com dependéncia explicita no tempo e desta
forma usaremos os métodos perturbativos dependentes do tempo. Escreve-

mos,

T = Celt)hy(r)e 5, (5.15)
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H= 2—111; (p 3§ SA)2 ~ &, (5.10)
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mg‘%?ﬂ = [2—:; (—iliV 4 SA)ﬂ - Z—:f} W(r,t). (5.11)

Devido a estarmos trabalhando no Gauge de Coulomb V - A =0,

5 O0(r,t) _ [_ R’V?  Ze*  ihe

&
= S - T - T A-Viz—A ]1,[)(1*, t).  (5.12)
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tinta. Sendo proporcional a V(w), o primeiro termo envolve os fendmenos
lineares que envolve a troca de somente um féton com o campo da radiagao.
J4 termos proporcionais a A? proprocional a N(w), corresponde & interagao
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o termo mais importante é o termo quadréitico que devera ser tratado ade-
quadamente mais adiante.

Comegemos analisando a taxa de transi¢ao causada pelo termo de inter-
acao proporcional a A. Neste caso,

m%t"l = [Ho + H'] ¥, (5.13)
com, ]
H = —EA-V, (5.14)
mce

que representa uma perturbagao com dependéncia explicita no tempo e desta
forma usaremos os métodos perturbativos dependentes do tempo. Escreve-
mos,

U =) Celtyy(r)e B, (5.15)
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Ao considerarmos um para de estado a e b, somente um dos processos aci-

ma podem estar ocorrendo num determinado instante, de modo que podemos

traté-los separadamente.
Comegemos com o primeiro
A probabilidae de absorgao ocorrerd, ou seja, a probabilidade do dtomo estar

termo que representa a absorcao de um féton.

no estado b €,
e = [Zaa)] (0le*7e- Via))’

Definimos,

t 2
/ dt'e“”“_“’)"l . (5.23)
0

M,. = (b e*"E-V|a), (5.24)

t
0

e a integral,
2 e—iAt |

—iA

e-—t‘.c‘.\t —1 eiAt —1
- ( —iA ) ( iA )
2 — (e + =it _
= A7
1 — cos(At)
gl T ST
A2
= 2F(A,t), (5.25)

de modo que,

o[ =[] (rtutonm 8.0 (5.26)

Como F(A,t) s6 & importante préximo de A = 0, & possivel mostrar que,

1 — cos(At)
A2

Para mostrar consideremos que,

F(At) = = mt5(A = 0). (5.27)

[m g(A)F(A)dA = wbg(0)¢, (5.28)

-0
de onde conclufmos que,

F(A,t) = nts(D). (5.29)
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Desta forma,
{Cz{”(’f)r - F_A%} [Mya(wsa)|* t6(A). (5.30)

A fungao §(A) simplesmente representa a conservacio da energia. E claro

que isto é apenas uma aproximagao e exite um formato de linha associada
com a transicao.

Da expressao aciiwa, podemos determinar a taxa de transicao para ab-
sorgao,

d 2
Wha = = [c2)| (5.31)
e obtermos,
edp)? 2
Wba. =T (_T;;C-) |Mbn(w,,a)] . (532)

onde j4 removemos a fungao §(A) por estarmos considerando apenas radiacao
2 42
ressonante. Em termos da intensidade de absorgio, / = “240

e ?
2med
Ag = ._“-‘2_! (5'33)
w
47%e? I(wse) 2
Wb—-«-n = —n% wga [Mm(w;m)f - (5.34)

Notemos que a taxa de absorgéo é proporcional 4 intensidade da radiacao, o
que caracteriza um efeito tipicamente linear.

Se quisermos expressar a taxa de absorcio por dtomos em termos de
energia, basta multiplicarmos W;_,, por fiwy, e, portanto podemos definir a
seccao de choque para absorgao de energia da radiagao como,

Taxa de absorcio

Opa =

Intensidade ’
Fuvse Wi
Ose(absorcio) = —I(-EM—;G,
4m2e? h 5 e e
Oy, . e w—bnlea(wba)l - (5.35)

A secgao de choque definida acima, pode ser interpretada como sendo a ...

de um disco efetivo que colocado na frente do fluxo de fétons absorve tanto
quanto o dtomo.
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Consideremos agora o segundo termo da integral que fornece |C(t) |%e que
representa o efeito de emissao estimulada, onde o campo eletromagnético
induz o 4tomo a transicionar para um estado de menor energia fornecendo

ao campo um féton de energia. Neste caso,
Eb = Eo — hw. (536)
O processo de emissdo estimulada é exatamente o inverso do processo
de absorcao, e utilizando um procedimento matemadtico semelhante ao de
absorcao, obtemos,

_— 4m2e? | s
Wa = — (“‘;“”) |Md,(wba)|2 , (5.37)
m-C ww

onde Mq = (a| €72V [b) é o elemento de matriz da transigao estimulada.

Da mesma forma podemos mostrar que,

Wﬂb — “’rbn: (5'38)
€

Ogp = Opg- (539)
Assim vemos que ... mesmo campo de radiacio o nimero de transigoes

por unidade de tempo excitanto o dtomo de a para b é o mesmo niumero
de transigdes por unidade de tempo desexcitando o dtomo de b — a. Este
resultado estd consistente com o chamado principio detalhado de balanco
no qual um sistema fechado contendo dtomos em equilibrio com radiagao a
probabilidade de transicao de a — b € a mesma de b — a para qualquer par
de estados.

Apesar das taxas de transigoes serem iguais (wap = Was), & €missao es-
timulada é em geral menos intensa do que a absorgao, devido ao fato de que
normalmente a populagio de dtomos excitados é muito menor do que a pop-
ulacdo do estado fundamental, de modo que a probabilidade de absorgao €
em geral maior. No entanto, se atingirmos o regime onde um grande nimero
de atomos é colocado no estado excitado (convencionalmente este estado é
denomindao de inversao de populagao) entao a emissao estimulada passa a
ser bastante importante. Uma das aplicagoes da emissao estimulada neste
caso & o LASER, que seré visto como uma das aplicagoes no final do curso.
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Além da absorgao e emissao estimulada que sio dois processos que

s6 podem ocorrer quando o campo eletromagnético est4 presente, existe um
outro processo muito importante denominado de emissao esponténea, no
qual, mesmo na auséncia de campos, um 4tomo num determinado estado
excitado b pode decair para um estado de mais baixa energia a fornecendo
ao meio um féton. Este processo s6 pode ser convenientemente tratado na
eletrodindmica quéntica (QED), onde campo e dtomo sio conjuntamente
quantizados. Podemos, no entanto, utilizar alguns argumentos simples que
nos permitem entender aproximadamente o fendmeno em nossa aproximacao
semi-cldssica. Um tratamento mais rigoroso deverd ser feito mais adiante.
Se tivermos um determinado mimero N (w) de fétons dentro de um volume
de controle, como vimos o potencial vetor sers dada por,

1/2
A, = ( M’i‘fl geilkr-wt)

wV (5-40)

Se utilizarmos este Ay para a taxa de absorgao vista anteriormente, tiramos,

e* 2mc®hN (w) 2
Wie = 2m (mzc T )lel b(w — wsa),

Wiz = %[M@(zd(w—wh), (5.41)

que coincide com o resultado obtido por QED. Notemos que ao introduzir-

mos o mimero de fétons estamos automaticamente quantizando o campo de
- radiacao. Assim, a taxa acima representa a probabilidade de absorgao quan-
do N(w) fétons estao presentes. Neste processo hd adicao de um féton ao
campo de radiagao. A criagao de mais um féton ao ntmero jé existente faz
com que tenhamos o vetor potencial escrito como,

1
o[BG 1)

wV (o42)
portanto a taxa de emissio fica,
— 4r%e? A(N(w) + 1)
W ab = mZ T lﬂf@lzé(w = l‘.dba). (543)

Esta taxa de emissio nao é exatamente a obtida pelo resultado cléssico, pois,
neste caso temos que colocar N + 1 e nao M.
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A aproximacao semi-cldssica nos permite despresar 1 frente ao N(w).
No entanto em QED nao devemos fazer isto, pois notemos que mesmo na

auséncia de f6tons no volume de controle, N(w) = 0, ainda hd probabilidade

e taxa de emissao,

2 2
WS = %% (Moo 6(w — wa)- (5.44)
Como esta emissao ocorre na auséncia de fétons ela é denominada de emissao
espontinea, e sua taxa de ocorréncia nao depende da intensidade da radi-
agao (como no caso estimulado), mas notemos que ainda hd uma dependéncia
do volume V', considerado como volume de controle. Isto ocorre porque essen-
cialmente a emissao espontédnea depende exclusivamente da transferéncia de
energia do 4tomo para a cavidade (ou volume de controle), isto &, a emis-
sao esponténea nada mais é sendo a transicao que acopla estados atdémicos
com estado da cavidade. Assim a expressao que obtemos nao estd comple-
ta, pois a ocorréncia da emissao espontdnea de um féton numa determinada.
direcao deve de alguma forma depender de quantos estados a cavidade tem
a disposi¢ciio para acomodar aquele determinado f6ton. Assim para saber-
mos a taxa de emissao espontinea numa determinada direcao compreendida
pelo dngulo sélido df?, temos que calcular o mimero de estados de fétons
disponiveis neste intervalo. Calculemos entao a densidade de estados p,(w)
para os fStons. '
Seja o volume V constituido de uma caixa de lado L. Os estados de
fétons dentro deste volume sao impostos pelas condigoes de contorno na
parte espacial dos campos e T, que deve ser periédicos no volume. Esta
condigao impoGe que,
27

kx = Tﬂ;, (5.45)
27
kﬂ — T‘n‘“ (5.46)
: 2
i %nz, (5.47)

onde (nz,ny,n.) é o conjunto de nmimeros inteiros que representam os vdrios
estados do féton. Na aproximagao onde L é grande, a variagao enfre os
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sucessivos k é muito pequena. Entao podemos tratar as varidveis n,,n, e n,
como continuas. Neste caso, o mimero de estado com k entre (k;,ky,k;) —
(kz + dkg, k, + dk,, k, + dk.) &,

L\3
dnzdnydn, = (ﬂ) dk.dk,dk., (5.48)

que expresso em coordenadas esféricas, lembrando que L* = V e k, +k,+k, =
k?, torna-se,

V
du,dn,dnz = @—ﬂj"ikzdkdﬂ (5.49)

Com isto equivale 4 um intervalo de frequéncia dw = cdk (w = ck), chamando
de p.(w) a densidade de estados de fétons com frequéncia no intervalo dw num
4ngulo sélido df2, temos,

dngdnydn, = p.(w)dwds,

VvV w?
W?dwdﬂ, (5.50)

Assim, a taxa de emissao espontanea para emissao de f6tons dentro do 4ngulo
sélido df2 é,
Wa@aa = | Wap.@wda, (5.51)

e fazendo a integracao da funcao §, temos,

2
Wa @) = 225 M da, (552

que é a taxa de emissdo espontinea dentro de df). Este decaimento envolve
somente dois estados, e estamos atribuindo a cada estado de f6tons somente
um féton. Na verdade, havendo duas polarizagoes independentes, é possivel
acomodar dois fétons por modos, s6 que o elemento de matriz pode depender
do estado de polarizagao do féton emitido. A taxa total de decaimento de
um estado b — a é obtida somando as polarizagdes e integrando em toda

direcao. Desta forma a taxa total de emissao esponténea de b para a €&,

e o sy u i . 53
R vy §w5a| ab(Wa)[ (5.53)

onde a soma em representa os varios estados de polarizacao independentes.
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Até agora utilizamos o elemento de matriz M, *(Wsa), sem mencionar como
este pode ser calculado quando ele é significativo, etc. Em muitos casos de
interesse, o calculo deste elemento de matriz é consideravelmente simplificado

se fizermos uma expansao do termo e ¥,

; 1
e *r =1 +ik. r+5 (k- r)?+.... (5.54)
Esta expansao justifica-se no fato que muitas vezes o comprimento de onda
da radiagao & muito milhares de vezes maior que a extensao espacial da
fancao de onda de modo que k-r << 1. Como exemplo, considere uma
0
transicio Sptica, onde k ~ & ~ 10° em ' er ~ 1 A~ 1078 em™1, de
modo que no maximo teremos k - r ~ 10~% cm~'. Neste caso para o dtomo
podemos considerar o campo eletromagnético sem variacao espacial, de modo
que podemos considerar apenas o primeiro termo da expansao,
e ey ], (5.55)
Ao removermos a dependéncia espacial do campo, sé havera interacao do
campo elétrico da radiacao com o dtomo (que € neutro) via um termo de
dipolo elétrico (E - fi). Assim ao fazermos a aproximagao acima, estamos
trabalhando na aproximacao de dipolo elétrico para transigoes eletrdnicas.
Desta forma, na aproximagao de dipolo elétrico,
My, = (ble * eV |a),

= 2= (@lpla),

= E-%m (| ¥ |a), (5.56)
onde usamos p =m r= ihiV. Assim, o cdlculo do elemento de matriz reduz-
se ao célculo de (B] r |a), que pode ser obtido facilmente atréves da equagao
de Heisenberg, .

l."ﬂ .I,E {l', Hu] 5 (557)
onde é Hy 0 Hamiltoniano nao perturbado, pois, estamos tratando dos estado
4, e 1, nao perturbados. Desta forma,

blrla) = (ih)™" (bl rHo — Hor|a),
1
- = (B E)blrla),
= iwp, (bl |a).- (5.58)
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Denotando (b| r |a) = rpe, podemos escrever o elemento de matriz como,

Midpg -

My, = ~ ETg. (5.59)

mostrando que o elemento de matriz depende da existéncia de r,, que é o
mesmo que dizer que os estados ¥, e ¢, estao conectados através de um
deslocamento da nuvem eletrénica que, portanto, representa a inducao de
um dipolo elétrico durante a transicao eletranica.

Normalmente é conveniente introduzir o momento de dipolo elétrico,

D = —er, (5.60)

de modo que -D - E representa a interacao da radiacao com o campo de
radiacao. O elemento de dipolo tem elemento de matriz,

D = —e(b|r|a), (5.61)
que estd relacionado com Mj, por,

My, = —?_. Dy, (562)

e assim a taxa de transicao para absorgao na aproximacao de dipolo elétrico
é dada por,
dr%e? I(wpa) m’wi,

Wo="le . o Po- > 45
ou seja.,
tpolo, 4 " —~
W™ = = 1(wsa) [E-Dal” (5.64)

Notemos que a taxa de absorcao, na aproximacao de dipolo elétrico, de-
pende essencialmente de como o dipolo da transicao orienta-se com respeito
a polarizacao da luz que portanto tem um importante papel nesta transigao.
Quando D, entre dois estados é nulo, a transi¢ao via dipolo elétrico é proibi-
da. Neste caso nao quer dizer que nao haja transicao, pois os demais termos
do elemento de matriz A, nao sao necessariamente nulos. Ela é apenas
proibida por dipolo elétrico. No caso do elemento de matiz na forma nao
expandida ((b| e *72-¥ |a)) ser nulo, a transicio é estritamente proibida.
Mesmo neste caso a transigao s6 & proibida quando somente um féton esté

envolvido sendo possivel via dois fétons, etc.
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Vamos definir # como sendo o &ngulo entre a polarizacao £ e i, de modo
que a taxa de absorgao fica reduzida &, -
L{,f(dip"lo) L ﬁezf(w ) ’r '2 ('052(6) (5 65)
ab e cﬁ? ba ba ? - -

No caso da radiacao nao polarizada, o resultado acima é melhor repre-
sentado se substituirmos o valor de cos?(8) pelo seu valor médio,

cos?(f) = —l—fh[cosz(ﬁ)sin(ﬂ)dﬂd:p,

1 2 0053(9) *

- 4 - S
1

= = 5.66
3 ? ( )

de modo que para luz nao polarizada,
2
W @#94°) (gem polarizagio) = ‘;” T I(wha) [rsal”- (5.67)

Esta expressao também representa a taxa de emissao estimulada na aprox-
imacao de dipolo elétrico com polarizagao aleatéria. Por outro lado, para
a taxa de emissdo esponténea, & obtida quando consideramos fétons emiti-
dos dentro de um determinado &ngulo sélido df2, na aproximagao de dipolo
elétrico,

wﬂbﬁe m2w?,
27rm2c3 h2

wi@de = [Eruld

2(6)ds. (5-68)

2 s el cos

Neste caso a polarizacao refere-se evidentemente a polarizagao do féton
emitido. A taxa de emissao espontdnea total pode ser obtida integrando-se
sobre todas as possiveis orientagoes,

WS = 2 f W, ()Y,

- ras|’ / b /1 cos?(0) sin(0)dbdeo,

ur‘*
onhe Ir"‘" < ”3 (5.69)

= 2
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onde o fato de 2 advém de estarmos considerando duas polarizacoes indepen-

dente. Com isto,

43,2
S T tah
Wes = 370

com j—i = « (constante de estrutura fina), a taxa total de emissao espontanea

]rﬂblz ’ (5‘70)

no caso de transicao dipolar elétrica, fica,

4w o
w3 = 5 :; frasl?. (5.71)

Nesta altura do campeonato é conveniente fazermos um tratamento paralelo
do problema da emissao esponténea, afim de introduzirmos os coeficientes A
e B de Einstein. Este tratamento alternativo demonstra que a relagao obtida
acima é verdadeira.

Consideremos num determinado volume de controle a existéncia de dto-
mos em equilibrio com radiagao & uma temperatura T. F, e E}, sao as energias
de dois estados a e b (E, > E;), p(ws,) é a densidade de energia da radiacdo,
na frequéncia w,, . A taxa de dtomos absorvendo energia e transicionando
dea—bé NM, que evidentemente é proporcional (i) ao nimero de &tomos
do estado a (IV,) e (i) a densidade de energia da radiagao capaz de fornecer
a energia necessdria para a transigao p(wpg). Assim,

Nsa= ByaNap(wsa), (5.72)

onde B, é o chamado coeficiente B de Eintein para absorcao. Como
J4 vimos que a taxa de absorgao é Wy,

Nya= My N, (5.73)
de modo que,
Wia
Bea= =2, 5.74
b = na) (5.74)

Com p = { e usando W, obtida anteriormente obtemos,

47"262 2
Bba = -3--"—{{- Irabl N (5.75)

na aproximagao de dipolo elétrico.
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Por outro lado a taxa de dtomos fazendo a transigao b —a € N, , que é
a soma da emissao esponténea e a emissao estimulada,

b= AasNp + BaoNpap(Wha), (5.76)

onde N, & o nimero de &omos no estado b. Ag € © chamado coeficiente
de Einstein para emissao esponténea e By é o chamado coeficiente
Bose-Einstein para emisssao estimulada.

Como estamos tratando de dtomos em equilibrio com a radiagao N:m =Na.b1

igunalando ambos os termos encontramos que,

No _ Asw+ Bapp(was) (5.77)
N, Brap(Was)
Para um sistema em equilibrio temos,
N,
Na _ —(Ba—Ep)/kT 5.78
Nb € ? ( )
de onde encontramos que,
o (5.79)

p(wbﬂ) == Bme_whﬂ:T - Bab H

mostrando que dtomos em equilibrio com a radiagao reproduz a densidade

de energia dada pela lei de Planck para radiacao.
Como da lei de Planck sabemos que,

gy 1 (5.80)

p(wia) = w2c3 e Mwwa/KT —1°

por comparacao encontramos,

Bys = Baa, (5.81)
ﬁw3
A = ——rzggBab. (5.82)

Este tratamento simplificado traz implicito toda a conclusao que tiramos
anteriormente. A primeira relacao simplesmente confirma o principio do
balango detalhado. O tratamento de Einstein é interessante porque introduz

as vérias taxa de transicao de uma foma estatistica, sempre trabalhando com

populagoes.
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5.1 Regras de Selecao

Como vimos nas paginas anteriores, a ocorréncia da transicao eletrénica
via dipolo elétrico depende essencialmente da quantidade |5-ra|®. Portan-
to, temos uma forte dependéncia entre o estado de polarizagao da luz e a
existéncia de um deslocamento T, na mudanga de estados.

Vamos expressar £ € I em coordenadas esféricas por se tratar da coor-
denada normalmente usada para expressar os estados atémicos.

A polarizagao = ( &;,&y,;), pode ser expressa em termos de £g,51 € £-1

definidas em termos das componentes caracterizadas como,

|
= _E(Ez + 18y), (5.83)
i £
e1= 75— &), (5.84)
e
€0 = E=- (5.85)

Se a direciao de propagacdo da radiacao ocorre ao longo da diregao z, evi-
dentemente sendo uma onda transversal £, = 0 a polarizacao da luz devera
ser expressa em termos dos estados €1 € £-1. Neste contexto €1, representa
o estado de polarizacao da luz circularmente polarizada a direita (RCP) no
qual os fétons carregam momento angular h. €5 €0 estado circularmente
polarizado & esquerda (LCP) carregando momento angular —A. No caso de
uma luz planc polarizada na dirego z, o estado de polarizagéo & dado por
Er = 7]2-(—51 + £_;). Assim por diante qualquer estado poderd ser obtido
pela combinacio dos estados g4(g =0, +1).

Da mesma forma as componentes do vetor deslocamento r também podem

ser expressas em coordenadas esféricas definindo-se r;,7_3 € Tg COIMNO,

= ——(x+i),

] = ‘/5

1 :
= ———rsin(d)e”,

V2
47\ 2
= 7T (_3_) yl,]'. (87 @)l {586)
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.1 = %(z—iy),

= %r sin(8)e” |
() e -
e
ro = z=rcosb,
- (%) hate.0) (5.88)

L facil notar que cada componente de polarizacéo &, & paralela a 74 (¢ =
Q, il) de modo que o produto escalar de interesse £-Tq, €m termos das com-

ponentes esféricas fica,

Erw= Y, &¢(blrela). : (5.89)
g=0,+1
Chamando,
(bl g la) = I3 ot mtyms (5.90)

sendo r/, £, m' os mimeros quénticos para o estado b, enquanto n, {,m sao os
nimeros quénticos para o estado a. A expressao explicita para I &, '

4m\? . .
I?I',!',m",n,!,xn = (-5') ./o-n rsf?ﬂty(r)R"l(T)dr f Y;,m,lﬁaYmdQ_ q= 0, +1
(5.91)

Desta maneira o valor de,

Efw = Z EQI:’,t’,m'p,t,m' (5'92)

¢=0,+1
é o que determina a probabilidade de transicao.

A integral radial contida na quantidade IZ, 1 ' o t,m S€T4 SETIPTE DEO nula,
enquanto & integral 4ngular somente nao seré nula se haver um determinado
compromisso entre valores de ém, ¢m’ e q. E exatamente este fato que dé

origem ao surgimento das regras de selegao.
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Comecemos analisando o problema da paridade dos estados inicial e final.
Como vimos a paridade do estado ¢ dada pelo valor de ¢, porque a operagio
- de inverso r — —r fornece,

Ve (—T) = (=1) Yo (r)- (5.93)

Assim, sendo £ par ou fmpar, o estado terd paridade par ou impar. Vamos
agora analisar a integracao da parte em 6 na expressio acima.
Como a integragao em 6 s6 nao & nula se,

£ + £ + 1 = ntmero par. (5.94)

Estabelecemos a primeira regra de selecao no caso da transigao via dipolo
elétrico, pois, a igualdade acima sé é verdadeira se £ e # nao sio simultane-
amente de mesma paridade. Assim,

“Na transi¢io eletrbnica via dipolo elétrico,
o estado atdmico temn que mudar de paridade.”

Desta forma, transigdes do tipo s — s ou p — p, etc, nao sio permitidas.
Consideremos as integragao angular na coordenada @, temos que, usando
o teorema da adicao,

+1

nm(gr ga)}’l,q = Z C(I’r er 1, m,q,m -+ Q)YL,M"'?(G’ ‘]0), (5'95)
L=je-1

sendo que a integragdo em @ exige que ¢ = L, ou seja,
0=£+1,40—1. (5.96)

Como ¢ = £ nao produzird transi¢ao dipolar (como vimos na regra anterior),

estabelecemos a segunda regra de selec@o para transicio eletrénica dipolar
elétrica,

| “Na transicéo eletrénica via dipolo elétrico, # — ¢ — +17 |

Considerando agora a integracéo angular em o,

2
/ el(‘l'l'H*Q"m')‘Pdso o aﬂ'l-l-q,m" {5_97)
]
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Esta equagao mostra que a transicao entre os estados de valores m, dependeréd
essencialmente do estado de polarizagao de luz. A regra de selegao para o
ntmero quintico m pode assim ser estabelecida,

“(q = 0) Para luz plano polarizada na diregio de quantizagao z,
q=0,temosquem"=mou&m=0.

(g = £1) Para luz circularmente polarizada 4 direita propagando-
se paralelamente & direciio de quantizacio, temos m' =m+1lou
Am = +1, ocorrendo transicdo somente quando haver acréscimo
de uma unidade no niimero quéntico m.

(g = +1) Para luz circularmente polarizada & esquerda (LCP) pro-
pagando-se paralelamente & direcéo de quantizagio, temos
m=m-1 ouAm=—1,ooorrandotransi§50dipdlarelétricaso-
mente quando haver decréscimo de uma unidade no mimero

quantico m.”

E importante notar que esta rég'xa. de selegio & uma manifestagao clara da
conservagio do momento &ngular durante a interacio féton-dtomo, de modo
que a absorgao do féton exige a mudanga de momento &ngular de acordo com
o momento que ele carrega. Outro aspecto importante & que quando a luz
plano polarizada caminha paralela ao eixo de quantizacdo, esta polarizagao
pode ser vista como uma composicao de LCP e RCP, sendo desta forma
permitidas ambas transigoes Am = £1. L

Com respeito a mudanga de spin eletrénico durante a transicio dipolar
elétrica devermos notar que do fato do operador de dipolo elétrico nao depen-
der de coordenadas de spin, os estados de spin sao transparentes ao operador,
assim 1o célculo do elemento de matriz M, obteremos um resultado néo nulo

somente quando néo haver mudanca de spin, ou seja,

I “Na aproximagcao de dipolo elétrico 36 haveré
| transigoes entre estado atomicos que tenham
|
|

o mesmo estado de spin AS =07
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5.2 Aproximacao de Dipolo Magnético e Quadrugp.o-

lo Elétrico _ ”

Até agora, estudamos as regras de selecao somente para os casos em -
que temos transicdo via dipolo elétrico. Mas ao expandirmos a dependéncia -
espacial do elemento de matriz, ' -
e xXep=cp+k-rep+.. (5.98) ”

temos um segundo termo da forma,

k-x&p = (Epk - rErp- k)+—;—(k-é‘) il (5.99) -

O primeiro termo & denominado de termo de quadrupolo elétrico por ser .
semelhante & interagao de um qﬁ_adrupolo com o campo, O que torna-se mais
evidente apés manipulagGes deste termo semelhantemente ao que fizemos com
o termo dipolar elétrico. O segundo termo, temos que k-£ = B, enquanto que
r-p =L, de modo que este termo representa uma interacio do tipo B - L -
(onde B é agora a componente magnética do campo de ra.dm.gao) € portanto,
& chamado de dipolo magnético.

No caso de transigao quadrupolar elétrica, os elementos de matriz tferiio -
termos do tipo (zy), (yz) e (zz), utilizando um procedimento semelhante ao -
anterior tiramos que para transigoes quadrupolares elétricas note as seguintes
regras de selecao:

Al =0,42 -
Am =0,+1,+2
£=0—¢ =0 & proibida.

No caso da transigdo via dipolo elétrico, como o operador claramente
depende de L, pode haver interagao adicional com estados onde a interagao
spin-6rbita j4 foi levada em conta, de modo que as regras de selegio para bl
transigoes via dipolo magnético sao:

AL=0 -
Aj=0,+1 .
Amy; =0,+1.




5.3. ASREGRAS DE SELECAO QUANDO A ESTRUTURA MAIS PRECISA DO ATC

Um exemplo de transigoes dipolares magnéticas sao as transigoes entre esta-
dos hiperfinos. '

E importante salientar que transigoes envolvendo A4 = 0 podem ocorrer
tanto no dipolo magnético quanto no quadrupolo elétrico. Porém transigoes
envolvendo A = 2, somente poderao ocorrer via quadrupolo elétrico. Assim,
por exemplo, transigdes 1ls — 3d ocorrem apenas via quadrupolo, sendo

bastante intensa em muito casos.

5.3 As Regras de Selegao Quando a Estrutu-

ra mais Precisa do Atomo é Considerada

Até agora tratamos essencialmente os estados sem considerar corregoes
relativisticas de qualquer natureza. No entanto, elas nao sao grandemente

alteradas quando as estruturas finas e hiperfinas sao levadas em conta.
Para os nfveis provenientes da estrutura fina cada estado £, dard origem

a um multipleto £j, onde j tem valores de |£+ S| até |€ — S|. Como o estado
ainda contém explicitamente o mimero quéntico, as regras para transicoes
eletronicas via dipolo elétrico ainda exigem que,

AL=+1, (5.100)

com a extensao de que,
Aj =0,+1. (5.101)

Estas duas regras de selegdo em conjunto determinam grandemente as vérias
transigoes possfveis entre os estados de estrutura fina na aproximagédo de
dipolo elétrico. Como exemplo temos os chamados dupletos, provenientes de
stomos hidrogendides. Nos metais alcalinos o estado fundamental s forma
com o primeiro estado excitado um dupleto bastante conhecido. Neste caso,
as regras de selecdo permitem ambas transigoes entre estados excitados e
o estado fundamental, proibindo transigdes entre estados de mesmo . As
transigoes permitidas estao mostradas na Fig.(77).

No caso de transigoes entre um dupleto p e um dupleto d, temos a for-
macao de um multipleto de linhas. Como na aproximagao dipolar A; = 0, £1
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Figura 5.2:

nem todas as transigoes de multipletos sio permitidas. Desta forma, ao con-
siderarmos transicGes de (py/3, Pass) para (ds/z, ds/3), somente trés linhas serdo
observadas, como podemos notar na Fig.(7?).

No caso das transices s — p do dupleto considerado acima, ao.re-
alizarmos a integracio para célculo do elemento de matriz, a parte radical
€ a mesma enquanto que a parte angular fornecerd diferentes valores. Real-
izando a integracéo da parte angular (veja problema n? 1) & possivel mostrar
de uma forma bastante simples que a taxa de transicao entre varios estados
de estrutura fina obedecem a seguinte regra de proporcionalidade:

e e T e e e e ———
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v 31/27P3/2 __
transibes p | ;. =5 - =2

P —+
transicéo pd ;’—;ﬁ:—ﬁ% =9
Paja—rdasz __ 1
Pisa—dsya
Pa/a—*ds/2 __ 5
dm/'.:}dsm

. s/2—J7/2
transicac df E;:g—_:ﬁ = 20
ds/2—T5/2 __ 1
dg/a—rT5/2
dspz—Jr/2 — 14.

dasa—fs/2

Estas proporgoes também revelam as proporgoes entre as intensidades

espectrais.

Ao submetermos a estrutura fina a um campo magnético estdtico, como
vimos haver4 separagao das linhas espectrais nos vérios possiveis m; de cada
estado. '

No caso de campos magnéticos intensos (efeito Zeemam normal), o cam-

po separa evidentemente 4s vérias componentes m, e portanto, a regra de

selegao,
Am,=0,%1, (5.102)
continua vélida, (a excitacio neste caso dependerd do tipo de polarizagao uti-
lizado enquanto o decaimento esponténeo ocorrerd em todas possibilidades.
Como para cada estado hd agora trés possibilidades de transicao, a estrutura
espectral originada € denominada de tripleto de Lorentz. Como exemplo
ilustramos na Fig.(7?) o caso da transigio p — d na presenga de campo forte.

Os vérios grupos de linhas formam o tripleto de Lorentz. No caso da
presenca de um campo magnético, a direcao do campo é naturalmente a
direcio de quantizagio e as vdrias possibilidades de excitagao de acordo com
a polarizacio da luz deverao ser analizados com respeito 4 esta direcao.

No caso de campos moderados (Efeito Zeeman andmalo) na presenga -
de campo os estados abrirao nos varios m;, ainda permanecendo a regra de
selecao AL = =1, e como a variagao de momento angular na diregao de
quantizacao é dada por m;, a regra de selecao dipolar elétrica fica agora,

Amj = 0, +1 (5.103)
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Figura 5.3:

As transi¢Ges permitidas no caso 5 — p est&o qualitativamente mostradas
na Fig.(77)

No caso de estarmos considerando os estados da estrutura hiperfina, os
estados agora .... apresentarem um £ € um 7 bem definidos, também apre-
sentardo um spin total F', e componentes magnéticas mp.

"**Desta forma as regras de selecao para £ e j continuam sendo as definidas

pelas Eqgs.(5.100) e (5.101). Em adicao, pode-se mostrar que na transicao
dipolar elétrice, o elemento de matriz j4 nao & nulo para AF — 0,41, com
a adigBo que transigdes ' = 0 — F’ = 0 ndo sdo permitidas. Notemos
que agora transigoes envolvendo mesmo j porém diferentes F' passam & ser
permitidas embora normalmente fracas e na regiao de microondas.

Para o caso da estrutura hiperfina dos estados S1/2,P1/2 € P3/2 Do caso de
dtomos de hidrogénio (I = 3) estao ilustrados na Fig.(77).

No caso de estrutura hiperfina mais campo magnético, as regras de selecao
continuarao as mesmas para £,j € F' e como agora a componente &€ que
representa o momento magnético na direcdo de quantizagao, as regras de
selecao Amp = 0,1 de acordo com a polarizacao da luz serao vélidas para
mg. A.SSiIIl,
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3/2
2pu: ! 12
b 12
3z
1P e— 12
" + 12

!

]

i

L

1
[ 111

A
= -2

Figura 5.4: As transicGes de dipolo elétrico entre os nfveis 7 = 2en =1do
‘280

hidrogénio, em um campo magnético fraco, resultam em quatro linhas da tre 2
212 — 18172 seis linhas da transicao 2ps/2 — 181/2-
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“As transicGes dipolares elétricas na estrutura hiperfina
ocorrem quando: Al =*1, Aj=0,+1 AF = 0,%£1 (exceto
F' =0, F' =0) e Amp = 0,1 de acordo com o estado de
polarizacao da nz.”

5.4 Linhas Espectrais e Tempo de Vida de
Estados Excitados

Voltemos a considerar os dois estados genéricos |a) e |b), que como vimos
anteriormente apresenta uma intensidade de transicao proporcional a ITsal’.
Imaginemos que tenhamos um determinado estado |a) e vérios possiveis es-
tados excitados (k). Ao analizarmos todas as possfveis transigoes [a) — [k),
observemos a existéncia de uma variacio de intensidades relativas entre as
vérias transicoes. Esta intensidade relativa existente entre este determinado

grupo de transigoes, depende grandemente de |Tsa)®. Desta forma, & comum
definirmos a quantidade,

2Miiq
fra = r:;k ITeal”, (5.104)

como sendo a forga do oscilador para a transigio em questao. Como wy, =
"’Ji“e""—;&l para fy, > 0 temos a absorgioe para fi, < 0 a emissio.

A forca dooscﬂadordeﬁnidaacimaobedeoeachamadaregm da soma
de Thomas, Deiche e Kuhn,

> =1, (5.105)

onde a soma & realizada incluindo todos os estados (mesmo o contfnuo deverd
ser incluido).

Em termos da forca do oscilador, a taxa de emissio espontinea na aprox-
imagao de dipolo elétrico é dada por,

443 3¢
W = ol b
@ = 372 %Sk
2w B
WS = a4, (5.106)

Ry
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Nivel inicial | Nfvel final [ n=1|n=2|n=3|n=4|Y " ; | contfauo
1s np — 0.416 | 0.079 | 0.029 | 0.041 | 0.435
2s np = - 0.435 | 0.103 | 0.111 0.351
2p ns | 0.139 — 0.014 | 0.003 | 0.003 | 0.008
2p nd = — | 0696|0122 | 0100 | 0.183

Tabela 5.1: Valores calculados para a forca do oscilador para estados hidro-
gendides

F muitas vezes conveniente definir a forca média do oscilador entre esta-
dos hidrogenéides (n, £), (n',#) levando-se em conta a média das transigoes
envolvendo diferentes ndmeros quanticos magnéticos m, m’. Assim,

“.fn,l,n’,!.‘ = 22 31 z Z o ettt (5.107)

m'=—£ m:-—!

Alguns dos valores calculados de F para estados hidrogendides estao mostra-
dos na Tabela(5.4) e uma extensiva lista pode ser encontrada no livro de

Bethe e Salpeter.
Para 4tomos hidrogendides a forga do oscilador diminui & medida que n

do estados superior aumenta. Isto faz com que a taxa WS também diminua

com n. Imaginemos uma determinada amostra que apresenta N(t) dtomos
num determinado estado |b) no instante de observacgao t. Todos os possiveis
decaimentos espontineos de |b) para todos estados |k) contribuem para a

variacio temporal do mimero de stomos N(t). Sendo WS a taxa de decai-

mento espontaneo [8) — |k), a variagdo do mimero de dtomos N () em |b),
seré,
dN(t
dt( ) —N(¢t) Z WS, (5.108)

e se chamarmos Y, W5, = 77}, determinamos que,

N(t)=N(t=0)e~, : (5.109) |

onde T é o denominado tempo de meia vida ou simplésment.e tempo

de vida do estado |b). Para 4tomos hidrogendides a soma acima pode ser
realizada para um nicleo de mimero atdmico Z arbitrarios, € pode-se mostrar
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que,
7(Z=1)
zt
Portanto, conforme a Eq.(5.110), o tempo de vida dos estados escala com
Z; hé uma grande diminuigdo do tempo de vida dos estados quanto maior &
o mimero de prétons no nicleo. Este resultado é razodvel, dado o fato que
quanto maior a carga mais ligado &€ o estado fundamental e, portanto, maior
a tendéncia em decair para estados de mais baixa energia. Os estados com

(Z) = (5.110)

tempo de vida longos, principalmente por apresentarem decaimento proibido
por dipolo, séo ditos metaestdveis. Um exemplo de estado metaestdvel € o
estado 23 do hidrogénio que normalmente decai 4 1s com um tempo de vida
da ordem de 3 sec. '

Devido ao fato dos estado ndo serem perfeitamente estéveis, vivendo em
média por um tempo , o principio da incerteza de Heisenberg requer que o
estado esteja localizados dentro de um determinado estado de energia. Isto
faz com que ao investigarmos a transigao de um estado b — a e vice-versa haja
uma probabilidade finita de observagao da transicao quando nos encontramos
num intervalo espectral L + 1 ao redor de £:5E2. Isto equivale a dizer que a
absargéio ou emissao de fétons durante nma transicao eletronica ocorre num
intervalo de energia gerando uma linha de absorgao ou emissao com
largura e forma.

Imaginemos a transigao b — a, onde por simplicidade tomaremos @ como
sendo o estado fundamental e que portanto & estdvel (X — 0) . Lembrando
as equagoes utilizadas no infcio deste Capitulo, temos que,

Ca (t) = é Z (a] H'(t) |k) Cre™=*t, (5.111)

onde H' = w%A -V para o caso onde o potencial vetor apresenta N = 0

~Jétons no campo de radiagéo e somente a parte correspondente a emissao de

ra.dmgﬁo é mantida. Ao contrério do que vimos no inicio deste capitulo, Cq
terd uma dependéncia explicita em w.

Vamos utilizar a séria de C,, mantendo somente o estado b,

Co (w,t) = #%Ag(w)ﬂ;\b(w)e*(“'”“"_“Co(t), (5.112)




5.4. LINHAS ESPECTRAIS E TEMPO DE VIDA DE ESTADOS EXCITADOS113

— . Y ;
onde M, i4 corresponde ao elemento de matriz feito a média angular como
discutida anteriormente ao considerarmos o acoplamento com os possiveis

modos do campo de radiacéo, (6 representa uma fase)

1/2
Ao(w) = —-—21?) : (5.113)

Anteriormente resolvemos a equagao diferencial acima tomando-se C(t) ~ 1.

Agora, & mais apropriado tomarmos,

GC(t) = 1 t <0,
Gy(t) = e*  t>0. (5.114)

Com esta aproximagao integramos a Eq.(5.101) para obter,

t ]
Calw, t) = == Ao(w) M op(w)e™ f SRRl (5.115)

Portanto,
. & _ " ei(w—wh)t’e—% —if
Calw,t) = _;Ao(w)M:,,(w)e ? H—wna) — L

(5.116)

A probabilidade que a transi¢ao tenha ocorrido num determinado instante ¢
& exatamente |C,(t)]?, que fornece uma expressao oscilatéria amortecida. No
limite de t >> T, a probabilidade do decaimento ter ocorrido serd propor-

( L )2-— . N (5.117)

m - (L:J — wba)"‘ -+ iz
mostrando que mais provavelmente a radiagao ser4 emitida ao redor de w =
e esta probabilidade decresce a metade de seu valor méximo quando
W = Wpe 51; Chamamos I' = % . temos que I representa a meia largura de
transicao, ou seja, I' é a largura de linha de transi¢ao. A linha de emissao
pode ser corretamente calculada fornecendo,

r2
4 (5.118)

(w_,w’m)Z_‘_r;’

cionar &,

Woa

P(w) ‘———.Po

onde F, é uma constante.
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No caso de transi¢des envolvendo dois estados quaisquer & possfvel mostrar
que a largura da linha espectral durante a emissio &,
1 1
I'= o e = (5.119)
Como de um modo geral o 4tomo nao est4 isolado, existern v4rios mecanismos
como colisGes, alargamentos Doppler, etc que promovem alteracao na linha
espectral. No caso de alargamento por colisdo, por processo nio radiativo,

dNy N

onde k é o mimero de colisGes por unidade de tempo que remove 4tomos do
estado b e populando o estado a. Da Eq.(5.120) obtemos a largura total da
linha,

Lot = = + . (5.121)

Para obtermos efeitos de colisdes em linhas espectrais, norrnalmente al-
teramos a pressao do gds e analizamos a alteracao.

4.

€€

€€ 4



Capitulo 6

Atomos de Miiltiplos Elétrons

Nesta parte de nosso curso, COmMEGaremos a tratar o problema de dtomos
e fons que apresentam mais do que um elétrons na nuvem de carga ao redor
do nicleo. Neste caso, as consequéncias do principio de exclusac de Pauli
s30 determinantes na obtencao das propriedades bésicas do sistema. Vamos
iniciar nosso tratamento com o sistema mais simples que podemos ter que &
o &tomos de dois elétrons, em seguida passaremos a descrever sistemas mais

complexos.

6.1 Aproximagao do Campo Central

6.1.1 Consideragoes Gerais

Vamos iniciar nosso estudo considerando um caso simplificado consistindo
de um nicleo de massa M e carga Z com dois elétrons de massa m. Con-
siderando um niicleo bastante massivo, de modo que j; << 1 teremos um
micleo praticamente estético. Denominando por T3 € Tz as coordenadas rel-
ativas dos elétrons com respeito ao nicleo, e p a massa reduzida, a equagao
de onda &,

2 2 2 2
(— R v: - E"V’ e Z—E - “"Z_e' + ‘;8'2_) 1,{)(1'1,1'2) = E‘w(rhri)? (6'1)

2 " p " M r; T2

onde rys = |r1—T2|, conforme indicado na Fig.(6.1).

115
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m

(%]

= |

Figura 6.1: Coordenadas relativas ) e 75 dos elétrons de

massa m com relacdo
20 niicleo de massa M.

A equacao anterior é invariante com
de modo que a funcéo ¥(r;, ry) deve

tagao P,
Py(ry, r3) = (s, ry). (6.2)
Assim,
Prp(r1,15) = Ah(r, r1), (6.3)
e aplicando novamente o operador P temos,
P*(ry,rp) = A (ry, 13), (6.4)
ou seja,
A=1LA=4]1. (6.5)
Isto mostra que,
Y(r1,xp) = F9(ry,1,). (6.6)
As fungbes de onda com )\ — +1, isto &, ¢(ry,ry) = Y(r2,11) sdo chamadas de
espacialmente simétricas. Para as funcBes com A = +1, isto €, ¥(ry, 1) =

—(ra, 1) sdo chamadas de espacialmente anti-sj

Os estados descritos por fungoes espacialmente siméticas sio denominados
de estados para. J4 os estados correspondentes & funcio espacialmente antj.
simétrica sio denominados de estados ortho. Denotaremos de Y (r1,rs)
as fungdes para e ¢ (r1,12) as fungdes ortho.

respeito & mudanca de coordenadas
ser autofuncdo do operador de permu-

L
-,

P

(€14

i



6.1. APROXIMACAO DO CAMPO CENTRAL iit .

Neste ponto é conveniente discutirmos um pouco sobre a fungao que de-
screve o spin eletrénico. Apesar de que no caso de dtomos monoeletrénicos,
a existéncia de spin leva somente & leves alteracoes denominadas de estru-
turas finas e hiperfinas, no caso de dtomos de dois elétrons a presenca do
spin eletronico € mais marcante, influénciando consideravelmente o espectro
atomico, mesmo em sua estrutura mais grossa. Isto ocorre devido a0 fato que
o principio de exclusao de Pauli exige que a fungio de onda total de um
sistema de férmions seja anti-simétrica com relacéo & troca de coordenadas.

Para o sistema de dois elétrons em questao, a funcdo de onda total &
~ escrita como o produto da funcao espacial pela parte de spin, devido ao fato
que o Hamiltoniano que descreve o sisterna nao apresenta dependéncia com
spin (em primeira aproximagao). Assim, a funcdo de onda para o dtomo de
dois elétromns €,

¥ = 9(r1, F2)Xa2- (6.7)
A fungéo espacial é a solugao da equagao de onda apresentada anteriormente,
enquanto a parte de spin advém da composigao de dois spins s = 3h.

Comecemos recordando que um particular spin 1/2 é representado por um
Spinor X3 /2,m,» ©nde Ms representa a projecao z do spin £1/2. Ao colocarmos
no sistema duas particulas de spin 1 /2, as regras convencionais de soma de
momento angular nos permite estabelecer que o sistema apresentaréd dois
possiveis valores para o spin total do sistema,

s=1 e =0 (6.8)

Chamando de « e 8 os dois possiveis estados de spin para cada particula

temos que o estado s = 1 & composto de trés estados s, =1,0,—1. O estado
=1, s, = 1 36 pode ser formado pelas duas particulas no estado 1/2, de

modoquemfungiodeondadespinseré,

X1,1 = a(1)a(2)- R ()

Da mesma forma o estado 8 =1, 5, = =186 pode ser formado pelos estados
—1/2 das particulas. Assim,

X1,-1 = B(1)B(2)- (6.10)
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Ambos os estados acima sio simétricos, e o terceiro estado X1,0 » que deverd
ser composto por uma particula no estado +1/2 e outro em —1/2, a funcgéo
de onda de spin ¢ uma composicdo simétrica dessas possibilidades, ou seja,

1
Xi0= 75 [«(1)B(2) + B(1)a(2)]. (6.11)

Jé o outro estado s = 0 também dever4 ser composto de combinagGes do tipo
af3, e devendo ser ortogonal aos estados acima,

1
o= 7B -AMe@]  (613)

sendo um estado de spin anti-simétrico com respeito a troca de particulas.
Com isto a funcio de onda de spin para um sistema de dois elétrons & dada
por,

m, =1 X1,1 = a(1)e(2)
s=19 m=0  x0= 5 [a(1)8(2) + B(1)a(2)] (6.13)
m, =—1 X1,-1= ,3(1),6(2),

s=0{ m, =0 x50 =% [(1)8(2) — B(1)a(2)]. (6.14)

A fungéio de onda simétrica representada pelos estados y;, 1:X10 € X1,_1 €
denominada de Tripleto, enquanto o estado anti-simétrico representado por
Xo,0:€& denominado de Singleto.
Asimetﬁaeanti—simetriadafung&odeondadespintemumpapelmuito
importante na determinagao da funcio de onda espacial, devido ao principio
de exclusao de Pauli que estabelece que “a fun¢ao de onda total de um sistema
de elétrons deve ser anti-simétrica”. Desta forma se o estado de spin for um
singleto, a parte espacial da funcao de onda devers ser simétrica, por outro

lado se o estado de spin for um tripleto a parte espacial da funcao de onda
deverd ser anti-simétrica. Assim, temos que:

e Estados para, sempre sao singletos,

¥ =, (r1,12)x00- (6.15)
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Figura 6.2: Niveis de energias do &tomo de Hélio.

e Estados ortho, sempre séo tripletos,

U =19_(r1,T2)Xm.- (6.16)

Este acolpamento entre spin eletrénico e dependéncia espacial introduzi-
das pelo principio de exclusdo de Pauli muda completamente a distribuicao
decargasaoredcrdonﬁcleo, fazendo com que diferentes estados de spin
apresentem considerdveis diferengas de energia. As transicoes entre estados
ortho e para séo proibidas por dipolo elétrico, pois necessitam de mudanga
de spin. ' _

A existéncia destes dois estados cria dois sistemas de niveis praticamente
independentes, que geram o parahélio e orthohélio. Apesar de advirem do
mesmo &tomo (Hélio), espectrocopistas por muito tempo acharam que existia
dois tipos de Heélio.

A nomenclatura de estados para o dtomo de dois elétrons é bastante
semelhante ao caso dos hidrogenofdes, com o devido cuidado que agora sem-
pre tratamos com a quantidade total de momento angular e spin. A notagao
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para os estados continua sendo,

i (6.17)

onde L = L; +L, é o momento angular total que tem como autovalor ¢ (e+1)A
€S =S, +S; ¢ o spin total com autovalores s(s + 1)A. Para cada valor de
L uma letra ¢é associada ao estado: s(¢ =0), p(¢ = 1), d(¢ = 0), f(¢=3)....
Seguindo esta notagao estamos mostrando na Fig.(6.2), como exemplo, os
estados do Hélio, separando os estados para e ortho por conveniéncia. L
claro que neste nivel estamos considerando apenas a apraximacao de cam-
po central. Ao considerarmos outras interacdes, uma estrutura mais fina
de estados deverd ser sobreposta a Fig.(6.2). Esta figura somente apresen-
ta os chamados estados discretos do Hélio. Na verdade ao produzirmos a
primeira ionizacao do Hélio, ainda ficamos com um elétrons preso ao niicleo
que apresenta também niveis discretos, desta vez, sobreposto a um continuo
de estados do elétron que ionizou-se. Assim, na Fig. (6.2) a origem em E = 0
foi escolhida como sendo o ponto onde He' e e~ sao mdependentes. Se
quisermos ser mais precisos, deveremos escolher como origem das escalas, o
ponto onde He™™,e™, e~ sao independentes. Quando isto & feito, vemos que
os estados discretos do Hélio agem entre —79 eV e —54.4 eV (denominados
de verdadeiramente discretos). Assim, devemos entender este diagrama. de
niveis (dado anteriormente) como correspondendo aos estados do Hélio onde
descontamos a energia do estado fundamental do sistema hidrogendide He*.

6.2 O Modelo das Partfculas Independentes

Come primeiro modelo no célculo do espectro do dtomo de dois elétrons,
vamos considerar o chamado modelo das particulas independentes. Apesar
de um modelo bastante simplificado os fatores mais importantes estario pre-
sente nele. Consideremos nosso Hamiltoniano como composto de duas partes
hidrogenéides independentes, e a adicao da repulsio elétron-elétron, que serd
tratada como uma perturbagao, & parte dependente,

2 2 2 2
Hy = —%v&l - 5%"31 = _Z_e_, (6.18)

rp Tra
62

- - (6.19)
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Como as coordenadas ry e Iz estao completamente desacopladas em Ho, as
autofuncdes de Hp serao simplesmente o produto de fungoes hidrogendides
em r, e ry. Porém devido a existéncia do spin € do principio de exclusao
de Pauli, o produto de fungoes deverao estar simerizado ou anti-simetrizado
dependendo do estado de spin em questao. Assim, a parte espacial da fungao

seré,
‘I’S.])(rlw t‘z) = % [wmhﬂu (1'1)1},’",19"1,(1'2) - 'ibnglzmz (1'1)’(}')“1;1,“1 (1‘2)] - (620)

A energia em ordem zero serd dada por,
EQ,, = Es +Ep,, (6.21)

havendo portanto, uma degenerescéncia que € normalmente referida como
degenerescéncia de “exchange”. Tanto a funcéo ortho como a fungdo
para apresenfam a mesma energia. Esta degenerescéncia serd remoida ao
considerarmos a repulsao elétron-elétron. .

Para o estado fundamental, 7, = 1,4 —0,m=0en,=10L=0m=
0, a fungio de onda anti-simétrica produz uma funcéo nula o que estd de
acordo com o principio de exclusao de Pauli que neste caso exigird que 0s
spins sejam opostos (singleto) e que portanto a funcdo de onda do estado
. fundamental deve necessariamente ser espacialmente simétrica .
Desta forma para o estado fundamental do Hélio, temos que,

TO(ry,r2) = ¥i,(r1)¥1.(ra),

1 (Z\? [-Z@n
_ ;(;) A Em)] o _(5._22‘)
e a energia, :

B =-Z°, (6.23)

quecom Z = 2, terﬁns,-Ef,ﬂ) — —108.8 eV prevendo uma energia de ionizagao |

de —54.4 eV para o primeiro elétron. A observacio experimental mostra que
E{™) — 79 eV e que a energia de ionizagao do primeiro elétron é 24.6
eV. Assim, como era esperado, o efeito de nao considerarmos a repulsao
eletrénica é de obtermos energias consideravelmente baixas para o estado
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3

Figura 6.3:

fundamental e para a energia de ionizacio. As energias dadas por Ef?,n, =
By + E7,, fornecem um sistema de niveis com regides de nfveis discretos
(que chamaremos de verdadeiramente discretos), regides de niveis discretos
convivendo com o continuo e regides completamente de estados do contfnuo.
Os estados verdadeiramente discretos sao aqueles onde um dos elétrons est4
no estado fundamental n; = 1 e np = 2 variando de 1 a 0o. Todos os estados
com 1y = 2 e ny = 2 até co apresentam energia acima daquele estado onde
um elétron tem n; = 1 e o outro n; = oo representando o continuo. Este
esquema de niveis est4 representado na Fig.(6.3).
Os estados verdadeiramente discretos apresentam energias,
E{f’,{=—% (”;2 , n>2 (6.24)

e sao degeneradas em £ e m,.

- Ao apraximarmos as energias desta aproximacao (onde a repulsao eletréni-
.ca ¢ desprezada) com os valores experimentais, obtemos uma péssima con-
“cordancia que pode ser consideravelmente melhorada se levarmos em conta
o fato que a presenga de um dos elétrons tem o efeito de blindagem de
carga nuclear, quando esta vista pelo outro elétron. O efeito de blindagem
pode ser introduzido se substituirmos o valor da carga nuclear por um valor
efetivo Z,;;., de modo que,

Zipp =7 =B, (6.25)

{
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onde a constante de blindagem B & varidvel e pequena quando tratamos de
estados (1,7) com n pequeno, pois, neste caso ambos elétrons estao préximos
do micleo e o efeito de blindagem € menor. A medida que aumentamos o
atdmero quantico principal do segundo elétrons, obtermos uma situagao onde
am elétron estd bem préximo do micleo e o outro mais afastado. Nesta
situacio a blindagem é mais eficiente € a constante B aproxima-se cada vez
mais da unidade. Para n grande as energias seriam, nesta aproximacao,
2 2

T e LI (6.26)
Uma tltima observacao que queremos fazer, diz respeito & introducéo da
repulsio elétron-elétron nos estados verdadeiramente discretos. Os estados
para (fungdo espacial simétrica) apresentam grande superposicao espacial
dos elétrons e, portanto, a repulsao eletrénica tem um papel mais impor-
tante do que para os estados ortho (funcéo espacial anti-simétrica) onde a
superposicio espacial dos elétrons & mfnima. Por esta razéo é qué os estados
ortho normalmente apresentam energias mais baixas.

6.2.1 A Funcio de Onda para o Estado Fundamental

Apés estas vérias consideragoes gerais, vamos calcular de maneira aprox-
imativa o estado fundamental para um &tomo de dois elétrons. Em aproxi-
magio de ordem zero, sabemos que,

U = o(r1, 12)X00: (6-27)
onde 1y(r1,r2) = 101,(r1)¢1s(r2)a €
Z2e2
ES]} = —-'";- (6-28)

Usando teoria de perturbacao e tratando a repulséo eletrénica como per-
turbagao, temos que a corregao em primeira ordem para a energia € dada
por,

2
@(ﬂ)l & I (0
< 0 ‘Tl—l'2| Yo

oo 2
- f Fra(er)? — e () Pridra,  (6.29)
0 I'l'l = _'-'ﬁl

EY
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que fisicamente representa a energia de interagéo entre as duas nuvens eletréni-

cas dos estados s de cada elétron. Usando a forma explicita das fungtes, a
Eq.(6.29) fica,

El(l)

::2 Zse / =4 + 1 d !'1&'31'2 (6-30)

|1'1 — T
Antes vamos expandir o termo em polindmios de Legendre, assim,

¢
m = (;;) Fy(cosb), (6.31)

Ts
=0
sendo 6 & o &ngulo entre r; e ry, de modo que,

cos 6 = cos 6 cos f + sin 8, sin 8, cos(¢; — ¢,), (6.32)

onde (6;, ¢;) sdo as coordenadas &ngulares para cada vetor r;. Também, r-
(r<) € maior (menar) valor entre r; e ry. Se utilizarmos agora o tecrema
da adigao para harménicos esféricos (ver, por exemplo, G. Arfken - Mathe-
matical Methods for Physicists, Cap. 12),

Py(cos8) = BT Z Y}m(ﬁl,ﬁfb)ym(ﬂz,éﬁ (6.33)

m——!

teremos que,
4 N _
|r1—-r,| Z Z (23:1) (:—}) Yo (61, 9,)Yem(62, 4,). (6.34)

Introduzindo este termo na Eq. (6.30), junto com o fat.o que Ypg = 7%;,
encontramos,

£ (am)® 2Zem) (re)
mZZ 2€+1) Jo rzdr‘fm'zdrze © )t

M 0 vt (r> )+
JES SN [ @Y Yam(01, ), (6.35)
€ usando a ortogonalidade entre os harménicos esféricos, teremos 6,p0,m0
2 oo 2Z(r
BY - Z“e'*’(4:fr) /@ - f e Zeyem) 1 |

r

- 162% f ridrie %" L,i / ridrse” % + / ridrze';@%ﬁ)
1Jo 1]

{

1
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Sistema | Eo(eV) | Eg P (eV) | Desvio Relativo
H- -102 | -144 29.2%
He | —748 -79 5.12%
Li+ | —1038| —198 2.12%
Bet? | —3672| —3716 1.18%
c++ | —877.2| -—881.6 1.17%

Tabela 6.1: Célculo da energia do estado fandamental para o sistema de dois
elétons comparados com os valores medidos experimentalmente.

e finalmente, ,
EY = g% (6.37)
Adicionando esta energia (corregao) de primeira ordem a ES”, temos que,
2
B = EO+BY=-ZS 425
Ey = 2 (—2- - ) g% (6.38)
Para Z = 2, & = 27.2 eV temos,
Eo & —74.8 €V, (6.39)

nio muito distante dos —79 eV obtidos experimentalmente, mas ainda com
um desvio muito grande. O célculo pode ser aplicado para outro sistema de
9 elétrons como mostrado na Tabela (6.2.1).

Cdmo podemos observar na Tabela (1), quando maior & Z nuclear mais

préximo da realidade o célculo acima se encontra.

Esta aproximagcao perturbativa, embora tenha sido historicamente a primeira
utilizada no célculo do estado fudamental do Hélio e outros sistemas, ela nao
& a tnica. Uma maneira alternativa € o uso do Método Variacional de

Rayleigh-Ritz, que passaremos agora a demonstrar.
Como vimos, dado o funcional,
(61 H 1#) -

Bl ="a19y
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mostramos que,
El¢] > E,. (6.41)

Assim, usando este princfpio; podemos utilizar uma funcao“chute” que con-
tenha um parmetro que nos permita minimizar o funcional com respeito
a este par@metro aproximando-se o melhor possfvel do estado fundamental.
Assim, utilizando a discussao anterior a respeito da blindagem nuclear como
um pardmetro ajustdvel, e usando uma funcao “chute” da forma,

z: ____z_(m:::z

$(r1,r2) = 15 : (6.42)

a3
que corresponde a fungao de ordem zero com a alteragao de que a carga
nuclear é agora um parmetro ajustdvel. Com isto,

ﬁ" "2 Ze? Ze® e?

— —.— — c— 2 — — —— —— ——
Bifl =0l — 3 Vh — Ve~ T et . (643)
Usando o Teorema do Virial, encontramos,
52 1Z;,.€
61~ 5 VA I6) = 5 =2 (6.44)
De resultados anteriores (Capftulo 4) temos,
(‘iﬁ' !‘15} Zegr.a0, (6.45)

e finalmente usando o resultado que obtivemos quando utilizamos o método
perturbativo,

5 e?
E ef_f g (6'46)
temos que,
E[¢] = L,y Z L (6.47
ao eff. 8 eff. nﬂ- ¥ )
Minimizando E[¢] com respeito & Z,;,,
dE[¢] 5
=275y — 22+ - = :
dZe;. 2ess. g~ =
de onde tiramos,
5
Zesr. = Z — - (6.49)
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Sistema | Eo(eV) E:xP' (eV) | Desvio Relativo
 H- | —129 | -144 10.4%
He | —71.8 —79 1.8%
Lit | —1064| —198 0.8%
Bet? | —370 | —371.6 0.4%
C+tt | —880 | -881.6 0.2%

Tabela 6.2: Célculo da energia do estado fundamental por meio do Método Varia-
cional de Rayleigh-Ritz para o sistema de dois elétons comparados com os valores

medidos experimalmente.

Mostrando que o valor optimizado da carga nuclear blindada fornece uma
constante de blidagemB = 5 para o estado fundamental. Utilizando este

valor de Z.sy., voltamos & E[¢] , e obtemos,

€

2
E[¢] & E[Zesr] = — (Z = '1%) j.% (6.50)

Na Tabela (6.2.1) mostramos o valor de E, para vérios sistemas de interesse,
calculado a partir do método variacional acima descrito.

Os resultados mostrados indicam que com o método variacional obtemos
valores para o estado fundamental com desvios relativos menores do que o
método perturbativo puro e simples, mostrando a necessidade real de levar-

mos em conta a blindagem nuclear.

A utilizaggo de fungdes tipo “chutes” mais elaboradas permitem a utiliza-
cao do método variacional para a obtencéo de resultados bastante precisos
quando comparado com valores medidos.

6.2.2 Estados Excitados dos Niveis Verdadeiramente

A energia dos estados excitados podem ser obtidas através da utilizacao
da teoria de perturbagao usando-se como fungdo de ordem zero, as fungdes
ortho e para hidrogendides discutidas anteriormente. Como estes estados sao
completamente degenerados com ¢ e m deverfamos, em princfpio, utilizar
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teoria de perturbacio degenerada. No entanto ao utilizarmos a expansao de
;1— em harménicos esféricos, vemos claramente que os elementos de matriz
do tipo (1,0(0) ( H ¢f) ) envolvendo diferentes valores de £ e m anulam-se.
Portanto, a matriz j4 é diagonal e o procedimento é semelhante a utilizagao
da teoria de perturbagao nao degenerada.

Como para os estados verdadeiramente discretos sempre um dos elétrons
encontram-se em 1s, as fungdes ortho e para séo,

¥® = ;’,—5 10001} Patm(T2) £ Yrem ) br00(2)], (651

que serao consideradas como fungdes de ordem zero para a teoria de pertur-
bagao.
Para estados espacialmente simétricos (para) e anti-simétricos (ortho)

temos,
Eﬂ’t - <¢,(n) lI,(ﬂ))
= [ lwm(nu, ltbm(ra)i Prydrs,
+e? / Bioo(t) e (l‘z)l 00 (€W (£ 851 5.52)

Aprimeira.integm!denomiﬂadapor%', :
5= [ W) T W) s (659)

répresenta a interacao Coulombiana entre o elétron no estado s com elétrons
no outro estado e portanto é normalmente denominada de integral de
Coulomb. A outra integral,

=¢ [ YiooE1Wam(ea) o l'fhm(fﬁ)‘ﬁnm(fl}d rdr;,  (6:54)

é denominada de integral de “exchange”.
Usando o fato que,

'/)ntm(rx 9: (P) = Rnf(r)},!m(e)tpy (655)
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e a expansao ja vista para Tr%;z_l‘ ‘obtemos,

o0 oo
1
;f = 82‘[ dsrgl'ngd(I'g)/ dsl'll'%Rgn(l'l)r—, (656)
U] 0 >

R= 2;3‘:_1 [dsrgnggo(fg)Rfl(rzl _ﬂm dsl'xl‘?Rfo(n)RL(rﬂ, (6.57)

Assim, a cOrregao em primeira ordem é escrita como,
ED, = Bz + Rue, (6.58)

sendo dependente dos mimeros quanticos n e £ e independentes de m, princi-
palmente pelo fato de que a perturbacao & esfericamente simétrica comutando
com L,. Portanto, as energias dos estados verdadeiramente discretos, em
primeira ordem sao, -

Z%e?

Bpes = — (1 + ;%5) 4 T L Kt (6.59)
Em primeiro, a contribuigao Fne € sempre positiva & energia, pois, representa
a repulsao Coulombiana. Como normalmente £, > 0, a expressao acima
mostra que os estados ortho (—) .apresentam energias mais baixa do que
estados para (+) quando s8o considerados mesmos fi € ¢. Esta variagao €
introduzida pelo principio de exclusdo de Pauli. No estado ortho o spin é
tripleto e sendo a distribuicao espacial de carga anti-simétrica a tendéncia
para tais estados & estarem espacialmente separados diminuindo o efeito da
repulsao de Coulomb, € portanto as energias sao mais baixas.

E importante notar que o sinal + da Eq.(6.59) é completemente devido
ao spin dos elétrons, mesmo considerando o hamiltninao de potencial central
completamente independente do spin-

Se observarmos queosestadmdespinnopreeentecmosﬁos= les=0,

e lembrando que,

S, +S;=8—8?=8]+5+25,'S; (6.60)

Com S] -—-Sg=1/2,
1 3
8-Sy = -S8* — —. :
1S3 2 A (6.61)
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E : 2'p (pars)
152

. r (=8 242,
- 2P (ortho)
!?11 L — 2's (para)

1s2s il ‘:-": 3 Mz,u
2,0 ) 235 (ortho)

Ef’z s e O,
Figura 6.4: Nfveis de energia dos estados verdadeiramente discretos usando o

Método Variacional.

Asim, este operador agindo no estado sigleto (S = 0) produz —% e agindo no
tripleto (S = 1) produz ;. Com isto podemos escrever simbolicamente,

Z%e? 1

: 1
_ E“&g___.zt_';. 1+¥)+§M—§[1+4(31'32)]§ﬁ¢: -(6.62)

para enfatizar que o sinal do termo de “exchange” dependerd exclusivamente
do estado de spin do sistema. O célculo de E » est4 ilustrado na Fig.(6.4). O
método perturbativo nao é a tnica alternativa para calcularmos os estados
excitados. De fato, o método variacional também pode ser aplicado aos
estados excitados, com o devido cuidado.

Utilizando-se de fungbes apropriadas, podemos determinar co relativa pre-
cisio as energias de estados excitados do hélio. Para o caso do estado 223 do
d;_i_;hohé]ici, o uso da fungao,

Ba3,(r1,T2) = Alfur,(r1)Va,(r2) — Vau(r1)uis(ra)] (6.63)
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com uy,(r) = e %" e Vas(r) = (1 — -Zgi) e~ . O método variacional mos
parémetros Z; € Zo fornece Z; = 2.01 e Z; & 1.51 com valores que min-
imizam o funcional {¢| H |¢). Com estes valores, que mostra claramente
o efeito da blindagem dos elétrons 1s para outro, obtemos a energia do
estado como sendo da ordem de —58.97 €V, bastante préximo do valor
medido experimentalmente —59.2 eV. Da mesma forma o uso da funcdo
chute ¢ o [u1s(r1) Vas(r2) + 11,(r2) Vas(r1)] com u14(r) = e 5% e Vapm(r) =
re-%?:}q,m(o,‘p) com m = —1,0,+1, permite calcular a energia dos esta-
dos 2'p e 2°p usando a fungéo simetrizada e anti-simetrizadas respectiva-
mente. Para o estado 2'p (combinagao simétrica) encontra-se uma energia
de Zl- e 9.0e Z; =2 0.97 fornecendo uma energla de —57.78 eV, com excelente
concordancia com o resultado experimental de —57.8 eV. J4 para o estado
2*p (combinacao anti-simétrica) Z; = 1.99 e 7 = 1.09, sao os valores que
minimizam o funcional fornecendo uma energia de —57.8 eV que também
apresenta boa concordincia com o valor experimental. E interessante notar
que Zy ~ 1 mostra um quase completo efeito de blindagem para o caso deste
estado excitado.

6.2.3 Estados Nao discretos

Como j4 dissemos anteriormente, os estados verdadeiramente discretos,
naaprmdmagﬁoatéagmusada,séoaquelesnoa quais um dos elétrons
encontra-se no estado fundamental 13 e o outro num dos estados excitados.
Os outros estados, no qual os dois elétrons estao excitados (estados dupla-
mente excitados), apresentam epergias acima da ionizagao e desta forma, séo
estados discretos embebidos no continuo. Quando o 4tomo & colocado nestes
estados a perturba{giio produzida pela repulsao elétron-elétron faz com que
haja um forte acoplamento entre continuo e discreto havendo grande possi-
bilidade de transicdo nao radioativa, promovendo um elétron para o contin-
uo e, portanto, havendo ionizagao do dtomo. Este efeito de auto-ionizagao
& chamado de efeito Auger e acontece nao somente com 4tomos de dois
elétrons, mas também com &tomos multieletrénicos em geral, muitas vezes
servindo como método de identificagao dos elemepias.

Como exemplo, consideramos um &tomo de Hého no seu estado funda-



132 CA_PfTULo 6. ATOMOS DE MUL{IIPLOS ELE‘TRONS

mental (1s1s) através da absorcio de um féton ultravioleta este dtomo pode
ser excitado para o estado (252p)1p que pode decair radiativamente para s
ou 'd, mas também pode decair néio radiativamente para um estado que con-
siste no He* no estado fundamental e um elétron livre, cuja energia cinética
vai ser aquela determinada pela energia total do sistema.

Assim, o efe:to Auger no Hélio manifesta-se como uma absorcao estreita
ao redor de 205 A correspondendo 3,

hv + He('s) — Het e~ (6.64)

O tipo de espectro acima pode ser obtido, por exemplo, com radiagao
do tipo sincroton e as outras ressonincias que aparecem sao, por exemplo,
efeitos Auger em outros estados excitados do sistema.

6.3 Obtencao Mais Detalhada dos Estados do
Hélio

Como vimos anteriormente o método variacional nos permite a obtencao-
dos estados de energia com relativa precisao, mas normalmente precisamos
iniciar os célculos com uma fungéo “chute” que depende explicitamente dos
parimetros a serem minimizados. Nesta parte de nossa discussao queremos
utilizar o método variacional de ume forma alternativa onde nio mais ini-
ciaremos o célculo com uma fungédo “chute”, mas tentaremos descobrir qual
¢ a fungdo que miniminiza o funcional. Veja que isto é bastante diferente
do procedimento anterior onde a forma da funcgéo & conhecida, e a melhor
energia € obtida através de alguns parfmetros.

Comecemos argumentando que como estamos tratando de computar em
principio o estado fundamental do dtomo de Hélio, esperamos que a funcéo
tenha dependéncia com r; + r;. Isto nfio & estritamente necessdrio, mais
simplifica consideravelmente os c4lculos que faremos. Assim, iniciemos nossos
célculos oons:derando a fungdo,

T @, m) = f(r1 + 1) Yoo () Yoo S2), (6.65)

onde r; = (rl) € r; = (rz) e os harménicos esféricos (neste caso constante)
foram introduzidos por conveniéncia. Nosso objetivo € determinar a funcio

€ €

—————— e —— . s

!




6.3. OBTENGAO MAIS DETALHADA DOS ESTADOS DO HELIO 133

f(r1 +r2) que melhor representa o estado fundamental do Hélio. Utilizando,

W, By 2 2 8
2mv"1 2m ™ rp X2 ¥ I i)
determinar {¢| H |¢) e minimizar (¢| H|¢) — E (¢| ¢) = 0. Para

queremos
do uma parte cinética H. e uma pate

facilitar vamos escrever H como ten
eletrostatica H,. Com isto,

(¢| H |¢) = (8| Hc|¢) — (& H.|¢) . (6.67)
Comegemos calculando a parte cinética,
2
GHN) = —g [ Erdrfn+m) (T +75)
F(r1 + r2) [Yoo() Yoo (22)]” - (6.68)

A integragao na parte angular é trivial, resultando em unidade. Resta so-

mente a parte radial,

(6| He |8) = _.2% f r2dryridea f(n, +12) (V7, + V3) [+ 1), (669)

que apés alguns passos mateméticos toma a forma,
K? or, + 1) Bf | 20Pf
H, =-—-—fr’dr rZdr Bl ;

Gl H$) = —o [ ldrcidnaf TR 6T
onde usamos o fato que sendo f dependente somente de (r1 +12) de modo que
-g;‘} =§f; e %—é = % Aﬁmdecalcu]armoeﬁtaﬂlﬁmaintegralreaﬁzemosa
seguinte mudanca de coordenadas,

r=rr+r2, (6.71)
€
r — ;
A 2"2. (6.72)
O jacobiano desta transformacao,
8r br
ArLR) | o am (|1 |=1 (6.73)
B | B BT T T
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€ unitdrio, assim drdr, = drdR . Eliminando-se r; e ry, temos,

2R
O . (6.74)
2
€
o ‘223- (6.75)

Como r; e ry sao coordenadas sempre maiores que zero (r; > 0, rp > 0),

as expressoes acima mostram que as regides de interesse no novo espaco de
* coordenadas (r, R) é dada por,

R<E '
{ R>_: | (6.76)
Em termos das novas coordenadas a integracao anterior, toma a forma,
. - /2 dR(r + 2R)(r — 2R) df
(¢l Hc|p) = “om {l dr i 1 2f'r$+
N "2 dR [(r + 2R)(r — 2R))? _d%f
2./0 dr es 16 fﬁ “ (6.77)
Realizando a integracéo em R,
= B P2l . 1 =, B
(@H:¢) = -5 {£ i A T d"fdrz}' L
Integrando por partes, lembrando que f(r — o0) — 0, resulta em,
_ R? df \?
GHAD) = g5 [ wvar (d—r) : (6.79)

Realizemos agora a integracio da parte Coulombiana. Neste caso,

- 2
@) = [ Errp [ortitm, - rg,] [Yoo(0) Yool )7,
(6.80)

que uwsando a expansdo dada pela Eq.(6.34) permite realizar a integracao
angular, encontrando o resultado,

2 poo o0 r oo
(| H.|p) = —i;l- fn rdrfi(r)+e? A dry [ /o. riradry f2? + /0 roridr, f ’} .
(6.81)

{
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(5.1) ;
R==2

Figura 6.5: Mudanga no domfnio de integragao (r1,r2) para (r,R).

novamente a mudanca de coordenadas utilizadas anterior-
devidos cuidados com respeito &
s . P . s . - 0<rp<m;
regigo de integragdo. Na primeria parte da integracao ,
) ) oo <r; <o

Vamos introduzir
mente, s6 que agora temos que tomar os

: s s -:<R<0 )
novo domfnio de integragao fica, como mostra a Fig.(6.5).
0<r<oo

5 0<ri <19
Apaxtedamtegralonde btemos
oo <r; < o0 © {

estao representados na Fig.(6.6).
Com estas mudangas de coordenadas, a integr

O<R<}

que
D<r<co

fica,

acio da parte eletrostatica

° (r+2R)(r— QR)zdR

(o| Held) = —4—;— Lm rdrfi(r) + € f:o f?(r)dr [ » 5 :

i (r+2R) (r —2R)
( [Hermiemg),

(6.82)
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Dominio de Infegragio
(r,R)

Figura 6.6: Mudanca no domfnio de integracéo (ry, ry) para (r,R).
de onde obtemos,
@l #19) = —gee? [ xtarse). (6.83)
9% Jo
Somando as contribu.ig&ﬁ cinética e eletrostética,
* - daf _ ﬁ z rt 2
@A) =g [ dr) 5 [ Far@. 684
Como queremos que ¢ seja uma fungéo jé normalizada, temos um vinculo,

(6] ) = 1. (6.85)
Este vinculo para a fungao ¢, estabelece que,

Yoo(21))? | Yoo (S22) |2 .
(@] &) :/r{drlrgdrgfz(r)/dﬂldﬂg 'L ( )’I’ {gz)l’ , (6.86)

que mudando para as varidveis r e R, torna-se,

(¢l ¢) = f f E ;:Rz)dﬁdrf"’(r). (6.87)

2

1
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Esta integral j4 foi resolvida anteriormente e resulta em,
1 o0
619 =55 [ s (6.89)
30 /o

que representa o vinculo de nosso problema.
Assim nosso problema agora & minimizar o funcional {¢| H |¢) com o

vinculo da Eq.(6.85). Antes de continuarmos, vamos rever brevemente o
método variacional. Para isto vamos seguir a andlise de G. Arfken [G. Arfken,
- Mathematical methods for physicists Cap. 17].

Consideremos o funcional 7(y) definido como,

Jw) = f zF( ,%,z) it (6.89)

queremos determinar a funcao y(z), que minimiza J(y). Evidentemente,
entre os pontos e T, passam infinitas fungdes que levam a diferentes valores
para o funcional 7 (y)- A condigao de extremo para J(y) é dada por,

OF d aF
ar & a7 ) o .90

(3 ) e
Assim, da equagao acima tiramos uma determinada fungao y(z) (se existir)

que torna o funcional extremo minimo no caso variacional que queremos
tratar. Como vimos anteriormente ao tratarmos dos métodos aproximativos

sl < AL (6.91)

& sempre maior que o estado fundamental Eg de H. Isto implica que se
definirmos o funcional,

T8) = (8| H|¢) — Eo (¢ ¢}, (6.92)

que o funcional,

este funcional serd sempre maior ou igual a zero e sua minimizagao deve levar
ao melhor valor possivel de Eo. Construindo o funcional acima para o nosso

caso temos,

J(9) igg-; j:’ rSdr (%(_:l)?_ e [Mrﬁ(r)— /: %rsdr_i;(;;)
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Comparando este funcional com J (%), que vimos anteriormente, identifi-
camos,

y == f, (6.94)
T «— 71, (6.95)
dy of _
'd_a: = 6’_ - fi’: (6-%)
© 2 9¢? , ;
F = g = () — 2o o), (6.97)

Usando a condigéo de minimo, Eq.(6.90), obtemos,

2 d 135¢2
dd{gr)_ § );?) " E;;u W;ﬂ) ) —n, (6.98)

que fornece a fungao que minimiza a Eq.(6.93). Temos agora que resolver
esta equacgao diferencial. Inicialmente, para r grande temos,

d?
0. Bz o

€ como estamos tratando de estados ligados Ey < 0, de modo que chamando
Eym — g2, a solugdo para r grande fica da forma f(r) = e~%. Desta forma,
f(x) pode ser escrita como,

f(r) = u(r)e ", (6.100)
e substituindo na Eq.(6.99) obtemos a equacio para u(r) como,
uw'(r) + (g - Zq) '(r) + ( g :_59) u(r) =0, (6.101)
o 135e*m
b= 16m (6.102)
e = —E;:" . (6.103)

Esta iltima equagao em u(r) pode ser resolvida pelo Método de Frobenius.
Escrevemos,

u(r) = f: Car™*?, (6.104)
n=0
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e substituindo na Eq.(6.101), obtemos que s = 0 (lembrando que u(r) nao
pode divergir em 7 = 0) e a relacdo de recorréncia para os coeficientes G,

como sendo,
(5¢ — b+ 2qn)

(n+1)(n+5) "
O par&metro b é fixo, de modo que para cada possivel valor do parimetro g
(isto é, da energia FEo), teremos um termo de corte na série quando,

(6.105)

Cn-l—l =

g —b+2gn =0, (6.106)

o que significa que o iltimo coeficiente nao nulo é C,. Da Eq.(6.106) obtemos,
b

1= Gron) (6.107)
elevando ao quadrado e substituindo os respectivos valores,
1 135¢?]% m
Bo =~ 2m) [ 16 ] R (G106)

Como neste ponto estamos interessado no menor valor possivel de Fy, tomem-
os n = 0 e obtemos,
27\ % &

=—(=] =—~-T7. ]
Ey (m) = 7.5 €V, (6.109)

que corresponde 3 energia do estado fundamental do sistema, e a funcdo de
onda para este caso €, ) ' )

£y +£a) = Goe™ ™), (6.110)

O valor obtido por este céclulo est4 muito préximo do valor experimetal (—79
eV). - :

O método que discutimos é bom para descrever o estado fundamental do
sistema, pois, iniciamos nossa aproximagao tomando uma funcado que tinha
dependéncia com r; + Iz € sem nenhuma dependéncia &ngular. De qualquer
forma, n = 1,2,3,... fornecem diferente valores de energias. Por exemplo
n=1, temos Eg=—-39.5¢eV, eaﬁmgﬁonmtecasoserﬁn]godotipo,

" f(t; + 1'2) = [Cu + C;(l‘; + 1'2)] 8_4(r1+n), (611].)
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. I
—-239el
—395¢eV
8 : -775 eV

Figura 6.7: Valores para os niveis de energia calculados usando o Método Varia-
cional.

que estd préximo da funcao onde um elétron esta em 1s e o outro em 2s,
pois neste caso,

¢ x (1+ar)e ™ e ™ 4 (1 + ary)e Tre o™ (6.112)

que termina sendo préxima é.-Eq.(G.lll). O valor no entanto ests muito
longe dos —58 eV esperados para este estado.

O método pode ser reformulado tornando-se f (r1,r2) qualquer e neste
caso as aproximacoes deverao ser melhor.

Com o célculo que realizamos, somente estados simétricos estio envolvi-
dos, e para estes estados o espectro obtido afasta-se mais do valor real a
medida que n cresce, conforme podemos obsevar na Fig. (6.7).

6.4 Atomos de Mais de Dois Elétrons

Ao estudarmos 4tomos de dois elétrons nao podemos resolvé-lo exata-
mente, porém, para contornar esse problema., utilizamos métodos aproxima-
tivos que nos permitem um entendimento qualitativo e quantitativo destes
sisternas. A situagdo nao se altera drasticamente no caso de mais de dojs
elétrons, pelo contrario a situacdo torna-se ainda mais complicada e em
muitos casos, a obtencdo de informacdo do sistema torna-se maijs dificil.
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Um tratamento detalhado de um sistema multieletronico, exigiria incluir no
Hamiltoniano a parte cinética, eletrostatica, interacao spin-rbita e efeitos
menores de interagoes spin-spin, corregoes radiativas e nucleares, etc. Este
tratamento completo é extremamente complicado e normalmente, uma séries
de aproximagbes sucessivas faz-se necessario. De todas as interagoes que

temos que levar em conta, sem diivida a de maior intensidade & interacao dos
elétrons com os niicleos e entre eles. Assim, comegamos nosso tratamento de
um sistema de N elétrons, considerando esta parte mais importante. Des-
ta forma, na aproximacao de campo central, o Hamiltoniano que descreve o

sisatema de IV elétrons €,

N N
n_. 2z e?
H= ; [—%Vi - T] + ,-;L-’::;i;’ (6.113)

e a funcao de onda que descreve este sistema dever4 ser anti-simétrica devido
ao principio de exclusao de Pauli. Normalmente no procedimento conven-
cional, tratarfamos a repulsao entre os vérios pares de elétrons como uma
perturbacao a parte de elétrons independenteé. No entanto, isto nem sempre
consiste uma boa aproximagao porque a repulsio mitua entre os elétrons nem
sempre é pequena o suficiente para ser tratada como uma perturbagao. Para
utilizarmos teoria de perturbagao é necessArio ComeCarmos com uma aproxi-
macao de campo central que j4 envolva de alguma forma a repulsao eletroni-
ca. Esta nova aproximagao consiste em tratar os elétrons como particulas
independentes que movem-se num potencial efetivo que contém a interacao
elétron-micleo, e o efeito médio da repulsao entre os vérios pares de elétrons.
Ein termos de efeitos médios, é evidente que a repulsao eletronica tem um
efeito de blindagem do micleo. Assim, escrevemos o potencial efetivo
cOmo, 5
V(ir)= —gf— + S(r)- (6.114)

Para um sistema com [N elétrons um potencial efetivo V(r) tomard determi-
nados valores. Quando o elétron estiver muito préximo do nicleo (r — 0), a
repulsao dele com o restante (N — 1) elétrons ser4 relativamente pequena, €
teremos,
’ ze’
V(r) = - == (6.115)

- -
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Jé quando o elétron estiver muito afastado do nicleo, o efeito dos demais
elétrons é de completa blindagem do micleo, de modo que,
2
Vir) — —-—(-?—_-%i-—-l)—e. r—0 (6.116)
Para étomos neutros Z = N, V(r) = -é. Para valores intermedidrios de T,
a determinacéao deste potencial efetivo que leva em conta a interacao elétron-
niicleo € a média da repulsio eletrdnica. Isto nao & um problema simples, pois
neste caso o potencial dependers da distribuigéo de carga do sistemna, desta
forma. termos um potencial dependente dos vdrios estados, de modo que nao
encontraremos um certo potencial efetivo que nos forneca todos os estados do
sistema. No entanto, o conhecimento da propriedades do potencial efetivo
descrito acima nos permite tirar importantes informagdes sobre o sistema.
Assim, vamos escrever o Hamiltoniano do sistema como,

N
H=Y h+H, (6.117)
i=1
onde,
h--——ﬁzv’ Vr; 6.118
g = Dige ¥ =+ T.), ( ; )
e
N 62
H=3 —=3 ). (6.119)
i<j=1 ¥ i

Trataremos H, = Zf‘;l h: eomo nossa aproximacio de ordem zero pertur-
bada por A’.

Note que esta aproximacio de ordem zero (considerada como

o sistema ndo perturbado) contém, através do potencial efetivo, ambas in-
teragGes eletrostiticas importantes. Como consequéncia, a perturbacgao H' &
levemente diferente da simples repulsao eletrénica.

Definimos o sistema nao perturbado por,

2 :
Hopy = {—%V? 35 V(ri)} Yo = Egtb,, (6.120)

que representa um sistema de N equagdes independentes. Desta independén-
cia podemos escrever,

Yo = Uq, (r1)ug, (rg)...uﬂN(rN), (6.121)

f f

i

—
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onde cada solu¢io normalizada uq,(r;) representa o conjunto de niimeros
quénticos (ném) para cada elétron i. Esta equacao que determina tq:(ri) é
exatamente um problema de potencial central que pode ser escrito como,

Ua(r) = tntm (r) = Bnem(r)Yem (0, ), (6.122)

ou seja, numa parte radial e numa angular, sendo que a parte radial é deter-

minada pela equacao,

K2 [ d? 2d L+ 1
e [af;i i~ J,:).] Ruem(r) + V() Baim(r) = EntBtm(r),
(6.123)

onde os mimeros quinticos ném sao tais que,

n = 1,2,3,...
£ = 0,1,2,...,n—1 (6.124)
m =Ll Ve =1, L

Notemos que estes orbitais inde...... Uq, (r;) nAo tem necessariamente nada a
ver com os orbitais hidrogendides. Devido & V/(r) ser esféricamente simétrico,
& esperado que as energias individuais E.. sejam independentes de m. A

energia total do sistema em ordem zero, devera ser,
N
Eo=)_ Ent: (6.125)
=1

De maneira semelhante ao caso de dois elétrons, o principio de excluséo de
Pauli tem uma influéncia marcante também no 4tomo de N elétrons. A
existéncia de spin faz com que cada orbital individualmente seja também

dependente do valor de spin ms, de modo que,

Ua (l‘) = Untm (r)XI J2ms (6 126)

Desses orbitais eletronicos individuais podemos construir a fungao de onda to-
tal do sistema de N elétrons ¢y = (r1,T2, ....Tn) que deverd ser anti-simétrica
nas coordenadas espaciais e de spin, satisfazendo o principio de exclusao de

Pauli.
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Designando por o, 3,7, ...v o conjunto dos niimeros quénticos que carac-
terizam cada um dos orbitais eletrdnicos individuais, temos,

Ue(r1) up(r;) ... u,(r1)
Yo = (!'1, ra, ----I‘NJ — % uu(l‘z) ug(.l'z) - ‘uylgrz) ? (6- 127)
Ua(ry) up(rw) .. w(ry)

conhecido como determinante de Slater, e fornece a fungao de onda para
o sistema de NV elétrons independentes j4 de uma forma anti-simétrica com
respeito & interacdo de particulas. Se dois orbitais individuais possuirem
©0s mesmos nimeros quinticos o determinante se anula. Assim o principio
de exclusao de Pauli, segundo o qual dois elétrons, num mesmo étomo, nao
poderao apresentar os mesmos quatros niimeros quénticos é satisfeito.

Do fato que Hp representa um campo central é possivel mostrar que Hj
comuta com L e Sonde L = }7. L; e S = ), S, representam o momento
ngular e o spin total do sistema. Desta comutagao resulta que poderemos ter
um conjunto de autofungdes de Hy que também séo autofuncdes de L?,S2?, L,
e S, com autovalores £(£ + 1)A?, s(s + 1)%2, mph e m,A. Tais autofungoes
serao denotadas por |afsmzm,).

Nesta aproximacgio de campo central e elétrons independentes a dis-
tribuigao eletrénica se d4 através do preenchimento de camadas & medida que
o preenchimento de orbitais séo limitados pelo principio de exclusio de Pauli.
Elétrons com mesmos valores de n e £ pertencem a mesma subcamadas e sio
denominados de elétrons equivalentes. Pelo principio de exclusao, poderemos
ter 2(2¢ + 1) elétrons equivalentes, que é o mimero limitado de elétrons em
cada subcamada. Assim, £ =0 (2 elétrons), £ = 1 (6 elétrons),... e assim por
diante. Elétrons com o mesmo niimero quéntico principal pertencem a mes-
ma camada eletrénica (uma camada pode apresentar vdrias subcamadas), e
estas camadas séo denominadas por letras, n = 1 (K), n = 2 (L), n = 3
(M), n =4 (N),n=5 (0), etc., por razdes histéricas.

O estado fundamental para um 4tomo de N elétrons, é obtido através da
distribui¢do de N elétrons num determinado nimero de camadas e subca-
madas onde todas (exceto uma) estdo totalmente preenchidas. Esta iiltima
camada semi-preenchida (exceto para as camadas dos gases nobres) repre-

.
)

-

i 00 B

-
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Elemento | Configuracio eletronica | Termo
H 1s g 1/2
He 1s? 150
Li [He)2s 25172
Be [He)2s? lso
C [He]25?2p" 3po
F [He2s28 | ’Pap
Ne [He]2s%2p° 1so
Na [Nej3s 251/2
Al (Vv e]3s”3p ’p1/2
St [Ne]3s?3p® *po
Ar [NVe]3s?3p° o
K [Ar}ds 28172
Ca [Ar]ds® lgs |
Ge (Ar]4s23d*°4p "po
T Kr [Ar]4s?3d"°4z° 15

Tabela 6.3: Exemplos de 4tomos multieletronicos.

sentam os elétrons mais energéticos do sistema. Para &tomos também vale
a notacao de Russel-Saunders vista no Capitulo 5. O estado fundamental
de um &tomo multieletrénico é normalmente representado por essa notagao.
Alguns exemplos de &tomos multieletronicos estdao representados na Tabela

(3).

6.5 Modelo de Thomas-Fermi

Como dissemos anteriormente, a determinacao do potencial esfetivo V(r)
para valores de T intermediérios nao & um problema facil. No entanto, basea-
dos em consideracoes estatisticas e semi-cldssicas, & possivel elaborar um
modelo para tal potencial. Antes de discutirmos em detalhes este mode-
lo, vamos rever alguns conceitos bésicos da mec4nica estatistica quéntica.
Consideremos um sistema livre confinado numa regiao do espago, qué por
simplicidade serd considerada como sendo um cubo de aresta L. Para cada
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elétron contido nesta caixa, a fungio de onda se constituird de ondas esta.

ciondrias que obedecem as condigdes de contorno (se anular nas paredes da
caixa), assim,

b= e (") in () (U), (w120

com A = (&) 12 octas fungdes sao ortonormais. Os niimeros quanticos

nzMy,M, positivos e inteiros, definem o estado, ou seja, a energia é dada por,

2R

E=o—r (s +nj+n}), (6.129)

de modo que cada estado de energia pode ser obtida através de valores difer-
entes de n;,n, e n, que combinam-se fornecendo o mesmo valor de n?,

n? =nl + n? + n. (6.130)

Isto mostra que o sistema de elétrons é normalmente degenerado. A existén-
cia de spin para os elétrons faz com que a fungéo de onda total para cada
elétrons contenha a parte de spin x; /2,m, @umentando a degenerescéncia por
um fator de 2 devido a cada estado acomodar dois spin.

Devido aos estados estarem proxfmos podemos considers-los como aprox-
imadamente continuamente distribufdos e neste caso podemos definir uma
densidade de estados D(E) de modo que D(E)dE corresponde ao mimero
de estados com energia no intervalo E e E + dE. Para determinarmos esta
densidade de estados vamos criar uma representacao grafica onde os eixos sao
dados por 7z, 7y e n; cada ponto representa um estado. Como Mg, Ny, 1, > 0
todos possiveis estados do sistema estdo contidos no octante positivo do es-
pago criado por estes trés eixos. Para uma determinada energia F, dada
pela Eq.(6.129), os estados sdo representados por pontos em nosso diagrama
localizadas na superficie de uma esfera de raio,

2mI2E
R= V T (6.131)

Da mesma maneira o ntimero de estados com energia entre F e F +dFE serao
aqueles do diagrama localizados entre as cascas esféricas de raios Re R+dR

sendo dR dado por,
1 fomld.__ . /2
dR = AT R b i (6.132)

o
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Como para cada unidade de volume neste diagrama temos 2 estados (ja
levando em conta estados de spin), a densidade de estados fica,

D(E)dE = 2Volume da céasca esférica (6.133)
ou seja,
D(E)dE = gthrdeR,
1 /2 3/2
D(EYdE = p (—g) VEY*dE. (6.134)

Conhecida a densidade de estados, o estado fundamental do sistema & definido
como sendo aquele onde todos os elétrons preenchem os orbitais abaixo de
uma determinada energia Er denominada de energia de Fermi. Para um

sistema com N elétrons, Er € definido como,

Ep
N = f D(E)dE,
0

1 2m %3 s 1
- —_— — 1% /2
N = ( 2 ) L E dE. (6.135)

Como ¥ = p & a densidade de elétrons por unidade de volume temos,
Ep=i (32%0)™. | (6.136)
2m
A energia total do sistema serd,

Er
Bl fo ED(E)dE,

Erota = ENEF’ (6.137)

de modo que a energia média por elétrons quando o sistema encontra-se no

estado fundamental &,
ETatnl - 3
N 5E’p. (6.138)

O estado fundamental para o sistema fermidnico descrito acima define o
ponto de temperatura nula T' =0 do sistema. Este problema do sistema de
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térmions pode também ser analizado se considerarmos condigoes perfodicas
de contorno e ondas caminhantes ¢,(r) = ¥ onde,

2w

kz EE _E-l'_ns:
i i—“n,,, (6.139)
kz = ?_L?En21

e tudo passa-se como calculamos. Se trabalhamos no espago dos momentos

é fécil mostrar que no estado fundamental todos os elétrons terio momento
k inferior & kp definido por,

(3‘??’ p) 1 f3
como momento de Fermi e os elétrons no estado fundamental estio confi-
nados na chamada esfera de Fermi. E os elétrons de superficie desta esfera,
apresentam energia de Fermi,

(6.140)

Be=TCa (6.141)
=g .

Normalmente a temperatura de Fermi & definida como,

EF = kBTF, (6142)

onde kp € a costante de Boltzmnan.

Apds esta breve revisio de um sistema de N elétrons livres voltemos ao
nosso dtomo multieletrénico. A aproximagao de Thomas Fermi que iremos
agora descrever consiste em tratar um dtomo de N elétrons como sendo um
sisterna de N elétrons confinados por um potencial central V(r). Considera-
se neste modelo que V(r) varia lentamente comparado com o comprimento,
de onda de de Broglie de modo que podemos considerar mult.os £létrons

presentes numa regiao onde V/(r) varia pouco, permitindo assim a u‘t111za.(;ao
de mecénica estatistica para esses elétrons.

A energia de cada elétron do sistema é,

p2
H= = +V(r). (6.143)
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Esta energia nunca serd positiva (pois os elétrons estao ligados), e a parte
cinética da energia nunca ultrapassard a energia de Fermi. Assim, para

elétrons mais energéticos esperamos (sistema cléssico) que,
Emaz = Er + V(T)_- (6.144)

E claro que deveré ser independentemente de r, pois se houvesse dependéncia

com a coordenada radial r, haveria uma migracéo de elétons para uma regido

de menor valor de Epa. - E claro que E < 0 pois os elétrons estao ligados.
Desta equacio cléssica da energia tiramos que,

By = Esa —~ V(2); (6.145)

e utilizando a Eq.(6.136) para um gés de elétrons livres que relaciona E com

. a densidade de elétrons obtemos,

1 2m 3/2 3/2
o) =gz (32) " B = VO (6140)
Assim o que fizemos até agora foi imaginar que os elétrons contidos em
nosso &tomo que estao localizados em um determinada parte do potencial,
comportam-se como um gas livre de elétrons. Sendo gés livie 3 T = 0, a méx-
ima energia cinética que os elétrons podem ter é Er, e assim esta energia
somada a energia potencial leva & méxima energia dos elétrons. Como as- -
sumimos que esta aproximagao vale localmente, podemos, utilizando a teoria
de um gés de elétrons livres, determinar qual deve ser a densidade em cada
ponto. Para ... = V(r) a densidade de elétrons vai a zero, e permanece
zero além deste ponto (Emss. > V(r)).

Denotaremos por ¢(r) = —1V(r) o potencial eletroststico o qual o
elétron estd sujeito e por ¢g = —Eﬂfﬁ , que é uma constante nao negativa.
Definindo,

3(r) = $(x) — o, (6.147)

observando que p(r) e ®(r) estao relacionadas por,

S L () ed@)]? 2(r)>0
p( )—{ 5 . 2(c) < 0. (6.148)
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A condicao p(r) = 0, ®(r) = 0 determina o contorno 7y para o d4tomo neste
modelo. ¢, representa o potencial neste contorno de modo que,

B(r) =0 — ¢(r) = . (6.149)

Para um &4tomo neutro pois o poténcial eletrostdtico deverd se anular nos
contornos da nuvem eletrénica. Por outro lado, para um fon positivo ¢y > 0.

Agora perguntamos: de onde se origina este potencial eletroststi-
co? A resposta ébvia é: da carga nuclear localizada na origem, Ze, e também
devido a distribuicao de carga criada pelos N elétrons (nao se esqueca que
V(r) é o potencial efetivo para os elétrons). Assim da equagao de Poisson,
que relaciona o potencial com a densidade de carga,

_ 1d2[r3(r)]

V2®(r) e 4rrep(r), (6.150)

com a condigao de contorno que,

Ei_?érd!(r) = Ze, (6.151)

que leva em consideracao a carga nuclear.
Usando a Eq.(6.148) para p(r) encontramos,

r I7 82
1d?pd(r)] _ % (%.) e2@)? @) =0

.r  dr? 3w
L[;;I’QL'_‘)JL &6 o(r) <0.  (6.152)

Por outro lado, havendo NV elétrons,

/:c p(r)r’dr = N. (6.153)

De todas estas equagoes podemos determinar ®(r) e com ele V(r) que permite
resolver o problema, pois é o potencial efetivo para os elétrons.
Vamos chamar,

=t , (6.154)
{ r®(r) = Zex(z)

onde b = 0.8853a9Z /% com aq sendo o raio de Bohr.
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Em termos de z e x(z) , 2 densidade fica,

(xR
= (%) x>0 (6.155)

)= i
p(z) i -

e a equagao para &(r) fica escrita de uma maneira adimencional como,

d®x —1/2.3/2 -
3 T 125312, (6.156)

Esta equagao & conhecida como Equacao de Thomas-Fermi. Para x <0

temos, )
d*x -
T2 =0 (6.157’)

e a condi¢ao de contorno para 7 —* 0, conduz a,
x(0) =1. (6-158)

O limite da existéncia da nuvem eletronica ro passa a ser g = =, de modo

que,

z < Zg=>Xx>0

z > zo=>x<0. (6.159)
para T > To temos a Eq.(6.157), que apresenta como solugdo,
x = C(z — o) (6.160)

a fungao X’ (wo) deve se continua de modo que a constante C serd determinada
assim que conhegamos x(z) para T < Zo-

Queremos agora resolver a equacao de Thomas-Fermi para determinar.
A solugao procurada, deverd obedecer as condigoes:

e Decrescer assintoticamente com I;

x(zo) =0 (6.161)

e Solugdo que nao diverge para T grande.
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Estas condigdes advém de um argumento fisico da condicdo que,

47 / p(r)r’dr = N, (6.162)
(1]
de onde obtemos, -
N=2Z / V23 %l (6.163)
o
Como z'/2)3/2 = zx" | ou seja,

(1]
N=2 /7 zx"dz. (6.164)
0
Integrando por partes a equacao anterior, temos,

N=Z[zx' —xlp°, (6.165)

e usando as condigGes de contorno dadas pelas Eqs.(6.158) e (6.161), encon-
tfamos, : N—z
zoX (zo) = Z_" . (6.166)

Para o caso de dtomos neutrons, N = Z, temos,

X (zo) = 0. (6.167)

Isto mostra que x e x’ devem zerar no mesmo ponto, o que nao pode ser
satisfeito par um valor finito de z, significando que zq deve ser infinito, e
portanto a solugao deve ser assintética com,

x(o0) =0. (6.168)
A funcéo que satisfaz estas propriedades foi ivestigada por Feynman, Metropo-
lis e Telles (Phys. Rev. 75, 1561 (1949)) e & dada por,

x(z) =1— 1588z + ..., (6.169)

que é uma fungéo universal independente do sistema. que estamos trabalhan-

do. Conhecendo esta funcao universal podemos determinar @(r),¢(r) e V(r)
e a densidade p(r).

Para um 4tomo neutro, lembrando que p, = 0, obtemos,

7 2
V(r) = -==x, (6.170)
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[ Ntmero atdmico Energia de ligacao(eV) | Veriacgdo (dados experimet,a;s-)—]
2 105 33%
3 270 33.6%
8 2666 28%
20 2.26 x 10* 23%
= :
30 5.8 x 10* 21%
50 1.9 x 10° 17%
80 5.74 x 10° 13%

Tabela 6.4: Resultado para 2 energia de ligagio de’ vérios 4tomos, mostrando que
quanto maior é o mimero de elétrons no sistema maior & & validade do método de

Thomas- Fermi.

ou seja, mais precisamente usando o valor de b,

4/3
(6.171)

Z 2
V(r) 2 -2 +1.749€"—.
T (]
O primeiro termo é a interacio elétron-niicleo e segundo representa um termo
médio da repulsao elétron-elétron. Este potencial € uma apraximagao obtida

introduzindo-se métodos estatisticos e classicos, de modo que,
2
Yim V(r) # —e?, (6.172)

r—o0

cOmo €speramos.
Como vimos, o modelo de Thomas-Femi prevé que dtomos neutros nao

apresentam uma condicio de contorno. Isto significa que a densidade de
carga € limitada espacialmente. O método de Thomas-Fermi nos permite
calcular de uma forma aproximada o potencial efetivo que cada elétron num
sistema multieletrénico estd sujeito e em seguida determinar algumas pro-
priedades do sistema. E claro que pela prépria natureza estatistica deste
modelo, esperamos que sua validade seja. melhor quanto maior for o mimero
de elétrons envolvidos no sistema. A Tabela (6.5) mostra os resultados para
a energia de ligagao de vérios stomos nsando o método de Thomas-Fermi.

6.6 Meétodo de Hartree-Fock

O método do campo auto-consistente ou Hartree-Fock (HF) foi introduzi-
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do em 1928 por Hartree e essencialmente consiste no modelo das particulas
independentes, onde cada elétron move-se num determinado potencial efeti-
vo que leva em conta a interagao com o nicleo e a repulsao com os demais
elétrons. O método original introduzido por Hartree nao leva em conta a
anti-simetria exigida pelo principio de exclusao de Pauli. M&diﬁcaqaes do
método, introduzidas por Fock e Slater, permitiram incluir este fato, tor-
nando o método mais geral. Afim de determinarmos a chamada equacio de
HF, comecemos considerando um sistema de N elétrons cuja fungio de onda,

numa aproximacéo de particulas independentes, corresponde a um determi-

nante de Slater ®, que depende das coordenadas q;, g, a3, qN-

O Hamiltoniano para um sistema de N elétrons pode ser escrito como,

H= Zh,+ Z — (6.173)

i<j=1 U

onde o primeiro termo representa a soma de N hamiltonianos de um corpo,
cada um contendo a parte cinética e a interacdo nuclear, isto &,

h'___f_vi Ze

(6.174)

L

O segundo termo é uma soma de ﬂ’:—_-u elétrons que representa interagoes
entre dois corpos devido a repulsio entre os virios pares de elétrons.

Pelo método variacional sabemos que sendo Eg a energia do estado fun-
damental deste sistema de N elétrons &,

Eo < (3| H|®), (6.175)
onde,
tal@) up(@) .- w.(q)
__ L | vale) wle) ... w(e)
=7 P o -
tal(an) us(an) .. w(qw)

O determinante de Slater ® pode ser convenientemente escrito como,

&(a1, @1, ) = ﬁZ(—n”Pua(qﬂmua(qN), (6.177)
M~

— € —€ —€ —( € __¢

{ {

Tt

LY
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onde P & um operador que gera‘permut,agées entre os elementos da funcao,

¢ = Ua(q1)uy(g2)---uslan), (6.178)
que & denominada de funcao de Hartree. O operador,
e 1 P
A== ZP:(—1) P, (6.179)

é chamado de operador anti-simetrizado, cuja agdo sobre a funcao de
onda de Hartree a conveniente combinacao anti-simétrica entre os orbitais

atdmicos que a constituem.
O operador A & hermitiano e também A? = A. E também possivel
mostrar que H comuta com A. Calculemos o elemento de matriz,

(®| H |®) = N! (®u| AH |®H), (6.180)
j4que® = VN!A®y, e o termo VN! aparecedevidoadeﬁ.nigﬁodeA. Assim,

(®|H|®) = N (®@g| HA? |®4),

_ N1 (®u| HA|®H), (6.181)
e portanto,
E[@ = (2(H|®),
- ilzpz(—l)” (2u| P |®8) + ‘_g:lg("lf (®m| :—;P |6:82)

Como as fungdes atdmicas sao ortonormais,
(o] Yar) = baar (6.183)
oPrimeirotermodwtasomaﬁcareduzido a,
(he) = ; (ua(@)l hilua(@)), A=, 8 (6.184)

e o segundo termo fica, apés analizarmos cuidadosamente, dado por,

=3 [(Mq,-)up(q,-n — a(ge) e (45)) — (3 (g0)un()) — Iw(qj)up(qe))] ,
. ' ' (6.185)
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pois agora o operador em consideragao mistura as fungdes de coordenadas g
e g;.

A soma sobre todos os pares pode ser convenientemente escrita Dpor uma
dupla soma envolvendo todos os pares e dividindo por 2 para nao somarmos
duas vezes o mesmo par. Assim,

5 @l len(a) + 5 3 |a(@0)] S loslaunla)

- (@@ = @) (6.186)
Chamando de,

T = (ua(e)] hslur(a)), (6.187)

Fau = <uatqouﬁ(a,«nifua(qoup(q,-n, (6.188)

Ky = (ua(q.)up(qz)l lﬁa(‘b)“u(‘fs))u (6.189)

de modo que o funcional E[®] é determinado pela expressio,
1
E[®] = ?z,\ 5 ; [Fou — Krl.- (6.190)

Agora queremos determinar as condiges que tornam este funcional um ex-
tremo preferencialmente um mfnimo, porém nio podemos esquecer que os
orbitais atémicos aqui envolvidos possuem determinadas caracterfsiticas, &
saber, .

wlw) = [ uiusdg = by, (6.101)
que constitui um vinculo para nosso problema.

Em vista das caracteristicas do problema: queremos que E[®] seja esta-
cionério, sujeito a determinado vinculo, & conveniente o uso de método dos
multiplicadores de Lagrande. Este método & uma alternativa no cilculo
de pontos extremos de funcSes (ou funcionais), que estao sujeitos a vinculos

entre as varidveils. Somente para revisar este método, considere a fung.ao
flz,y,2) onde h4 um vinculo,

o(z,y,2) =0, (6.192)
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entre as varidveis.
Este vinculo significa que as varidveis Z,y, 2 ndo sao mais independentes
de modo que df (z,y,z) = 0 nao fornece o extremo. Alternativamente,

df (z,y, z) + Me(z,y,2) =0, (6.193)

onde A & um pardmetro (multiplicador de Lagrange) escolhido de modo a
satisfazer a equagao acima. A equagao acima aparece devido ao fato das trés
coordenadas nao mais serem independentes. Da Eq.(6.193) tiramos que,

(gﬁ 4 Agg) + (g + A%) % (%i +228) —o. (6.194)
Assim, obtemos quatro equagoes,
o(z,y,2) = 0 | (6.195)
(-g—i +,\-g%) = 0 (6-195)
%+A%) = 0 (6.197)
_g_lz’“%g) = 0 (6.198)

cnjas solugdes nos fornecem (z,y,2) e A. O ponto (z,y, z) representa o ex-
tremo de f(z,¥,z). Embora A auxilie na determinacio do extremo, este nao
necessariamente precisa ser calculado.

Apés esta breve revisao sobre os multiplicadores de Lagrange, voltemos
a0 nosso funcional E[®]. Vamos utilizar N? multiplicadores para determinar
o extremo de E[®]. Denotanto estes multiplicadores por €5, & condigao de

extremo para. E[®] sujeito ao vinculo imposto pela Eq.(6.191) &
SE — Y exub (uyl ua) =0. (6.199)
A .
De fato devido a ortogonalidade dos orbitais atémicos, a condicao de extremo

pode ser melhor escrita cormo,

SE =) ex6 (ua| 1) =0. (6.200)
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Notemos que esta condicdo de extremo trabalha com o conjunto de fungoes
{ua(g:)} como varidveis. Alteracoes infinitesimais desta fungao levam a vari-
acoes infinitesimais no produto (u,| u,) que denotamos por & (u,| wy). Uti-
lizando as relagoes explicitas para E, em termos de Z,, F,, e K,,, obtemos
da Eq.(6.200),

g E [ 7%~ 2 wata + ) [ [ 4@ wn(aias | wr(a
—Z[ f u. (%) un(q,)dq,} ux(g) = £2ua(g) (6.201)

onde a soma em g engobla todos os N elétrons e as coordenadas ¢; e g;
envolve as coordenadas espaciais € de spin. Esta equagao é denominada de
Equacao de Hartree-Fock, e fornece um sistema de IV equagces integro-
diferenciais que permitem calcular o conjunto de orbitais atémico {u,(g)}
que minimizam o funcional E[®] anterior.

Vamos ... a dependéncia de spin explicitamente,

ux(g:) = Ua () Xa/2,m3 - ' (6.202)

Podemos escrever a Eq.(6.201) como,
ppe Z—""z] we)+ 3| fue 2 e
= Z - [f p.(rJ.) “n(r:)dl‘ ] up(r:) = exua(ry)- (6.203)

Para definirmos a equagao de HF de uma maneira mais simples, & conveniente
definirmos alguns operadores. Assim,

Vi) = f u (qJ) “u,(g;)dg;,  (operador direto) (6-204)

ou, na forma onde o spin foi eliminado,

Vi(r) = ] () = u,xrj)drj, (6.205)
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e
62
V(@) f(@) = [ [ u;(%);;f (‘b‘}dqj‘] uu(g;),  operador exhange (6.206)

onde f(g:) & uma funcado arbitraria na g; cooordenada (espacial € spin). Com
estas definigoes, a equagao de HF assume & forma, ‘

[— %Vi = E:j + Vi) - V“‘(q.-)] ux(@) = Exta (@), (6.207)
onde,
Vi) = »_ Vir), (6.208)
ve(e) = 2 V(@ (6.209)
Definindo, .
Vi) = -‘—Z;_? + V() — V=), (6.210)

escrevemos a Eq.(6.207) como,
2
[—-%Vi + V(q;]] ux(q) = eaua(gi)- (6.211)

A equagio acima mostra que 08 orbitais que minimizam 0 funcional sat-
isfazem uma equagao com O potencial modificado cujos autovalores sao os

multiplicadores de Lagrange.
A equacao de HF apresenta uma interpretacao fisica bastante interessante

€ que passaremos a discutir mais adiante.

A solucdo da equagao de HF & um problema dificil pois representa um
sistema de equagoes integro-diferenciais dificil de resolver mesmo com méto-
dos numéricos. A maneira convencional de utilizar o método de HF é através
de uma maneira iterativa. Comegamos com uma série de orbitais atémicos
individuais tipo hidrogendide u®, u? .., uf). Com este conjunto de orbitais
{uﬁ‘“}, calculamos os potenciais de H — F , V&, V& e finalmente VO(q)
que é o potencial de HF em primeira aproximagao. Com isto teremos um

conjunto de N equagdes diferenciais do tipo,
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R? 1.0 (¢3)]
(Lgnfvf,. + Vfl)(q‘_)J uy () = eauy (), (6.212)

cuja solugao fornece o conjunto{uf‘l) } Este conjunto é agora utilizado para
calcular os novos potenciais V®(g;) , que possibilitario constituir um novo
conjunto de equagdes diferenciais que agora fornecerio u?)}, e assim por
diante. Desta forma o método é utilizado de uma maneira auto-consistente
para gerar o campo de potencial que servird para melhorar a solugago. O
método é utilizado até que V™ e V™! coincidam dentro de uma determinada
precisao.

Vamos chamar de hgr o operador que age sobre as funcoes, tendo como
autovalor os multiplicadores de Lagrande,

hyp = —EVQ — *Zi? + V() — Vi (g

= 9m T T Ate A q!)! (6‘213)
que é um operador de energia onde os dois primeiros termos representam a
energia cinética e a interacdo nuclear do elétron; o termo V&(r;) representa a
energia potencial média devido a presenga dos demais (IV — 1) elétrons,
como € sugerida pela prépria expressio de Vi¥(r;); o tltimo termo Vi®(q:)
representa um termo de exchange (nao local) que leva em conta os efeitos
da interagéo entre o orbital \ com os (N — 1) demais orbitais ocupados por
elétrons. Desta forma, esta & toda a informacao contida no valor de €x- Assim
nao devemos esperar que uma simples soma de &,, sobre todos.os A leve &
energia do sistema, porque ao efetuarmos 2_1 €x, estamos duplicando termos

de troca direta e exchange. De fato, através da equagao de HF & facil mostrar
que,

a=1I,+ Z (Fau—Ka) (6.214)

»
€ a soma de todos os termos,

ZE’\ = ZIA"‘Z(-F:\,‘J_K:‘\#)’
A A Aop
= ZI‘\J,-%E(TAF-KM)+~;-Z(}"M*’CA#),
A Ap Au

= E+ %Z (Fou — K, (6.215)

A

-

4
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ou seja,

1
E:XX:EA—'§§}:\“—KA#. (6216)

De modo que a energia do sistema nao corresponde & simples soma dos €3,
mas devemos descontar as energias mituas que nesta simples soma foram

contadas duas vezes.
Vamos imaginar um &tomo inicialmente com .IN elétrons dos quais re-

movemos um elétron, deixando o sistema com N — 1 elétrons. Calculemos a

diferenca de energia entre estas duas situagoes:

N 1 N N-1 1 N-1
Ev—Ena = Y hits S Fu-Kn) - T3 D (Fas = Kap)
A=1 Ap=1 A=1 a,f=1
N
= IA+Z(FAF-_K'\P)’
p=1
= EA- (6.217)

Assim, Exy — En-1 =€, fornecendo uma interpretacao fisica para a quanti-
dade £,. “ex representa aproximadamente a energia de ionizacao do
elétrons A.”

Fste resultado é conhecido como teorema de Koopman, é claro que

& um resultado aproximado, porque a remogao de um elétrons provoca um
rearranjo nos demais orbitais que aqui estamos ignorando.
Uma aplicacao interessante do método de HF sio 4tomos multieletréni-

cos que apresentam subcamadas fechadas como Be e outros. Neste caso, o

problema recebe uma considersvel simplificagdo porque cada orbital apare-
cerd duas vezes no determinante de Slater, uma vez com spin para cima (up)

e outra coim spin para baixo (down).
Exemplo 1 Vamos considerar o estado fundamental para o étomo de Be.

O 4tomo de Berilio tem 4 elétrons 1572 s2, e portanto o estado fundamental
& constitnido de quatro orbitais s, e o termo que representa este estado &
representado por !s. Vamos comegar escrevendo o conjunto de fungoes que

permutando fornece a fungéo inicial &. Assim,

{ular(‘h), u151(g2), Unsr(g3), u2s1(g4) } - (6.218)
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Utilizando a definicio do potencial de HF e usando os orbitais acima, tiramos,
2

46 €. 5 =
Ve =S5 Vi Vi ViV - VS — Vi — Ve — Vi (6210)

Alguns termos serdo zero devido & nio auto interagdo. Vamos agora separar
as coordenadas de spin, escrevendo,

u1s1(q) = wis(r)xy
101(2) = wr(E)x_ o
uﬂxT(Q) = u?a(’)X-{- '
ts1(q) = uas(r)x_
Como os elétrons 1s ou 2s apresentam mesma parte espacial, a equagao de
HF € reduzida a um sistema de duas equacoes integro-diferenciais acopladas,

~3mVr — %+ V) + 2V () — V()| e (e) = Brorans (x)
—mm Ve — 4+ VA) + 2V () — Ve (n)| (1) = By ()

(6.221)
onde,

Via(r) = / ”;“(")T-Eérf“;“l’(ﬂd”' : (6.222)

Ve )fE) = [ { u;,(r')f;,—_‘—r,Tf(r')dr’] wu(r),  (6.223)

e V3i(r) e V£ (r) definidos da mesma maneira.

O sistema de equagdes acima fornece as solugGes para estados e ener-
gias dos estados fundamentais do 4tomo de Berflio. A solucdo do sistema
de equac3es acima deve, evidentemente, ser feita numericamente segundo o

método iterativo jé discutido anteriormente. Resolvendo o caso do Be nu-
mericamente obtemos,

Egp =—14.573 Eopp, = —14.667

‘A maioria dos exemplos que poderemos fornecer para a solugao de 4tomos

usando o método de HF, levam a sistemas de equagoes somente sohiveis por

métodos numeéricos. Para o leitor interessado,um tratamento de dois casos

exatamente sohiveis pode ser visto na Revista de Ensino de Fisica de ......




Capitulo 7

Aproximagao para o Sistema de
Dois Niveis

7.1 Introdugao

Aintera:;ﬁoclecampodeluzmosist.emaa.tamiooéumadasmaisimpor-
tantes ferramentas para podermos fazer um diagndstico da estrutura e do
comportamento dos dtomos. Sua importéncia é tao grande que chega a ser a
principal responsével pelo desenvolvimento da mecAnica quintica como um
todo, além de obviamente ser o principal na fisica atomica e molecular.

O bom conhecimento do comportamento dos dtomos na presenca de ra-
diacdo é fundamental para o entendimento de toda. a espectroscopia tanto
em sélidos, liquidos, gases € de vérios efeitos lineares e nao-lineares neles
presente. Vamos abordar os vérios aspectos desta interacao de uma forma
bastante simplificado. Iniciaremos com a obtengdo do Hamiltoniano bésico
do sistema at&émico na presenca da radiagao, resolveremos O sistema de dois
niveis, regras de selegao, emissao espontinea, etc.

7.2 Carga num Campo Eletromagnético

Como sabemos, quando uma carga encontra-se na presenca de campo
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eletromagnético, sobre ela existe uma forca denominada de Forga de Lorentz,

F=q(rZB+E), (7.1)
onde, _
B —VxB, | (7.2)
e
E=-Vy, (7.3)

sendo que A e ¢ séo respectivamente os chamados potenciais vetorial e es-
calar. A patir desta expressio de forca & possivel mostrar que a Lagrangiana
para o sistema descrito acima é,

1 -2 gq.
L= —2~m r +Z r A(l') — q@. (74)

Conhecendo-se a Lagrangiana & possivel determinar o Hamiltoniano do sis-
tema & partir da determinacio dos momentos P = :—f— Para simplificar os
célculos, escrevemos a Lagrangiana acima na forma,

- T
L:Emz 5T +E_Zf.-A.-—q¢, (7.5)
=] . =1

onde o fndice ¢ representa as componentes. Com isso os momentos sao facil-
mente determinados e obtemos,

oL . g '
i = ——=mr; +=A.. 7.6
B o (7.6)

Este resultado nos mostra que na presenca do campo eletromagnético, o
momento candnico (isto &, aquele utilizados nas equacGes de Hamilton) nao
€ mais o simples produto da massa pela velocidade, mas temos a adigao de
termos do potencial vetor.

Com os p;, escrevemos o Hamiltoniano na forma convencional,

3
H = Zp, r; —L. (7.7)

-_-_.._'._.

=€ —€ —( —(

¥ OE

=

o
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Assim, em termos do momento p; encontramos,

i e g i = q.,\?
H = ;gpi(z’i‘—zfli)—%zi:(?s—;&)

-L 53; (p:— 24) Ac+ g0, (7.8)

Como estamos na mecanica cléssica, onde as fungdes permutam sem proble-

ma, podemos escrever,

1o q 1 q '
H = ;; pips — Pk — SPipi+  Pihi — 5 g i

2
~IpAi+ %Aem) + g¢. (7.9)
C
Portanto,
1 (1 q P
H= w X‘: (‘é’PiPi - ;cpeA.r i WA'A') + q¢, (7.10)
que pode ser facilmente escrita como,
LR NS
=3 CA) +q¢. (7.11)

Esta funcao hamiltoniana serd o operador Hamiltoniano em mecanica quén-
tica. Assim, um elétron (g = —e) na presenca da radiagio é descrito pelo
Hamiltoniano,

2 2
T

O termo em A? como veremos mais adiante representard o espalhamento
de luz de um &tomo havendo emissdo de dois fétons (ou mesmo absorgao de

dois fétons) e portanto nao contribuem para interacao de um tnico féton.
Isto pode ser visto facilmente do fato que o termo A? tem a dependéncia
temporal dada por €?“* e como eiBt/M este termo consiguird acoplar niveis
que tenham E ~ 2hw. Significando portanto transicio de dois fétons. Além
disto, o termo em A’ aparecerd com ordem de %; que & pequeno e pode ser
desprezado. A equagao para A é do tipo,

1824 4r
_x72 o ol g R P
VA + 5 = —i(r), (7.13)
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e estando longe da fonte, obtemos a forma simples,

_vea 184
Vidt—as =0 (7.14)
que apresenta como solucao,
A = Ay(r)e ™7, (7.15)
com,
Ap(r) = Ape™r . (7.16)

Da relagao E = -%%%, temos que Ay(r) estd determinando direcionalmente

pela polarizacao do campo (2). Assim sendo,
A =FAp(r)e T, (7.17)

A dependéncia temporal est4 relacionada com conservacao de energia, de mo-
do que este campo serd capaz de promover transigoes onde a energia trans-
ferida & £ = hw. A depéndencia espacial ¢ que determinars a probabilidade
de transigdo. Este termo pode ser expandido,

e — 14 (ik-r)+%(z'k- 4. (7.18)

Em se tratando do sistema atémico r ~ 1 ;1, enquanto k ~ ﬁ Ao‘l, e
assim o termo mais dominante é o primeiro. Neste caso, onde consideramos
Ay(r) constante, temos a chamada aproximacao de dipolo elétrico, o
segundo termo seria dipolo magnético, o terceiro quadrupolo elétrico, etc.
Assim a aproximacao de djpolona.da.maisédoqueconsiderarmosocampo
da radiacio eletromagnética como constante (isto &, sem dependéncia espa-
cial) ao longo da extensio atémica. Neste caso, ao interagir com o campo
eletromagnético, o campo redistribui a carga eletrénica que gera um dipolo
elétrico g com energia de iteragdo com o campo da forma —p - E. Voltare-
mos a falar mais da aproximagao dipolar no futuro. Para o momento, basta
considerarmos,

Hpwr=—p-E, (7.19)

com sendo a parte do Hamiltoninao relativo & interacao. O operador dipolo
serd mostrado futuramente.
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12)

1

Figura 7.1: Representacéo esquemitica do sistema de dois nfveis interagindo com
um campo de radiacao

7 3 Niveis Interagindo com o Campo Eletro-
magnético

Antes de considerarmos a interagao da radiagao com o dtomo, que é um
sistema complexo, rico em nimeros quénticos, etc., vamos considerar o caso
mais simples que consiste em dois niveis de ocupac¢ao com paridades opostas.
Assim, seja os sistemas com os niveis 1 e 2, cujos valores de energia sao Fy
e E,, irradiado por radiacéo de frequéncia w e polarizacdo € e amplitude &o,
conforme indicado na Fig.(7.1)

Na auséncia do campo de radiagdo cada um dos estados € representado
pelas funcgoes de onda,

Yy(r,t) = e_mlt/h(br (r), (7.20)

Yy(r, t) = e B2t /hg,(r), (7.21)

que sio solugoes da equagao de Schrédinger,

m% = Ho. (7.22)

Quando a radiagao incide sobre o sistema, podermos imaginar que o campo
interage com a distribuigao de cargas do sistema modificando-a consideravel-

mente, e em termos energéticos o sistema fica numa superposigao dos estados
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1) e [2), j4& que isto & tudo o que pode ocorrer, pois, sio os dois tinicos estados
disponfveis.

Quando o sitema é perturbado pela radiacao, o Hamiltoniano do sistema.
passa a ser (na aproximagao de dipolo elétrico),
H = Hy+ Hyye (7.23)
onde H;p; & a interagao dipolar.

Como mencionado, a radiagio produz uma mistura de estados de modo
que a nova funcao de onda do sistema é dada por,

Y = a1 ()9 (r, 1) + az(t)hy(r, t), (7.24)
que é solucao da,
iﬁ% = Hy. (7.25)

Substituindo as Egs.(7.20) € Eq.(7.21) na Eq.(7.24) e em seguida na Eq.(7.25)
obtemos,

2 (o (2)em B0 () + g (e B5t0g, )] =
(Ho + Hine.) (a1(2)e ™27, (x) + an(t)e B/ 73, (x)) . (7.26)

Como ¢,(r) e ¢,(r) sdo solugdes de Hy, de modo que o segundo termo da
Eq.(7.26) fica,

= ar(t)e By, (r) + a1 (t)e B H,,, b, ()
+aa(t)eT PP Bagpy(r) + ax()e™ B, 4. (r). (7.27)
Assim a equagao total fica escrita como,

if [tii (B9 (1) = i (1) 22~ P, (1) a5 (1)1
—mﬂ(ﬂ%—e“‘?"%(ﬂ] = a1(t)e™ " Ergy (v) + a1(t)eEH H g 1 ()

+az(t)e™ 2 Bagy (x) + az ()™ F2 /A By gy (x). (7.28)

Multiplicando a Eq. (7.28) por #1(r) e integrando, levando em conta que,
[enmar < 1, (7.29)
[#@amaer = o, (7.30)

§
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H...é impar e ndo pode conec-
*(r)Hin Bz | TR 7.31
_/ ¢i(r) 91(r) ( tar estados de mesma paridade ) b (7.31)

encontramos,
il a; (t)e_"E“"' B yai(t)e B E = o (t)e“"E_‘"’ "E1+ag(t)e"'E“" *Via- (7.32)

Fazendo agora a multiplicacao na Eq.(7.28) por ¢7(r) obtemos outra equacao
semelhante & esta, de forma que teremos,

in (6) = —B2ay()e ST, (7.33)
€ : Vo ;(B2=E1),

s (1) = — SRS, (7.34)
onde, '

= f $1(6) Hint. o ()% (7.35)
e

Vi = [ 30) Hone i () (7.36)

Estas equagoes, que descrevem a evolugdo temporal das amplitudes a, ) e
az(t), nao constituem uma aproximagao e sao vélidas para qualquer intensi-
dade de campo.

Os termos |a:(t)|* € las(t)|* representam as amplitudes de probabilidades

dos estados |1) e |2) serem ocupados respectivamente, e portanto,
lar(®)* + laa(®)[* = 1. (7.37)
Representando explicitamente a interagao,
Hipe. =—p-€ (7.38)
escrevemos a Eq.(7.35) como,

Vi = f 610) (— g2 - €)bale)r
= rflgyes (7.39)
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Da mesma forma teremos para a Eq.(7.36),

Vo1 = — g, €. (P';Jz'* 19) - (7.40)

Considerando um campo de radiacio da forma e =; (€0e™™* + h.c.) temos
que as Eqgs.(7.33) e (7.34) tornam-se,

al (t) #12 &p (t) [ —#{w— uu:)$+ e"‘(‘”"""m)‘] (741)

ay (t) = 25 2 20, (t) [emHemwiakt 4 e HwtunX] (7.42)

onde wjy = Ez‘g‘g-l Podemos notar que as duas equacgdes acimas sao equacgoes
acopladas para a,(t) e a,(t).
No caso de termos o campo eletromagnético de baixa intensidade tere-

mos pouca probabilidade de transi¢éo e portanto podemos tomar a; (t) ~ 1,
de modo que a Eq.(7.42) fica,

c-12 (t) _ u.l;;;i:so [e—i(wuwxzjt+ e—a‘(wi-wu)t] , (743)

e podemos integra-la com a condigao de contorno que t = 0 e as(t) =0,

ft daﬂ(t)dt = 3‘#21'50 /t [e—l'{m-—-wrz}t + e—i(w-!-tdlz)t] dt
o dt 0

2k
—i(w—wiz2)t __ —i(wtwiz)t __
Moy €p | € L e 1
i e - . (744
aa(f) 2h [ w — wi2 W+ wia 1 (7.44)

O termo que aparece com w + wj; no denominador é chamado de termo

antiressonante e pode ser desprezado. Assim obtemos para a amplitude de
probabilidade,

i |#49;-€6|* £ [ sin® 3w —wyp)t
laa ()" = (oR)? { Bw-wn)’ } ; (7.45)

que em ressonéincia w ~ w2, apresenta uma dependéncia quadratica com t,
de modo que a probabilidade de transi¢io do estado |1) para o estado [2)
aumenta quadraticamente com o tempo. E claro que esta aproximagao vale
para tempos muitos curtos, onde a,(t) << 1, conforme Fig.(7.2).
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e cof

Figura 7.2: Amplitude de probabilidade para o estado |2) na ressonéncia, onde
W ~ Wig € tempos muitos curtos (ﬂg << 1)

Quando nio podemos fazer a aproximacao de baixas intensidades, temos
que resolver as equagoes para a,(t) e ay(t) . Despresando os termos w + w2
(antiressonantes), temos que as equagdes sao escritas como,

o (1) = B2 Z2ay(0) [ ], (7.46)
a (f) = ”21 B %o, () [ (7.47)

Tomando a derivada da segunda equacao temos,

a (t) = ‘Mi,:ﬁ g [ L (£)e @t _ g, (t)(w — uu)e«w-wu):]  (7.48)

substituindo a Eq.(7.46) obtemos,

2
- R " -£
ia (£) + i(w — w1a) 63 (8) + “"—(;—ﬁ:—’am —o0. (7.49)
Assumindo fi;p-€0 = [g;-€o (polarizacio paralela ao momento de dipolo,
definimos,

y T 1;6°, | (7.50)

como sendo a frequé~ncia de Rabi que & uma medida da for¢a matriz que
produz a transigao como veremos adiante. Assim,

ay (t) +i(w —wys) @y +%§az(t) = 0. (7.51)
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A condigao inicial que deveremos tomar na resolugdo desta equacao é ay(0) =
0, pois consideramos que no inicio do experimento o sistema encontrava-se
no estado [1).

Quando w = wyy(ressonancia), a equagdo acima tem somente uma solugao
oscilatéria como um oscilador harménico. Assim, propomos uma solucao do
tipo ay(t) = Ae*sin Bt e partimos para determinagao de A e f. Apés um
pouco de &lgebra, a solugao que obtemos &, '

+ cos? (% (W —w12)? + Qit) (7.52)
) £)[2 = L in? {24/ Y 753
IO'Z( )l = (w . wlz)g +Q?2 s "2" ((d = wli) e 3 "% ] ( - )

o termo w — w3 = A é denominada de “detuning” e

Qy ='1/A2+932, (7.54)

¢ denominada de frequéncia de Rabi modificada, de modo que,

2
[a1()]> = %sinz %'Et)+cos’ (%‘-*t), (7.55)
R
2 = A? -2 Q’R
e = Gant (o). (7.56)

Graficando obtemos a Fig.(7.3). |aa(t)|? representa a probabilidade do sis-
tema estar no estado |2). Quando temos |a,(t)|* aumentando com o tempo
temos o sistema atémico obtendo energia do campo eletromagnético, en-

quanto para |ax(t)|’ diminuindo o sistema fornece energia ao campo. As- -
sim quando um sistema de dois niveis é colocado na presenca de um campo
monocromético, a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado excita-
do oscila com frequéncia de Rabi, e a amplitude é maxima quando o sistema
estd em ressonéncia.

A solugao que apresentamos s6 & verdadeira quando uma vez que o sistema
seja excitado ele nao tem outra op¢ao senao devolver de uma forma coerente
a energia de volta ao campo. Isto estabelece uma perfeita coeréncia entre

d
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1.0

o, f

£(>107 sec)

Figura 7.3: Amplitude de probabilidade do estado |2) ser ocupado. Representa-
mos essa probabilidade para trés frequéncia de “defuning”, confome indicado na

figura.

os dois estados. Evidentemente que o que falamos acima & verdadeiro se o
nivel |2) (nivel excitado) for perfeitamente estdvel, de modo que a0 ..... a
presenca da radiagao a probabilidade & bloqueada no valor que se encontra
neste instante. O estado |2), ndo é na realidade estével por um série de razoes
que discutiremos oportunamente. Nao sendo estével existe uma taxa I' que
representa o estado |2) relaxando para o estado [1). Isto significa em média
osistemaﬁverénoatadoexcitadoumdeterininadotempo L.

Quanto maior a probabilidade de encontrarmos o sitema no estado |2),

12)

Figura 7.4: Taxa de relaxagio do estado |2) para o estado |1).
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1
aof

Figura 7.5: Probabilidade de ocupagio do estado |2), considerando um tempo de
relaxacao I

major & a contribuigdo da relaxagao que € um termo negativo para as(t)
e positivo para a;(t). Assim, as equagdes para a;(t) e a,(t) precisam ser
levemente modificadas incluindo-se o termo de relaxacio,

a (€)= iRap(e e + Do), (757)
i () = zf%ﬂal(t)e*@—mﬁ = ‘gag(t). (7.58)

Estas equacGes podem facilmente serem resolvidas, € a solucdo que obtemos
para |a,(¢)[* & agora uma funcio oscilatéria que decai para um valor fixo no
tempo e podemos mostrar que,

1 Q%

}—l:org; I'f‘;z(t),2 = §A2 5 (%)2 Y n%‘ (7‘59)

de modo que para uma radiacio bastante intensa Q >> a1,

jas(t) = 2. _ a0)

Portanto o sistema gasta, em média, metade do seu tempo no estado excitado
e metade no estado fundamental. E possivel da mesma forma determinar o
dipolo induzido.

] “l

Exemplo 1 O Caso do Campo Interrompido
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a1 -

Figura 7.6: Fungdo degrau.

O sistema que resolvemos considera o campo de radiagdo presente em
todos os instantes. Consideremos o caso onde o campo & desligado num de-
terminado instante t = 7. Este caso & representado considerando a amplitude

do campo como,
g0 — €oll — O(t = 7)], (7.61)

onde © é a fungao degrau.
As equagdes para a; (t) e ax(t) sdo agora escritas da seguinte forma,

o (£) = e-%zs.,n — O(t — T]as(t)e ¥, (7.62)
ap () = i%%lso[l — O(t — 7)jas (t)ew ), (7.63)

e para simplificar, consideremos o caso onde w = wjp . Assim,

a1 (t) = i52eoll —O(t —aa(®), (7.64)
ay (t) = i%%su[l — (t — 1)as(t)- (7.65)

Wﬁmdo a segundo equagao no tempo, encotramos,

s (6) = Peof(t — as(0) + Ba o —e@-nla@.  (766)

Para t > T, a equacio acima fica reduzida s,

i (1) = 22 6, (1) (7.67)
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laef

Figura 7.7:

e usando a; (t) (t < 7) da primeira equacao,

1
Gz(t) =¢sin ('innt) a (7.68)
Para t < 7, a; (t), e a solugao,

aa(t) = o + Bt. (7.69)

No instante ¢ = 7 ambas solugoes devem coincidir,

isin (%ﬂﬂt = a+ ft. - (7.70)

Como, a; (t) = a3 (t) = 0 para t <7, 8 =0. Assim, @ = isin (3Q5t), e
portanto,
isin (lngt) T
t)= 2 . 7.71
%2(t) {isin(%ﬂgt) 2T (7.71)
Ou seja, o sistema oscila na superposi¢ao de estados e a fragio de super-
posicao é fixada quando o campo & interrompido. (Veja Fig.(7.7))



