
ESCOAMENTO SOBRE UMA PLACA PLANA:
CAMADA LIMITE

SEM0551 Fenômenos de Transporte

Paulo Seleghim Jr.
Universidade de São Paulo



Equações governantes:

0)U(
t

=+


 

++−=







+




 D3FT

~
Puu

t

u 


D
~

:T
~

)Tk(Tu
t

T
CP +=








+








Continuidade (massa) →

Q. de movimento (Navier-Stokes) →

Energia (1ra lei) →

Escalas microscópicas 

(Kolmogorov) a escalas 
sinóticas...



Resfriamento de componentes eletrônicos...

Tnominal

fonte de calor

ambiente

T

Rcontato

Rcondução

Rconvecção



Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

x

y

u

Ts



x

y

u

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts



x

y

u

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts



x

y

u

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts



x

y

u

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts



velocidades não

perturbadas (uu)

u

x

y
estagnação

u < 0,99u

camada limite

fluidodinâmica

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts

u(x)

Y. IRITANI, N. KASAGI and M. HIRATA



camada limite

fluidodinâmica

camada limite

térmica

temperaturas não

perturbadas (TT)

T

x

y

Escoamento incidindo sobre uma placa plana...

Ts

T(x)

u(x)

Y. IRITANI, N. KASAGI and M. HIRATA



x

y

Cálculo das camadas limites hidrodinâmica e térmica...

)y,xx(u 1= )y,xx(T 2=

x1

x2

u ,T



0
y

v

x

u
=




+





x

y

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





)y,xx(u 1= )y,xx(T 2=

x1

x2

 massa

 q. de mov imento

 energia

u ,T

Cálculo das camadas limites hidrodinâmica e térmica...



0
y

v

x

u
=




+





x

y

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





)y,xx(u 1= )y,xx(T 2=

x1

x2

 massa

 q. de mov imento

 energia (desacoplada)

u ,T

 ==→= T)y,0(Teu)y,0(u0x/p

sT)0,x(Te0)0,x(v,0)0,x(u0y/p ===→=

 ==→→ T),x(Teu),x(uy/p

Cálculo das camadas limites hidrodinâmica e térmica...



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
y

v

x

u
=




+





2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+




....

d

)(f
a

d

)(f
a

d

)(f
a)(fa

3

3

32

2

210 +



+




+




+

transformação

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
y

v

x

u
=




+





2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+




....

d

)(f
a

d

)(f
a

d

)(f
a)(fa

3

3

32

2

210 +



+




+




+

transformação

variável de

similaridade


= 

/x

u
y

def









=

u

/x
u

)(f
def  = função de corrente

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0

x
v

y
u

)y,x(
def


















−=




+=

=

função de

corrente

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0

x
v

y
u

)y,x(
def


















−=




+=

=

função de

corrente

)(f
u

/
xu 


=





As componentes da velocidade se escrevem então como:


=




































=

























+=




+= 






d

df
u

x

u

d

df

u

x
u

yy
u


= 

/x

u
y

= /

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0

x
v

y
u

)y,x(
def


















−=




+=

=

função de

corrente

)(f
u

/
xu 


=





As componentes da velocidade se escrevem então como:


=




































=

























+=




+= 






d

df
u

x

u

d

df

u

x
u

yy
u


= 

/x

u
y









−





=





















−

















−=




−= 





−



 f
d

df

x

u

2

1

x

f

u
xu

2

x
)(f

u
u

x
v

2/1

= /

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0

x
v

y
u

)y,x(
def


















−=




+=

=

função de

corrente

)(f
u

/
xu 


=





As componentes da velocidade se escrevem então como:


=




































=

























+=




+= 






d

df
u

x

u

d

df

u

x
u

yy
u


= 

/x

u
y









−





=





















−

















−=




−= 





−



 f
d

df

x

u

2

1

x

f

u
xu

2

x
)(f

u
u

x
v

2/1

...v

...u

=

== /

Solução de Blasius (1908)... velocidades

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+







Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

2

2

d

fd

x2

u

x

u


−=



 

2

2

d

fd

x

u
u

y

u


=



 


3

32

2

2

d

fd

x

u

y

u


=



 

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

2

2

d

fd

x2

u

x

u


−=



 

2

2

d

fd

x

u
u

y

u


=



 


3

32

2

2

d

fd

x

u

y

u


=



 

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

2

2

d

fd

x2

u

x

u


−=



 

2

2

d

fd

x

u
u

y

u


=



 


3

32

2

2

d

fd

x

u

y

u


=



 

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


0)(f0/p =→=

0d/df0/p =→=

1d/df/p =→=

=→= u)y,0(u0x/p

0)0,x(v,0)0,x(u0y/p ==→=

=→→ u),x(uy/p

Solução de Blasius (1908)... velocidades



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


Solução de Blasius (1908)... c. limite fluidodinâmica



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


99.0u/u =  0.5=

Solução de Blasius (1908)... c. limite fluidodinâmica



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


99.0u/u =  0.5=




= 

x

u
y




=

u

x
0.5

Solução de Blasius (1908)... c. limite fluidodinâmica



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


99.0u/u =  0.5=




= 

x

u
y




=

u

x
0.5

xRe

x0.5 
=




= xu

Re

Solução de Blasius (1908)... c. limite fluidodinâmica



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... tensões de cisalhamento

0
d

fd
f

d

fd
2

2

2

3

3

=


+


0

2

2

0y

x
d

fd

x

u
u

y

u

=




= 
=




=

x

2

x
Re

u
332.0 

=



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

)(f
u

/x
u 


=





2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+







Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

)(f
u

/x
u 


=




















−=




+=

=

x
v

y
u

)y,x(
def

2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+







Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

)(f
u

/x
u 


=




















−=




+=

=

x
v

y
u

)y,x(
def

2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





s

sdef

TT

T)y,x(T
)y,x(

−

−
=





Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

)(f
u

/x
u 


=




















−=




+=

=

x
v

y
u

)y,x(
def

2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





s

sdef

TT

T)y,x(T
)y,x(

−

−
=



2

2

2

P yd

d

C

k

y
f

d

df

x

u

2

1

xd

df
u 


















=
















−





+
















Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

PCk/
Pr


=

2

2

2

P yd

d

C

k

y
f

d

df

x

u

2

1

xd

df
u 


















=
















−





+














0
d

d
fPr

d

d
2

2

2

=



+





...

1)(e0)0( ==



Paul R.H. Blasius

(1883 – 1970) 

Solução de Blasius (1908)... c. limite térmica

x

y

)y,x(u )y,x(T

x

0y
y

u
=





=

x

2

x
Re

u
332.0 

=

x

0y

qk
y

T
−=





=

xqx

x

u
)TT(Pr332.0

k

q
s

3/1x


−=− 



x
3/1TM

RePr

x0.5 
=

x

FD
Re

x0.5 
=



ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES 

GOVERNANTES



0
y

v

x

u
=




+





x

y

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





)y,x(u )y,x(T

Adimensionalização das equações governantes...

L

x
*x =

L

y
*y =



=
u

u
*u



=
u

v
*v

 T,u

2u

P
*P


=

s

2

TT

TT
*T

−

−
=



→=



+




0

y

v

x

u
0

*y

*v

*x

*u
=




+



*x

*u

L

u

x

u




=



 

*y

*v

L

u

y

v




=



 



0
y

v

x

u
=




+





x

y

2

2

y

u

y

u
v

x

u
u








=




+





2

2

P y

T

C

k

y

T
v

x

T
u






=




+





)y,x(u )y,x(T

Adimensionalização das equações governantes...

L

x
*x =

L

y
*y =



=
u

u
*u



=
u

v
*v

 T,u

2u

P
*P


=

s

2

TT

TT
*T

−

−
=



*x

*u

L

u

x

u




=



 

*y

*v

L

u

y

v




=



 

→







=




+




2

2

y

u

y

u
v

x

u
u

2

2

*y

*u

Re

1

*y

*u
*v

*x

*u
*u




=




+







Adimensionalização das equações governantes...

*x

*u

L

u

x

u




=



 

*y

*v

L

u

y

v




=



 

0)U(
t

=+


 

)Tk(Tu
t

T
CP =








+







*x

*P

L

u

x

P 2




=



 

*y

*P

L

u

y

P 2




=



 

uPuu
t

u 2


+−=







+




 + kF



Adimensionalização das equações governantes...

*x

*u

L

u

x

u




=



 

*y

*v

L

u

y

v




=



 

0*)U*(
*t

*
=+



 

*x

*P

L

u

x

P 2




=



 

*y

*P

L

u

y

P 2




=



 

++−=







+




 *

k

k

2 F
R

1
*u

Re

1
*P*u*u

*t

*u
*




*T
PrRe

1
*T*u

*t

*T



=








+



 

→



=

Du
Re 0

→


=
PC/k

Pr

d.viscosa

inércia

d.térmica

d.viscosa

As equações governam o 
fenômeno via leis de 
conservação. Os números 
adimensionais definem o 
comportamento na escala do 
problema modelado...



Adimensionalização das equações governantes...

Mesmas equações adimensionais de balanço de  massa, q. de 
movimento e energia porém, com diferentes números adimensionais
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 = rotação planetária

 = latitude



Por que os furacões giram no sentido anti-horário no hemisfério 
norte e no sentido horário no hemisfério sul ???
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Carl-Gustaf Rossby

Fenômenos atmosféricos de grande escala...
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A velocidade tangencial é máxima 

ao longo do equador e decresce na 
medida em que a latitude 

aumenta... 
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Meridiano de 

Greenwich

Plano 

equatorial

r

r0

A velocidade tangencial é máxima 

ao longo do equador e decresce na 
medida em que a latitude 

aumenta... (“vitesse de libération...”)

Por que os furacões giram no sentido anti-horário no hemisfério 
norte e no sentido horário no hemisfério sul ???
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Le pôle sud de Jupiter, photographié 

par la sonde Cassini...

https://saturn.jpl.nasa.gov



www.youtube.com/pseleghim                                                                                 


