1Y Lista de Exercicio de MAT0147 (2° semestre 2020)

Turma: turma 2020221 (noturno)

1 Parte 1:

1.1 Espacos Euclidianos, retas, planos e produtos in-
ternos

Problema 1.1. Escreva o vetor (7,—1) como soma de dois vetores, um
paralelo ao vetor (1, —1) e outro paralelo ao vetor (1,1).

Problema 1.2. Sejam u = (2,4) e v = (—3,5). Determine:
(a) o produto escalar de u e v

(b) o angulo entre u e v

Problema 1.3. Determine se cada um dos conjuntos abaixo de vetores de-
termina ou nao uma base de R?

(a) {(1,1,1),(1,0,1)}

(b) {(1.2,3),(1,3,5),(1,0,1),(2,3,0)}
(¢) {(1,1,1),(1,2,3),(2,~1,1)}

(d) {(1,1,2),(1,2,5),(5.3,4)}

Problema 1.4. Determine a projegao ortogonal de v = (1,—2,3,—4) no
subespaco gerado por w = (1,2,1,2).



Problema 1.5. Determine a equacao cartesiana da reta no R? passando
pelos pontos a e b.

(a) a=(1,1) e b= (2,4)
(b) a=(2,1) e b= (4,5)
(c) a=(3,2) eb=(5,1)
(d) a=(2,3) eb=(7,4)

Problema 1.6. Sejam z, y o nimero de unidades das mercadorias A e B
consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00 e $3,00 os precos unitérios de
A e B respectivamente. Descreva em coordenadas euclidianas o espaco dos
nimeros de unidades das mercadorias, quando a despesas para mercadorias
¢ $10,00 e esboce tal conjunto.

Problema 1.7. Determine a equacao cartesiana do plano em R? contendo
os pontos a, b e c.

(2) a=(1,2,3),b=(1,3,1) e c = (2,6,4),
(b) a=(0,1,5), b=(2,2,3) e c = (3,3,4),
(€) a=(1,1,4),b=(21,2) e c=(3,4,2),
(d) a=(1,0,3),b=(3,1,1) e c = (4,2,2).

Problema 1.8. Sejam z, y, z o nimero de unidades das mercadorias A,
B e C consumidas por uma pessoa. Sejam $2,00, $3,00 e $4,00 os precos
unitarios de A, B e C respectivamente. Descreva em coordenadas euclidianas
o espaco dos numeros de unidades das mercadorias, quando a despesas para
mercadorias é $100,00 e esboce tal conjunto.



Problema 1.9. Escreva uma equacao do plano definido pelos pontos:
(a) A=(2,—-1,3), B=1(0,2,1) e C =(1,3,2)
(b) A=(0,0,0), B=(2,1,0) e C = (1,0,0)
(¢) A=(0,0,2), B=(1,2,2) e C = (1,0,2)

Problema 1.10. Determine a distancia do ponto (2,1,3) a cada um dos
planos:

(a) z—2y+z=1
(b) z+y—2=0
(¢c) —5bz=38

Problema 1.11. Considere a = (1,2,3), b= (1,3,1) e c = (2,6,4).
(a) Determine a equagao cartesiana do plano contendo os pontos a, b, c.

(b) Distancia do ponto p = (1,1, 1) ao plano contendo os pontos a, b e c.

Problema 1.12. Considere a = (0,1,5), b = (2,2,3) e c = (3, 3,4).
((a) Determine a equagao cartesiana do plano contendo os pontos a, b, c.

(b) Distancia do ponto p = (1,2, 1) ao plano contendo os pontos a, b e c.

Problema 1.13. Seja T': R? — R? uma aplicagao linear, i.e., T(z) = Ax.
Determine a matriz A sabendo que 7'((1,0)) = (2,3,4) e T((0,1)) = (4,6,8)

Problema 1.14. Seja F': R* — R? a aplicacao linear definida por
F(x1, 29,23, 24) = (11 — X9 + T3 + 24,21 + 203 — 24,21 + T2 + 323 — 324)

Determine a matrix A tal que F'(z) = Ax.
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Problema 1.15. Seja T : R? — R? a transformacao linear T'(z) = Az onde
A é a matriz definida como:

11
A=1]2 2
31
(a) Calcule um vetor normal ao plano que é a imagem de T', i.e., 0 espago

coluna de A (sub espago gerado pelas colunas de A).

(b) Calcule a area do paralelogramo contido na imagem de 7' que tenha
como arestas as colunas da matriz A.

(c) Dado p = (2,2,0) determine a projegao ortogonal de p no plano que é
a imagem de T.

Problema 1.16. Seja T : R? — R3 a transformagao linear T'(z) = Ax onde
A é a matriz definida como:

A:

NG

1
0
1
(a) Calcule um vetor normal ao plano que é a imagem de T, i.e., 0 espago

coluna de A (sub espaco gerado pelas colunas de A).

(b) Calcule a area do paralelogramo contido na imagem de 7' que tenha
como arestas as colunas da matriz A.

(c) Dado p = (4,1, 3) determine a projegao ortogonal de p no plano que é
a imagem de T

Problema 1.17. Seja T : R? — R? a transformagao linear T'(z) = Azr onde
A é a matriz definida como:

N

I
w O N
N = =



(a) Calcule um vetor normal ao plano que é a imagem de T', i.e., 0 espago
coluna de A (sub espago gerado pelas colunas de A).

(b) Calcule a area do paralelogramo contido na imagem de 7' que tenha
como arestas as colunas da matriz A.

(¢) Dado p = (1,2, —1) determine a projegao ortogonal de p no plano que
¢é a imagem de T

1.2 Respostas da Parte 1

Problema: 1.1: (7,—1) = (4, —4) 4 (3,3)

Problema 1.2:

(a) 14

=]

(b) arccos(DA0)

Problema 1.3: (a), (b) ndo , pois dimR?® = 3. (¢) Sim, pois colocando os
vetores como colunas de uma matriz A trés por trés, podemos observar que
A é nao singular. (d) Nao pois colocando os vetores como colunas de uma
matriz A observamos que Az = 0 admite mais de uma solucao.

Problema 1.4: P(v) = (—g, —g, _‘51’ _g)

Problema: 1.5

(a) =3z +y=—2
(b) —4x +2y = —6
(c) x+2y=7

(d) =z —5y=—13



Problema: 1.6: C = {(z,y) € R?|,2x + 3y = 10,z > 0,y > 0}

Problema 1.7
(a) 9z — 2y — 2z =2
(b) 3z —4dy+z2=1
(c¢) 62 —2y+32=16

)

(d) 3x —4y+2=6

Problema 1.8 S = {(z,y,2) € R3|,22+3y+42 = 100, > 0,y > 0,2 > 0}

Problema 1.9:
(a) x—2z+1=0
(b) 2=0
(c) z=2

Problema 1.10

Problema 1.11
(a) 9z — 2y — 2z =2

(b) 2

Problema 1.12:



((a) 3z —4dy+2=1

(b) 242

Problema 1.13: T'(zy,x2) = [

1
Problema 1.14: A = |: 1
1

Problema 1.15
(a) (—4,2,0)

Problema 1.16

(a) (17 27 _1>

Problema 1.17
(a) (=3,-1,2)
(b) V14
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2 Parte 2:

2.1 Conjuntos abertos, fechados e aplicacoes continuas

Problema 2.1. Esboce as regioes abaixo e diga se os conjuntos sao abertos,
fechados ou nenhum dos dois:

(1) Q={(z,y) e Ry < 3,0 <z <4y}
(2) Q={(z,y) Rz > y* z+y <2}
3) Q={(z,y) eR}0<2<1,0<y <z, 2 +y*> 1}

Problema 2.2. Ache e esboce o maior dominio onde a funcao f possa estar

definida
(1) flzy) =V —y

(2) f(z,y) = \/ﬁ
(3) f(x,y) = tan(z —y)

2.2 Curvas planas

Problema 2.3. Para cada uma das equagoes abaixo, identifique a curva
representada, coloque a equacao na forma candnica apropriada e esboce a
curva.

(1) 2*4+y*—6x—2y—6=0
(2) 32?2+ 3y* — 6z + 4y =1
(3) xy — 4y = —4

(4) 222 + y2 = 50

(5) 32% —y* — 122 — 6y =0
(6) 2> +9y* —8x +7=0
(7) y*> —3z* =27

(8) ba? +4y =12



9) Y2 -2y —8x+25=0
(10) 3y2 + 22 =0

Problema 2.4. Muitos processos de producao industriais podem permitir
mais de um produto, por exemplo, artigos que sao semelhantes, mas de tipos
ou de qualidades diferentes. Uma curva de produgao ou transformagao de
produtos expressa a relacao entre as quantidades de dois artigos diferentes
(produtos conjuntos) produzidos pela mesma firma, usando-se em comum as
matérias-primas e as verbas para mao-de-obra. Suponha que uma companhia
produz quantidades x e y de duas espécies diferentes de doces, usando o
mesmo processo de producao e que a curva de transformacao de produtos
para o insumo usado é dado por

52% + 2% = 98

(1) Esboce a curva de transformagao (lembre-se que = e y ndo podem ser
negativos).

(2) Quais sdo as maiores quantidades = e y que podem ser produzidas?

(3) Que quantidade z e y devem ser produzidas de maneira a se ter y = %x?

2.3 Superficies
Problema 2.5.

Diga se a superficie abaixo é grafico (em rela¢ao ao plano XY'), cilindro
sobre curva (em relagao ao eixo Z) e/ou superficie de revolugao (em relagao
ao eixo 7). Utilizando tais informagdes, esboce a superficie.

(1) S ={(z,y,2) e R?/y = 2%}
(2) S ={(z,y,2) € R¥/32% + 3y* = 2*}
(3) S ={(z,y,2) eR?/z = —In(a? + )}
Problema 2.6. Esboce as superficies abaixo:
(1) S={(z,y,2) € R¥/2% = 32% + 4y* — 12}
(2) S={(z,y,2) e R¥/a? + y* — 42* + 4o — 6y — 82 = 13}
(3) S={(z,y,2) € R¥/a? —y* + 4y + z = 4}
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2.4 Respostas da Parte 2

Problema 2.1
(1) fechado
(2) aberto

(3) nao é fechado, nao é aberto.

Problema 2.2
(1) D={(z,y) eR’|y <z}

(2) D={(z,y) eR?*2* +y* > 1}

(3) D ={(z,y) e R|y # x + 221 Lk c 7}

2

Problema 2.3

(1) Circunferéncia : (x — 3)? + (y — 1)*> = 16

)
(2) Circunferéncia: (z —1)? + (y + 2)* = (3)?
(3) Hipérbole: y(x —4) = —4

)

. 22 2
(4) Elipse: %3 + wyT)Q =1

(5) Hipérbole: (z —2)? — @ =1
(6) Elipse: % +y*=1
o 2 v
(7) Hlperbole: (?)yw — 9 = 1
(9) Pardbola: (y —1)* = 8(x — 3)

(10) Pardbola y* = —2x
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Problema 2.4

(2) A maior quantidade de produto = é obtida quando y = 0. Assim
T = %\/ 10. A maior quantidade de produto y é obtida quando x = 0.
Assim y = 7.

(B) x=4ey=3

Problema 2.5:
(1) Cilindro sobre curva.
(2) Superficie de revolugao.

(3) Gréfico e superficie de revolugao.

Problema 2.6: completando quadrados, encontramos as quédricas abaixo:
(1) (2%/4) + (y*/3) + (2%?/12) = 1 (elipsoide)
(2) (x+2)*+ (y — 3)* —4(2 + 1)? = 22 (hiperboloide de uma folha)

(3) z = (y —2)* — 2? (paraboldide hiperbdlico)
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3 Parte 3

3.1 Derivada de fungao
Problema 3.1. Scja f(z,y) = z(224y?) 2 exp(sen (z2y)). Calcule 91(1,0).

Problema 3.2. Determine uma equagao do plano tangente ao grafico de f
no ponto q.

(1) flz,y) =y*—2* q=(-4,59).
(2) f(z,y) =~/4— a2 =22, q=(1,—1,1).

(3) f(xmy) = ln(QZE +y)7 q = (_173’ 0)

Problema 3.3. Determine o plano que passa por (1,1,2) e (—1,1,1) e que
seja tangente ao grafico de f(z,y) = zy. Existe apenas um?

Problema 3.4. Determine a derivada d f
(1) f(t,0) = exp(t)sen ()

(2) flz,y,2) = In(y/22 + 32 + 22)

Problema 3.5. Considere f(x,y,2) = xexp(y/z) e a(t) = (3,1 —t,1+2t).
Determine - (f o a).

Problema 3.6. Sejam g(z,y) = arctan(2z + y) e F(s,t) = (s*t,sIn(t)).
dgoF

Determine =
S
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Problema 3.7. Sejam g(z,y) = y*tan(x) e F(t,u,v) = (*uv,u + tv?)
Determine 8%—?(2, 1,0).

Problema 3.8. Determine 2, onde f atende a equacio abaixo.

oz’
(1) 2 — 2 f(z) + f(2)’ =8

(2) 2?4y flz,y)? + f(z,y)z® =3

Problema 3.9. Determine a taxa de variagdo maxima de f(z,y) = x exp(—y)+
3y no ponto (1,0) e a diregao e sentido que isso ocorre.

Problema 3.10. Determine a diregao onde f(x,y) = z'y — z%y® decresce
mais rapido no ponto (2, —3).

Problema 3.11. Seja f uma funcao de duas varidveis que tenha derivadas
parciais continuas e considere os pontos A = (1,3), B = (3,3) , C = (1,7)
e D = (6,15). A derivada direcional em A na diregdo do vetor AB ¢ 3
e a derivada direcional em A na diregao AC' é 26. Determine a derivada
direcional de f em A na direcao do vetor AD.

Problema 3.12. Seja r a reta tangente a curva % + 3zy + v + 3z = 18
no ponto (1,2). Determine as retas tangentes que sao tangentes a curva
22 + zy + y? = 7 e paralela a reta 7.

Problema 3.13 (*). Seja f : Q C R? — R fungao de classe C*. Considere a

aplicacao F(z,y) = (%(m,y}, g—g(:v,y)). Calcule DF(p).

Problema 3.14 (*). Seja ¥ (r,0) = (r cos(d),rsen (0)). Calcule Di(2,7/3).
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Problema 3.15 (*). Enuncie o teorema da fungao inversa.

Problema 3.16. Uma funcao de utilidade é uma maneira de atribuir um
(inico) ntimero real a cada possivel cesta de consumo, de modo que uma cesta
(w1, x2) é preferida a outra cesta (yy, y2) se, e somente se u(xy, 2) > u(y1, ya2).
Aqui, z; designa a quantidade do bem 1 e x5 a quantidade do bem 2.
Sendo assim, as curvas de nivel da funcao de utilidade sao curvas de indi-
ferenca do consumidor, onde se situam as cestas as quais o consumidor é
indiferente consumir.

Desenhe as curvas de indiferenga para as seguintes fungoes de utilidade: (lem-
bre que x1,z5 > 0)

Problema 3.17. A inclinagao da curva de indiferenca em determinado ponto
é chamada taza marginal de substituicio (TMS), que mede a taxa a qual o
consumidor esta propenso a substituir um bem pelo outro. Considerando que
a TMS seja estritamente negativa, a curva de indiferenga pode ser descrita
como gréfico de uma fungao do tipo xs(x1), e assim a TMS adquire a forma:

dl’z
TMS = —2
5 d[El

Sendo u(x1,x2) funcdo utilidade, mostre que:

(a)
ou
ox1
TMS = — 22
Oxo

Os valores g—;l e 887“2 sao chamados respectivamente de utilidade margi-

nal do bem 1 e do bem 2.
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(b) Considere f : R — R uma fungao estritamente crescente e v(zq,xs)

uma outra funcao de utilidade tal que

v(wy,v2) = flu(zy, 22))

Mostre que, neste caso, a TMS continua sendo a mesma descrita no
item (a), ou seja, que a TMS independe da representacao da utilidade.

Problema 3.18. Considere dois bens, os quais chamamos bem 1 e bem 2,
com respectivos pregos p; e pa. Seja w a renda do consumidor e z = (z1, x2)

a cesta contendo quantidade x; do bem 1 e x5 do bem 2.

Uma fun¢ao demanda é uma func¢ao que associa a cada tripla (p1, p2, w) uma

(Unica) cesta X (p1,pa, w) = (x1(p1, P2, w), 2(p1, P2, w)).

Dizemos que esta

funcao satisfaz a Lei de Walras se, para cada py, pa, w > 0, tivermos

p1 - Z1(p1, P2, w) + P - Ta(p1, P2, w) = w

Mostre que, se a funcao demanda atende a Lei de Walras, entao:

(a)

Ovy 0T
b1 Iy b2 Iy 1=
(b) 5 5
T i)
. Lo -0
D1 o + P2 op + T9
(c)
8x1 8x2 —1
P ow b2 ow

Problema 3.19. Uma fun¢ao demanda é dita homogénea de grau 0 se

X(a'plva'p%&'w) :X(p17p27w)

para qualquer « > 0, ou seja, caso os pregos e a renda do consumidor

cresgam na mesma proporc¢ao, a cesta se mantém a mesma.

uma fun¢ao demanda é homogénea de grau 0, entao:

(a)
Oz,
P1 oy

ox ox
+p2-—1+w-—1:0
ow
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) 0 0 0
X9 X2 Ty
PGy TP Gy T g

(c) Se além disso ela satisfaz a lei de Walras, entao:
0u, _Om) . 0n_
b2 Opa Op1 ow !
Problema 3.20. Vamos considerar a representacdao logaritmica da fun¢ao
de utilidade de Cobb-Douglas:
u(ry,z2) =a-Inzy +b-lnzy

onde a,b > 0 descrevem as preferéncias do consumidor. Para tais constantes,
a fun¢do demanda de Cobb-Douglas é dada por X (py, p2, w) = (21, x2) sendo:

( ) a w
T w) = —
1\P1, P2, a + bpl
e
( ) b w

T w) = —

2\P1, P2, a + bpg
Definindo:

U(pl’p%w) = U(ﬁl(pl,pz,w)ab(phpm w))

Calcule 2v 2v o Ov

dp1? dpz ~ Ow’
3.2 Respostas da Parte 3
Problema 3.1: 2(1,0) = —2.
Problema 3.2
(1) 8z + 10y — 2z =9
(2) z—2y+2=4

3) 2x+y—2z=1
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Problema 3.3: Existe um tnico plano que satisfaz as condicoes exigidas.
A equacao deste plano é

2=3/24+1/2(x—3)+3(y —1/2)

Problema 3.4
(1) d f = exp(t)sen (A)dt + exp(t) cos(h)d O
(2) df = (@®+y*+22) Haedr+ydy+ zd=)
Problema 3.5
exp((1 —t)/(1+2t))[2t — ((2/(1+2t)) — (26*(1 — ¢) /(1 + 2¢t)?)]

Problema 3.6
OgoF __ 4st+1In(t)
Os — 1+4(2s%t+sin(t))?

Problema 3.7
dgoF -0
ot

Problema 3.8

(1) §o2

249
(2) —L2

Problema 3.9
Vhe (1,2)

Problema 3.10: (—12,92)

Problema 3.11
327/13

Problema 3.12
dr+by=14e —4x — Hy = 14
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Problema 3.13: DF(p) = Hessf(p).

Problema 3.14:
V3 )

Di(2,7/3) = ( ;

ngwp—n
w

Problema 3.15 Seja F : Q C R™ — R™ aplicacao de classe C*. Suponha
que DF(p) € invertivel para p € . Entao existe uma vizinhanga U de p e
uma vizinhan¢a V' de F(p) tais que F : U — V' é um difeomorfismo de classe
Clde., F:U =V € bijecao de classe C' com inversa de classe C*.

Problema 3.16

Como as curvas de indiferenca sao as curvas de nivel da funcao utilidade,
basta fixar um nivel k e tragar a curva u(zy,zy) = k. Tome alguns valores
para o k e obtenha estas curvas de nivel. Por exemplo, no item (a), desenhe
as curvas xj - o = 1, x1 - x9 = 2 e assim por diante. Preste atencao ao fato
de que, como lidamos com quantidade, x; e x5 nao podem ser negativos.

Problema 3.17

(a) Neste caso, convém escrever u(z1, ro(21)), visto que x estd em fungao
de . Assim, fixando um nivel k, obtemos a curva de indiferenca:

u(zy, wo(1)) =k (3.1)

Derivando ambos os lados da equagao (3.1) com relagao a xy, temos:

d d
d—ﬁu(l’l,l’g([ﬁl)) = d_;L‘lk
Pela regra da cadeia:
Ou  Ou drz
8961 (‘39(:2 d:(fl n

Disso segue o resultado.
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(b) Basta notar que:

ov ou
f )

Oz, dxy
ov , ou
e~ T bn

E substituir na expressao da TMS (provada no item a), lembrando que
supomos f’(u) > 0.
Problema 3.18

(a) Basta derivar a Lei de Walras com relagao a py:

d

d
d_pl[pl -1 (p1, P2, W) + pa - x2(p1, po, w)] = d_plw

Usando a regra do produto para derivadas, obtém-se o resultado.

(b) Idéntico ao (a), mas derivando com relagao a ps.

(c) Também como o item (a), mas agora derivando com rela¢ao a w.

Problema 3.19
Lembre que:

X(a-pr,a-py,a-w) = (x1(a-pr,a-py,a-w),xe(a-pr,a-py,oa-w))

X(ppr,w) = (351(]01,1?2,w)afl'z(]?lapza’w))

Assim, para resolver o item (a), use que:
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$1(04 “P1, P, w) = $1(p1,p27w)

e derive ambos os lados desta expressao com relagao a a:

d d

—x(a-p,a-py,a-w) = —a1(p1,pa,w

dov 1( b1 D2 ) dov 1(p1 P2 )

Use a regra da cadeia e obtenha imediatamente o resultado.

O item (b) se resolve da mesma forma que o item (a). No caso do item (c),
junte as igualdades provadas no item (a) deste exercicio e no item (a) do
exercicio anterior.

Problema 3.20

v a
o m
v b
o p
ov a+b
ow  w
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