4

Meétodos de Resolucao dos Circuitos
Eleétricos

4.1 ANALISE DE MALHAS

Este método é utilizado para resolver circuitos que em principio possuam
apenas fontes de tensdo. No caso de existirem também fontes de corrente, estas
devem ser substituidas por fontes de tensdo equivalentes antes de ser aplicado o
método em questao.

A anilise de malhas consiste basicamente na adogao de uma corrente para cada
malha, independente do circuito. E evidente que, num ramo comum a duas malhas,
a corrente resultante serd a superposi¢do das correntes caracteristicas das duas
malhas que admitem esse ramo em comum.

O método tem por base as leis de Kirchoff, o que mostraremos no exemplo
apresentado a seguir.

Seja o circuito da Fig. 4.1, no qual as correntes nos ramos sao i, iy €.

Fig. 4.1 Circuito em anilise.

Paraa malha ABEF, adotaremos a corrente [, e, paraa malha BCDE, a corrente
adotada sera /,, ambas de mesmo sentido.
Dessa forma temos:

f$=!|:fz=fzefy=f‘1.“f.=fl—]2

Aplicando-se agora a lei das tensoes, vem:
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Malha ABEF
R1‘!1 + R'.!'UI_I:E}J E2+R3(11_!z)+R-|'!1 'J"Rs‘ll_El:O
ou
(R:+R2+R3+R4+R5}'11_(R2+Ra)"(2:E1"E2 (4.1
Malha BCDE
Rs'fz+Ea+Rr'12+Rs'12_Ra(}|_!3)_52_132{[1_12):0
ou
“(Re+Ry)- [, + (Rs+ R, +Rg+ Ry +R,)- I, =E, - E, 4.2)

Nas Eqgs. (4.1) e (4.2), faremos:

Ry + Ry + Ry + Ry + Ry = Ry, (soma das resisténcias na malha de corrente /,)

R R:+ Ry + Ry + Ry = Ry, (soma das resisténcias na malha de corrente 1)

R Ry = Ry = Ry, (soma das resisténcias do ramo comum as duas malhas)

f T gy (soma algébrica das tensoes das fontes contidas na
malha de corrente {,)

£ Eq= g, (soma algébrica das tensoes das fontes contidas na

malha de corrente [,).

Devemos salientar que as parcelas (tensoes) que constiluem as somatorias g, e

sao precedidas do sinal oposto ao do pélo da fonte que é atingido em primeiro

zar, quando se percorre a malha no sentido estabelecido para a sua corrente

aracteristica, isto €, possuem o sinal do pélo de saida da fonte de tensio corres-
pondente.

Assim sendo, as Eqgs. (4.1) e (4.2) tomardo os seguintes aspectos:

RI]'I]_R!?.'I2=E}

ou, em forma matricial:

Ry —Ry I £

’ = (4.3)
—Ry Ry, I, €y

_ Resolvendo-se o sistema, obtém-se as correntes nas malhas I, el,e, conse-
quentemente, as correntes nos ramos i, i, e {,.
No caso geral de um sistema com n malhas independentes, com as suas
correntes [y, I, ..., I, adotadas todas no mesmo sentido, temos:
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Ry —Ry;y —Ry ... —R;, I, &
—Ry Ry, —Ry ... —Ryy I, €2 (4.4)

_Rnl "an _hn:‘i Rm: I.n &;n

ou, na forma simplificada:

[R] - [1] = [e] (4.5)

onde os elementos da matriz [R] sdo obtidos por inspecao do circuito da seguinte
forma:

Elementos da diagonal principal
R, = somatoria das resisténcias da malha i.
Elementos fora da diagonal
R; = R; = soma das resisténcias comuns as malhas i €.
E, para a matriz [£], temos:
& = soma algébrica das f.e.m.’s das fontes contidas na malha (.
4.2 ANALISE NODAL

Este método é em principio utilizado apenas para os circuitos constituidos por
fontes de corrente e condutincias. Na hipotese de haver fontes de tensao, elas
devem ser transformadas em fontes de corrente equivalentes. As resisténcias
deverao ser também transformadas em condutincias equivalentes.

O processo consiste na adogdo de um dos nds do circuito como referéncia,
determinando-se as tensdes entre os demais nos e o né de referéncia.

3
Fig. 4.2 Circuito em andlise.
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Tomemos como exemplo o circuito da Fig. 4.2, no qual o né 3 é adotado como

né de referéncia.

Vamos agora aplicar a lei das correntes.

Para o né (1), temos:

I

ou

Mas,

g

L+ b=l —h=lg—i=0
bdilp+ g dy= 1 = Lo+ I (4.6)
G, viiis =Gy vy = Gylvy, — vy)

o = Gy Va3 i = Gg - vyp = Gglv, — vy) 4.7

Substituindo em (4.6), vem:

G1'V1+Gz'

ou

Vit Gs(vy —vo) + Golvy —vo) =, — L + I

(G1+G2+65+Gs)"»"1_(Gs"'Gs)"v’z:Il_fz‘f‘Ia 4.8

Para o né (2), temos:

ou

Por outro lado,

= L—Li—-—i,+i+i=0

f’3+f4'_f5_f.ﬁ=fg_13_“f4 {4'9)

iy = Gyvy; is = Gov, — vy
E‘i = G4V2; f.s = GJVi i Vz)
Gg C Ve + Gq'v'g = G;',(Vl - Vz} - G!‘;(l"l = VQ) = 12 = !3 = [-l

ou

= (Gs + Gs) )

Vit (Gs+ Gy +Gs+Gg)rvo=5 — I, — I (4.10)

Retomando-se as Eqgs. (4.8) e (4.10) e fazendo-se:

G, + G, + G5 + G¢ = G,,(soma das condutancias dos ramos ligados ao né 1)

G; + Gg =Gy = Gy

(soma das conduténcias dos ramos que interligam os nés 1 e 2)

G; + G4 + G5 + Gg = Gy (soma das condutancias dos ramos ligados ao no 2)

11_{2*{“’3:]1
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Iy - -1, =1, (Idem com relagio ao né 2.)
Assim sendo, as Eqgs. (4.8) e (4.10) podem ser escritas da seguinte forma:

G vi—Gu vy =J

Gy vy + Gy - vy = J»

ou da forma matricial:

Gy, —Go Vi Ji

= 4.11)
-Gy Gy Va Js

Resolvendo-se esse sistema, obtém-se as tensoes v, ev, existentes entre 0os nds
(1) e (2), respectivamente, e o né de referéncia (3).

O método pode ser generalizado para uma rede com n + 1 nos.

Tomando-se um né como referéncia, teremos como incégnitas as n tensdes
existentes entre os demais nés e o né de referéncia.

Dessa forma, teremos um sistema de ordem #n:

Gy, —G\2 Gy . Gy vy Jy
—G‘.il G22 __G23 v G2n Va J2 (4‘]2}
_"(-?m _éfiz _'-G.’l:s G-nn 1’.11 J-n
ou
[G][V] =[] (4.13)

onde os elementos da matriz [G] sdo obtidos por inspegao do circuito da seguinte
forma:

Elementos da diagonal principal

Gy = somatdria das condutancias dos ramos ligados ao né i.

Elementos fora da diagonal

Gi; = Gy = soma das condutincias dos ramos que interligam diretamente os
ndési ej.

E, para a matriz [J], temos:
J; = soma algébrica das correntes das fontes que atingem 0s nos.

4.3 PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Para as redes lineares, € vélido o principio da superposigao, que estabelece o
seguinte: ‘‘a resposta (corrente ou tensido) em qualquer trecho de um circuito linear
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que possui mais de uma fonte independente, de corrente ou tensao ou ainda dr
ambos os tipos, pode ser obtida somando-se algebricamente as respostas nesses
ramos produzidas pela agio de cada uma das fontes atuando sozinha, isto é, estando
as demais fontes desativadas’’.

Para desativarmos uma fonte de tensio, basta substitui-la por um curto-circui-
to e, no caso de uma fonte de corrente, por um circuito aberto.

Seja o circuito da Fig. 4.3, onde vamos calcular a corrente i - € a tensao v, na
resisténcia R,, utilizando o principio da superposi¢ao.

Fig. 4.3 Circuito em andlise.

Consideremos inicialmente a fonte de tensao atuando independentemente da
fonte de corrente, ou seja, esta iltima é substituida por um circuito aberto ( Fig.4.4).

Fig. 4.4

Neste caso, a corrente e a tensao em R, valem, respectivamente. i, € v .

= €s v:r — R2 gl RQ T €y
R, + R,

Portanto: i e PR
R, + R,

Vamos agora fazer a andlise do circuito supondo apenas a agao da fonte de
corrente, isto é, a fonte de tensdo sera substituida por um curto-circuito.
Nesta situacdo, a corrente em R, serd i’ e a tensdo, v’ (Fig. 4.5).
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LLogo, temos:

g Rl 1 j.\‘
ly = —— —,
R, + R,
dai:
=R =R
R, + R,

Assim sendo, a corrente e a tensdo resultante em R, serdo, respectivamente:

L= s €s + R, - is oui,= f_‘__t&_.ji (4.14)
R+R, R +*R, R+
vemvitvi=Re € RiRh G, R @R 45

Para confirmarmos o resultado obtido, vamos repetir o célculo por um outro
processo. Inicialmente, substituiremos no circuito original da Fig. 4.3 a fonte de
corrente por uma fonte de tensao equivalente, obtendo o circuito representado na
Fig. 4.6.

Fig. 4.6
z e R-) e
Logo; i, = £ —
go: 1y R, + R,
donde:
1 2
ortanto;
P O G ] (4.16)
* R] bx R‘.!
conseqlientemente: i 2. o R
o= Ve = L 4.17
Rz Rl 2 R!i ( )

Os resultados assim obtidos confirmam aqueles encontrados aplicando-se a
SUperposi¢ao.
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4.4 TEOREMAS DE THEVENIN

Considerando uma rede linear qualquer, suponhamos essa rede dividida em
duas partes, A e B, ligadas entre si por meio de condutores de resisténcia desprezi-
vel (Fig. 4.7).

Fig. 4.7 Rede em anilise.

Admitindo-se que pelo menos uma dessas partes, A, por exemplo, posstia no
minimo uma fonte independente de tenséio ou de corrente, de acordo com o teorenia
de Thévenin essa parte podera ser substituida por uma dnica fonte ideal de tensao
em série com um resistor.

O conjunto constituido pela fonte ideal de tensio Vnem série com o resistor de
resisténcia R ;, denomina-se Thévenin equivalente — & parte que esta sendo substi-
tuida (no caso, a parte A) (Fig. 4.8).

T N ———

Fig. 4.8 Gerador de Thévenin.

Consideraremos agora a parte A isolada da parte B (Fig. 4.9).

— —e
A Vi A i B
(fontes (fontes .
ativadas) desativadas)

Fig. 4.9 Ciélculo do Thévenin equivalente.

A tensao V,, é aquela medida entre os terminais da parte A quando esta esta
isolada. Por outrolado, aresisténcia R, é aquela medida entre os terminais da parte
A, desligada da parte B e com suas fontes desativadas, ou seja, fontes de tensio
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substituidas por curto-circuitos e fontes de corrente, por circuitos abertos.
Vamos considerar como exemplo a rede da Fig. 4.10, na qual queremos
calcular a corrente que passa pela resisténcia R.

[T e e 5 [ 3
' ET N
I 1
i ] A | 1 T :
+ | | ¢
| | T
20v! 2
| | | =
| 2
! C)HJA []10(1 E ; [}T |
] | | o !
200 | ‘
I : | |
| | |
| E g |
| | ] |
I |
fumprmeemmpmenn J L _____ ]
A B

Fig. 4.10 Cilculo do Thévenin equivalente.

Vamos dividir essa rede em duas partes, onde a parte B serd o resistor de
resisténcia R e o restante constituird a parte A, que ser4 substituida por um gerador
de Thévenin equivalente.

[solemos aparte A da parte B e desativemos as suas fontes para calcular o valor
de Ry, (Fig. 4.11).

F P |
l — } 0
10140
100 20!![] ——ARy,
L =

Fig. 4.11 Parte A desativada.

_(10+10)x20 _,

el B L i bl 00
(10 + 10) + 20

R!h

Consideremos ainda a parte A isolada da parte B, mas agora com as suas fontes
operantes, e calculemos a tensio V,, (Fig. 4.12).

104
| S |

20v

10a(l) Dwn . Vi

200

-0

Fig. 4.12 Parte A — fontes ativas,
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Substituindo a fonte de corrente por uma fonte de tensao equivalente, vem:

1010}

Fig. 4.13
Yozm
o 100220 _,
10+ 10+ 20

donde:
Ve =20+20-i,=20+20x2=60V

Assim, o gerador de Thévenin equivalente a parte A sera:

5
v, = 60V
R,=100

Fig. 4.14

Para calcularmos a corrente i em R é suficiente ligar essa resisténcia ao gerador
de Thévenin (Fig. 4.15).

|

|

|

I

I 100
1

1

I

e e —
A

Fig. 4.15 Resisténcia ligada ao equivalente de Thévenin.

Dessa forma:

i=.i]_=3A
10 + 10
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““ Deve-se ressaltar que a obtengao do Thévenin visto por dois pontos quais-
quer é equivalente ao calculo da fonte de tensao equivalente vista por estes pon-
tos.”

4.5 TEOREMA DE NORTON

O teorema de Norton afirma que uma parte de uma rede linear que possua pelo
menos uma fonte de tensdo ou corrente (no caso, a parte A da Fig. 4.7) pode ser
substituida por uma tnica fonte ideal de corrente em paralelo com um resistor.

Essa fonte de corrente I em paralelo com o resistor de resisténcia R x constitui
um gerador de Norton equivalente 4 parte da rede que esta sendo substituida
(Fig. 4.16).

QD

o B ol ol A

Fig. 4.16 Gerador de Norton.

A resisténcia Ry é calculada da mesma forma que a resisténcia R, do Théve-
nin, logo Ry = Ry, A corrente [ € a corrente de curto-circuito nos terminais da
parte a ser substituida (no caso, a parte A), estando a mesma isolada da outra parte
(Fig. 4.17).

Fig. 4.17 Fontes ativadas.

Retomemos o exemplo anterior e determinemos o gerador de Norton equiva-
lente & parte A da rede.
Como ja sabemos, Ry = Ry, = 10 Q.
Colocando-se os terminais da parte considerada em curto-circuito (Fig. 4.18),
vem:
100

10A<> [lwn = .

Fig. 4.18 Circuito em curto.
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ou

+ +
100V 20V
i i M
200 200
Fig. 4.19

Ou, ainda, transformando-se as fontes em suas equivalentes fontes de corren-
tes:

5A 200 | |200 C)m 1

Fig. 4.20

Assim sendo, o gerador de Norton equivalente sera:

| R e e e
N‘—‘EA

Fig. 4.21 Gerador de Norton.

Finalmente, poderemos obtera correntei em R através do Norton equivalente.

Fig. 4.22
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Como R = Ry, conclui-se que:

padl o 8 g
> 3

Os geradores de Thévenin e de Norton equivalentes a uma mesma rede sio
equivalentes entre si. Portanto, um podera ser obtido a partir do outro por uma
simples equivaléncia entre fonte de tensao e fonte de corrente (Fig. 4.23).

R

0O

Fig. 4.23 Equivaléncia entre geradores de Thévenin e de Norton.

Dessa forma, podemos escrever:

H,\'zR:hEVU::R,\:'l':c:Rm'fx ou f,\'=—1—{-r~h-

th

No exemplo anterior poderiamos ter obtido diretamente o gerador de Norton
do gerador de Thévenin, como mostraremos a seguir.

Ri=Ru=10
;‘\-=%.::.:_—_ %=6A
Q !
C)Gf\ [J!Oil ‘V
-

Fig. 4.24 Norton equivalente.

O referencial de corrente no gerador de Norton obedece ao mesmo sentido que
o referencial de tensao no gerador de Thévenin que lhe deu origem.

De forma analoga, poderiamos obter o gerador de Thévenin a partir do gerador
de Norton.
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