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CAPITULO 1

1 — OS PROCESSOS DE FABRICACAO

Qualquer material, normalmente sem forma ou com uma geometria simples, pode ser
transformado em um componente para maquinas ou dispositivos, por meio dos processos de
fabricacdo. Este componente, na maioria das vezes, tem geometria complexa com forma,
tamanho, precisao dimensional, tolerancias aparéncia e propriedades bem definidas. Dentre
a imensa variedade de processos de fabricagdo disponiveis pode-se dividi-los em pelo
menos quatro grupos distintos:

. Processos de usinagem;

. Processos de conformacéo;

. Processos de unido e

. Processos de tratamento térmico ou superficial.

No grupo dos processos de usinagem se classificam todos aqueles que utilizam a remocéao
de material ndo desejado, transformando-o em cavacos, ou sobras, para modificar a forma
original, como por exemplo, o fresamento, o torneamento, a eletro-erosdo, usinagem
eletroquimica etc. Uma das caracteristicas dos processos de usinagem é que se leva o
material & ruptura para a remogao na forma de cavacos. Esses processos sdo normalmente
utilizados para o acabamento final das pec¢as, quando precisdo dimensional e de forma séo
necessarios, juntamente com um acabamento superficial de qualidade controlada.

No segundo grupo, aquele dos processos de conformacado, se classificam todos os que
apenas movem o material, conformando-o para modificar sua forma original. Para a
movimentacdo de material e a consequiiente conformacao a temperatura muitas vezes é
aumentada para que o grau de modificacado desejado seja alcancado. Podem-se conformar
metais a temperatura ambiente, a temperaturas acima da de recristalizacdo ou mesmo a
temperatura de fusédo, se necessario. Sao chamados processos de conformacao a frio, a
quente e processos de fundicdo, respectivamente. Neste grupo pode-se incluir os processos
de injecao de plasticos, ou de ligas leves. Normalmente, os processos de conformagédo nao
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provocam a ruptura do material, mas apenas sua deformacdo permanente. Em alguns
casos, no entanto, a conformacgao envolve também a ruptura do material, como é o caso do
processo de corte por tesoura, ou guilhotina e a furacao por puncionamento. O grupo dos
processos de conformacdo é normalmente recomendado como sendo de processos

primarios de fabricagéao.

O terceiro grupo retne todos os processos que unem materiais, pegas ou componentes para
se obter formas complexas, ou com caracteristicas particulares. Neste grupo se incluem os
processos de soldagem, rebitamento, deposicao eletroquimica, deposi¢des por PVD e CVD
(physical Vapour Deposition e Chemical Vapour Deposition), etc. As principais
caracteristicas deste grupo sdo a adicdo de materiais de mesma, ou diferentes,

caracteristicas.

No quarto grupo de processos de fabricacdo agrupam-se todos aqueles que modificam as
caracteristicas fisicas dos componentes ou de sua superficie. Dentre estes estdo os
processos que se utilizam da temperatura e resfriamento para modificar propriedades
fisicas, como dureza, tenacidade, ductilidade etc. além dos processos que apenas

modificam as caracteristicas da superficie.

Embora esta classificacao bastante ampla dos principais processos de fabricacdo nao seja

definitiva, permite uma visao geral do universo da fabricagdo mecanica.

1.1 - Caracteristicas dos processos de fabricacao

Existem quatro caracteristicas principais em qualquer processo de fabricacdo, a saber,

geometria, tolerancias, razao de producao e fatores ambientais e humanos.

. Geometria. Cada um dos processos de fabricacdo é capaz de produzir componentes
dentro de uma familia de geometrias. Dentro da familia ha geometrias que sé podem ser
produzidas gracas a extraordinarios custos e esforcos.

. Tolerancias. Sabe- se que nenhuma dimenséo especificada em projeto pode ser
produzida exatamente. Cada dimens&o € associada a uma tolerancia, assim como cada
processo de fabricacdo permite a obtencdo de certas tolerancias dimensionais, de forma e
de acabamento superficial. Tais atributos podem ser melhorados pelo emprego de variantes

mais sofisticadas destes processos ou por novos desenvolvimentos.

. Razao de Producgdo. A razao de producao possivel por um determinado processo de
fabricacdo é muito importante por indicar os aspectos econémicos e a produtividade que



6

pode ser alcangada. A razdo de producdo, ou produtividade, pode ser aumentada pela
melhoria dos processos de fabricacdo existentes ou pela introducdo de novos processos e

maquinas, todos requerendo novos investimentos.

. Fatores Ambientais e Humanos. Todo processo de fabricacdo deve ser especificado
avaliando-se seus efeitos ambientais, isto é, no ar, agua e em sua interface com seres
humanos, em termos de seguranca, efeitos fisioldgicos e psicolégicos além da estratégia de

uso de energia e recursos materiais.

1.2 - Os processos de conformacao de metais

Entende-se por processos de conformacédo de metais aqueles que provocam a modificacdo

da forma de um corpo metalico. Processos de conformacao de metais incluem:

. Processos de conformacdo macica como o forjamento, extrusdo, laminacdo e
trefilacdo e
. Processos de conformacéao de chapas como dobramento, repuxo e estiramento.

Os processos de conformacao de metais representam um segmento altamente significativo
para a producéao industrial, componentes militares e bens de consumo. Um meio comum de

classificar os processos de conformacao dos metais é separa-los conforme a temperatura de

trabalho em:
. Conformacéao a frio (a temperatura ambiente):
. Conformacéo a quente (a temperaturas acima da recristalizacao).

Normalmente, a tensdo de escoamento de um metal aumenta com o aumento de
deformacao durante a conformacao a frio e com o aumento da taxa de deformacéo durante
a conformacao a quente. Entretanto, os principios e modelos matematicos que governam a
conformacao dos metais sdo basicamente os mesmos, independentemente da temperatura.
Geometrias complexas podem ser obtidas igualmente bem por conformagdo a frio ou a
quente, em ambos o0s processos de conformacdo: macica e de chapas,. Evidentemente,
devido a menor resisténcia ao escoamento dos materiais deformados a elevadas
temperaturas, as tensées nas ferramentas e as cargas nas maquinas sao, relativamente,

menores na conformacao a quente, comparadas aquelas na conformacéo a frio.

Os processos de conformacao sdo especialmente atrativos em casos onde a geometria dos
componentes é moderadamente complexa e o volume de produgédo € grande, de maneira

que o custo do ferramental por unidade produzida possa ser mantido baixo, por exemplo, em
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aplicacbes automobilisticas. Também se aplicam onde as propriedades e integridade
metalUrgica dos componentes sdo extremamente importantes, como é o caso de aeronaves

de carga, motores a jato e componentes de turbinas.

O projeto, andlise e otimizacao de processos de conformacgéo requer conhecimento analitico
referente ao fluxo metalico, tensdes e transferéncia de calor assim como informacdes
tecnoldgicas relacionadas com lubrificacdo, técnicas de aquecimento e resfriamento,
manuseio de materiais, projeto e fabricacdo de matrizes, estampos e equipamentos de
conformacdo. Uma quantidade consideravel de informacdes nos aspectos gerais de

conformacao esta disponivel na literatura.

Para o estudo dos processos de conformacao dos metais deve-se, inicialmente, dominar os
modelos matematicos que governam o comportamento dos metais em regime elastico e,
acima de tudo, no regime plastico. No regime elastico, em geral, as relacdes séo lineares e
biunivocas, porém no regime plastico sédo altamente ndo lineares e dependem do caminho
seguido para a aplicacdo das cargas, ou para a deformacdo. Tal aspecto dificulta a
modelagem matematica e, portanto a descricio do comportamento do metal. A teoria da
plasticidade se constitui, portanto, em um campo de conhecimentos ainda em expanséo e

com modelos ainda ndo universalmente aceitos nem amplamente comprovados.

1.3 — O comportamento plastico dos metais - generalidades

A maioria dos metais é de carater policristalino, com uma grande quantidade de pequenos
graos cristalinos aleatoriamente orientados no espaco. Cada grao mostra uma anisotropia de
propriedades mecanicas dependendo de sua orientacdo espacial. Policristais de metais na
condicao recozida, contudo, se mostram aproximadamente isotrépicos em propriedades
mecanicas, como resultado de uma condicao de iniUmeros pequenos graos aleatoriamente
organizados. Estes oferecem, geralmente, maior resisténcia a deformacao do que cristais
simples. Como exemplo, a Figura 1.1 mostra curvas tensdo-deformacao para zinco mono e

policristalino, para o qual este efeito é particularmente evidente.
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Figura 1.1 — Exemplo de uma curva tipica de tensao-deformacao obtida por ensaio de tracao
comprando-se o0 mesmo material na forma de monoctristal e policristal.

Muitos fatores sdo apontados como responsaveis pelas diferengcas na conformabilidade
entre metais simples e policristalinos estruturais, sendo o principal os efeitos complexos

envolvidos com os contornos de graos nos policristais.

A aplicacao de forca uniaxial de tensées em corpos-de-prova normalizados € o método mais
freqientemente usado para medir as caracteristicas mecénicas de metais. Também a
compressao de corpos-de-prova curtos e cilindricos, assim como torcao de corpos-de-prova
tubulares de parede fina sdo ensaios comuns. Do teste de tracdo podem-se obter diagramas
de forca aplicada F contra alongamento 4¢ dos quais curvas tensao-deformacao podem ser

construidas. Duas medidas de deformacdo sdo normalmente empregadas. Se o

comprimento do corpo-de-prova de tensdo aumenta de ¢, para /, a quantidade de

deformacdo pode ser medida, como uma deformagao convencional, ou deformacdo de

engenharia, calculada como:

' i _
. L _(t=1,) 0

ou como o logaritmo da deformacao, ou deformacdo verdadeira, €, obtida pela adicdo de

incrementos de deformagdo com relacdo ao comprimento instantdneo do corpo-de-prova:

= %:zn(dgo =ln(€)—ln(€0)=ln(€£J (1.2)

0

Existe uma relagao entre as grandezas, e e &£ a qual pode ser obtida da seguinte forma:



e=%:>€=e-£0+€0=>€=50(1+3) 1.3
0

8=ln(i]=ln[w}=ln(l+e) 1.4

0 0

Como medida de tensdo, normalmente torna-se a carga dividida pela area inicial do corpo-
de-prova:

1.5
Tal medida de tensdo n&o corresponde ao valor real, uma vez que a area diminui
gradualmente durante o teste de tracdo. Esta diminuicao é particularmente forte proxima ao

final do teste, quando ha uma estriccao local do corpo-de-prova. Neste caso, ha uma

diminuicdo da tensdo convencional o . Contudo, se toma o coeficiente:

Sendo A, ,a area minima instantanea do corpo-de-prova, entdo a curva tensio-deformacao

aumenta continuamente até a fratura, Figura 1.2.

v

Figura 1.2 — Exemplo de curva obtida no ensaio de tracédo uniaxial.

Freqlientemente, a inclinagdo da curva o — & aumenta apds a estriccao se formar, o que se

relaciona com o estado tri-axial de tensao criado nesta regido. Uma analise detalhada deste
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fenbmeno € encontrada na literatura especializada de ensaios mecéanicos. Se o estado tri-
axial de tensdes é levado em conta, pode-se obter a curva de tensées o correta, que

representa as propriedades do material deformado.

A porcdo inicial da curva oc—g&, OP é linear e representa a tensdo de limite de
proporcionalidade. As deformacdes nesta faixa sao elasticas e desaparecem quando a carga
€ removida. A tensdo na qual a deformacao plastica (permanente) comeca a aparecer deve
ser maior que a tensao limite de proporcionalidade. Portanto, tensées correspondendo ao
ponto S na curva determinam o limite elastico. A medicao do valor exato do limite elastico é
muito dificil e depende principalmente da exatidao dos aparelhos de medicao. Portanto, o
limite elastico convencional representa o nivel de tensdo acompanhado de uma certa
quantidade muito pequena de deformagédo permanente, mais comumente igual a 0,01%, ou

0,02%. Assim, o limite eldstico convencional € denotado como o,,,0u o,

Para se iniciar a deformacao plastica, a carga deve ser aumentada. Este efeito € muito
importante e chamado de encruamento (strain-hardening) do material. A inclinacdo da curva

o — € nesta por¢ao, dada por:

_do

= 1.7
de

CI
Onde C; é chamado de médulo de encruamento. O seu significado fisico fica claro se um
descarregamento, seguido de novo carregamento € realizado no corpo-de-prova,
previamente deformado até o ponto A é considerado na Figura 1.2. Durante o
descarregamento de A para B, uma pequena parte da deformacdo desaparece,

representando a parte da deformagcdo &°. A parte permanente representa a componente

plastica da deformacéao &€”. Se o corpo-de-prova € novamente carregado, a deformacéao até
um certo ponto S’ é elastica. Uma vez que o nivel de tensao correspondente a S’ é maior do
que a correspondente a S, o material plasticamente ja deformado aumenta seu limite
elastico. Sob a influéncia de uma carga ainda aumentando o material come¢a novamente a
se deformar plasticamente. E importante notar que depois de um pequeno trecho transitério
de forte curvatura, o diagrama se torna uma extensao da parte inicial da curva o — ¢ obtida
antes do descarregamento. Se o carregamento tivesse sido continuo, sem interrupcéo até o
ponto A ter sido alcang¢ado, as duas linhas praticamente coincidiriam.

Alguns metais, por exemplo, acos de baixo carbono, certas ligas de Al, molibdénio
policristalino e cadmio, apresentam certas caracteristicas particulares na sua curva o-¢,

conforme esquematicamente mostrado na Figura 1.3.
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Oy

v

Figura 1.3 — Comportamento tipico de acos no ensaio de tragao.

A tensédo, apos atingir o ponto G caiu subitamente. A tensdo o, é chamada limite superior

de escoamento. Entdo o material sofre uma deformagéo plastica a um valor quase constante

de tensdo o,, chamado limite inferior de escoamento. A parte restante do diagrama é

semelhante ao da Figura 1.2. O limite superior do escoamento depende muito das condigdes
do teste de tracdo, enquanto o inferior tem um valor fixo. Certas dificuldades aparecem na
determinacdo do ponto de escoamento dos materiais, cujo diagrama oc—-¢& € do tipo

mostrado na Figura 1.2.

Geralmente, o efeito de uma deformacao plastica em metais a temperatura ambiente é
aumentar sua resisténcia a mais deformacdo em virtude do efeito de encruamento (strain
hardening). Este efeito proporciona uma maneira de aumentar a resisténcia e dureza de uma
componente e ha varios casos onde esse efeito é explorado. Entre os processos que
exploram esse efeito estdo o shot peening, laminacéo a frio, etc. Contudo, tais aplicacdes
assumem que somente uma tensdo uniformemente comportada (monoténica) existe.
Quando um metal é carregado para produzir deformacéao plastica e depois descarregado,
tensdes residuais permanecem devidas, principalmente, a diferentes estados de tensao
existindo em diferentes orientacbes cristalinas existentes na microestrutura, antes do
carregamento. Se um estado inverso de tensdes ocorre, entdo tais tensdes residuais devem
exercer alguma influéncia no limite plastico, ou de escoamento. Suponha que um CP é
sujeito a uma carga uniaxial de tracdo a qual excede o limite inicial de plasticidade, +Y, de
modo a produzir deformacédo plastica correspondendo ao ponto A na Figura 1.4 e em
seguida a carga é removida até o ponto B.
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A
+c4
+Y |-
/A
0) B yHe
-Y,

-0
Figura 1.4 — Diagrama esquematico de carregamento sucessivos a tracao e a compressao.

Negligenciando a histerese, a descarga ocorrera elasticamente e uma deformacéao plastica
permanente resultarad. Apds a descarga de tragao, a recarga seguird o caminho elastico da
linha BA e a subseglente tensdo plastica +Yi, sera maior do que a inicial +Y. Assim,
seguiria também o caminho mostrado na Figura 1.4, comum as duas situacbes de
carregamento apés o ponto A. Se, contudo, o CP depois de descarregado, no ponto B, é
agora sujeito a uma compressdo uniaxial observa-se que, devido as tensdes residuais
presentes durante o descarregamento, o limite elastico sera atingido em uma magnitude
reduzida, -Y,, € € possivel que seja mesmo inferior a tensdo plastica inicial, +Y. Este
fenbmeno é conhecido como efeito Bauschinger e esta presente onde quer que cargas
reversas estejam envolvidas. Uma vez que ndo se observa tal efeito em cristais unicos
puros, conclui-se que esta ligado a tensdes residuais influenciadas por contornos de graos.
Desta forma, sugere-se que componentes que serdo sujeitos a tracdo em servico nao
deveriam ser encruado a compressao sob pena de ter seus limites reduzidos. Esta
explicacdo sobre o efeito Bauschinger é, geralmente aceita, mas outras, inclusive baseadas
na anisotropia do campo de “dislocation” produzida pelo carregamento é também dada em
outros textos especializados. As tensdes residuais e, conseqglientemente, o efeito
Bauschinger podem ser removidas por tratamentos térmicos a baixas temperaturas. Em
contraste, para mudar a orientagdo cristalografica preferencial responsavel pela anisotropia
de um metal é necessario um tratamento térmico em temperaturas superiores a de

recristalizacéo.

A curva o-¢ também depende fortemente da temperatura de teste. Aumentando a
temperatura suficientemente pode-se obter consideravel diminuicdo do ponto de

escoamento e da curva como um todo. Este fenémeno é largamente explorado no
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forlamento de metais. Na Figura 1.5, sdo apresentadas curvas o—-¢& para aco de baixo

carbono, em diferentes temperaturas.

A

o
(10’ N/m?) . 200° 300°
400°

500°

Figura 1.5 — Tipica curva de ensaio de tracao para aco de baixo carbono em diferentes temperaturas.

A 20°C e a 200°C ha um ligeiro aumento no ponto de escoamento, mas a partir de 300°C ha
uma queda consideravel. A Figura 1.6 mostra que para o cobre ha uma diminuicado da
tensdo necessaria para deformacéo plastica para qualquer aumento de temperatura.

o 2
(10" N/m 200
20 100°
N0
0 300°
370°

»
I g

€
Figura 1.6 - Tipica curva de ensaio de tracdo para uma lida de cobre em diferentes temperaturas.

O teste de tracdo nao é particularmente vantajoso para determinar as mais importantes
propriedades de materiais no regime plastico para a analise ted6rica de varios processos de
conformacédo. A principal desvantagem estd no fato de perder a estabilidade na estriccao
quando o corpo de provas comega reduzir sua area em um ponto particular, com pequenas
deformacdes plasticas. O estado tri-axial formado complica ainda mais a interpretacdo dos
resultados. A parte final do diagrama pode ser corrigida, atenuando-se os efeitos da tri-

axialidade, porém a fratura com pequenas deformacbes ainda permanece como um dos
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pontos mais fracos do teste. Neste testes uma substancial quantidade de deformacéo fica
concentrada na regiao de reducao de area, chamada de deformacdo uniforme. Antes da
reducdo de area se iniciar a deformacao é bastante reduzida. Por esta razao para processos
de conformacao os testes que permitem grandes deformacgdes sao preferidos.

Outro importante fator a afetar a curva c—€é a taxa de deformacdo. Na maioria dos
processos de conformacdo plastica este efeito é insignificante a temperatura ambiente.
Contudo, nos processos em que essa taxa é alta, como em usinagem o efeito se mostra
significativo. A Figura 1.7 mostra qualitativamente os efeitos da taxa de deformagéo na curva

c—¢ para um ago de baixo carbono.

O
10’
N/m? 40 /
30
20
10 Z 3(3-1)

~d
n

Figura 1.7 — Efeitos da taxa de deformacao na tensao de escoamento de aco de baixo carbono.

Para metais sendo deformados a altas temperaturas o efeito da taxa de deformacgéo é muito
mais significativo. Para acos ao niquel o aumento da resisténcia a deformagdo em
temperaturas em torno de 500°C é muito marcante mesmo a baixas taxas de deformacgéo
usadas em processos de conformacado normais. Portanto, os efeitos da taxa de deformagéao

em materiais metalicos ndo podem ser sempre desprezados.

1.4 - Curvas o —¢ idealizadas

Em numerosos problemas de conformacao plastica dos metais, usar as curvas o —¢€ reais
normalmente levam a consideravel complexidade matematica para casos de solugdes

analiticas. Desta forma, podem-se utilizar curvas aproximadas com simplificacées que
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idealizam o comportamento dos materiais que permitem solugdes efetivas de alguns
problemas. A simplificagdo mais comum consiste em desprezar a deformacgao elastica. Para
processos de conformacao plastica, isto ndo se distancia muito da realidade, uma vez que a
deformacao plastica € sempre muito maior que a elastica. Em seguida, as simplificacoes se
concentram na regido plastica. A Figura 2.1 mostra 3 casos de simplificacao.

&
(a) Modelo do material perfeitamente rigido

()

(b) Modelo de material rigido-plastico com encruamento (strain-hardening) constante

O

&

(c) Modelo de material rigido-plastico com encruamento e com taxa de encruamento (strain-rate
sensitivity)

Figura 2.1 — Grafico tensao versus deformacao para aco de baixo carbono

O modelo da Figura 2.1(a) indica que ndao ha sensibilidade da resisténcia do material a

deformacdo ou a taxa de deformacdo. Também, se a carga € removida, o material
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permanece sem restituicao elastica. Na Figura 2.1(b) ha uma relagéo linear entre a tenséo e
a deformacao, isto é, a tensdo aumenta a uma razao constante da deformacao. No caso,
apresentado na Figura 2.1(c), a tensdo se mostra dependente da deformacéo e da taxa de
deformacao em geral em uma relagao exponencial onde os expoentes sdo n e m, sendo n o

expoente de encruamento, e m o de sensibilidade a taxa de deformacao.
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CAPITULO 2

2 — MODELO DO COMPORTAMENTO PLASTICO DOS METAIS - o estado de

tensdes

Usando um sistema cartesiano x,y,z pode-se representar o estado tridimensional de
tensbes em um ponto arbitrario, O, de um corpo por meio de 9 componentes de tensao,
sendo 3 componentes normais aos planos de um cubo, Ax, Ay e Az de dimensdes
infinitesimais, nas direc6es dos eixos cartesianos, e 6 outras componentes nas direcdes dos

mesmos eixos, porém tangencias as faces do cubo, conforme a Figura 3.1.

Z

Figura 3.1 — Esquema tridimensional de tensoes

Onde o representa as componente normal e t a componente tangencial, ou de
cisalhamento. As componentes de cisalhamento sdo referenciadas por dois sub-indices
sendo primeiro referente a direcao normal do plano de aplicacéo e a segunda a diregdo em
que atua. Tomando-se um plano Z-X passando pelo ponto central do cubo da Figura 2.1 e

fazendo-se o equilibrio de momentos com relacao a esse ponto tem-se:

27 £—27 £=0

T2 T2 (2.1)

Assumindo um cubo perfeito com 4x = 4z, resulta em:
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sz = sz (22)
Calculando para os outro dois planos tem-se que:

Ty =T, o T, =7, (2.3)

Desta forma o numero de variaveis independentes de tensdo se reduz a 6. Pode-se

representar esse estado tensdes na forma matricial:

Q
8

y xz
z.yx o-y z.yz
rzx z.z y o-z ( 2 4)

Sendo conhecido como o tensor de tensdes. Os tensores sdo semelhantes a vetores,
embora ndo obedecam a todas as propriedades destes sendo, portanto, entidades

matematicas distintas dos vetores.

Para o estudo das tensdes secciona-se cubo por um plano em um angulo aleatério qualquer,

—

cuja direcdo normal, N, tem o0s seguintes cossenos diretores em relacdo aos eixos

cartesianos:
| = cosseno diretor de N em relacao ao eixo x
m = cosseno diretor de N em relagdo ao eixo y

n = cosseno diretor de N em relagdo ao eixo z

A Figura 2.2 mostra um esquema do tetraedro resultante do seccionamento com as tensdes

necessarias para o equilibrio estatico.

Figura 2.2 - Esquema de tens6es em uma parte de um cubo secionado (tetraedro) em um plano
qualquer com as tensdes necessarias ao equilibrio estatico.



19

As quatro areas triangulares do tetraedro sdo designadas como AABC, AOBC, AOAC e
AOAB sendo que AABC é tomada como unitaria . A tenséo resultante, Sg em uma direcdo
qualquer, equilibra as tensdes sobre as areas laterais do tetraedro e pode ser decomposta
em duas direcoes, S, e Ss, respectivamente, normal e tangencial, ou de cisalhamento, de
modo que:

Se=v8,+8/ (2.5)

De maneira semelhante, a resultante Sg pode ser decomposta nas trés diregcdes paralelas

aos eixos cartesianos, Sy, Sy e S, conforme a Figura 2.3.
Z(k)

o Xd)

Figura 2.3 — Esquema de decomposicao das tensoes nos eixos cartesianos e dos cossenos diretores

Novamente a resultante Sg pode ser obtida por:

Sp=+S2+52+8? (2.6)

Desprezando-se as forcas de inércia do corpo, o que é razoavel para a maioria das
aplicacbes em processos de conformacdo, pode-se escrever as equacdes de equilibrio

sobre o0s eixos cartesianos. Para o eixo X, por exemplo, pode-se escrever:

Sx '(AABC) =0, '(AOBC)+Tyx '(AOAC)"‘sz '(AOAB) (2_7)

Dividindo-se a equacao acima pela area unitaria AABC, tem:se:

s, =0x°(ﬂj+% .(@jw ("’*J
Aypc Aypc A,5c (2.8)
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As razdes entre as areas sao numericamente iguais aos cossenos diretores do vetor normal

a area do plano de corte (S— na Figura 2.3), respectivamente, I, m e n. Para demonstrar

n

essa relacao para o cosseno diretor n, por exemplo, calculam-se os valores das areas AOBC
e AABC usando-se a o produto vetorial entre os vetores que compdem as areas. Sabe-se
que o vetor resultante tem direcdo normal 4 area e seu modulo é igual ao dobro da area
(Boulos, P. 1987). Assim:

A, =0C nOB e =12 2.9
XA:RA—B AABC=|AZ_A| (2.10)

Onde Ax e AA sao os vetores resultantes. Calculando-se os valores usando a Figura 2.3:

i j ok
A, =(0CAOB)=op 0 c|=0i+0}+0k—0k-CBi-0}=-CBi
0 B 0
(2.11)
i j k
AA=(AC/\AB)=A 0 C|=0i+ACj+ABk-0k—-CBi -0j =-CBi — ACj + ABk
A B 0

(2.12)
A razao entre a metade de seus mddulos sera igual & razdo entre as areas:

Appc CB

Ae  CB? +AC? + AB’ (2.13)

Para calcular o cosseno entre as normais & areas AOBC e AABC, usa-se o produto escalar

entre os dois vetores normais (Boulos, P. 1987), Ax e AA, ou seja:

ijAT, CB
A Jep v v ap

Portanto, mostra-se que as Egs. (2.13) e (2.14) sdo numericamente iguais, da mesma forma
seriam para as demais razbes de areas na Eq. (2.8). Sendo assim, das equacdes de

equilibrio nas 3 direcdes ortogonais tem-se os valores das componentes de Sg como sendo:

S.-(1)=0,-(1)+7,-(m)+7,-(n) (2.15)
S,-(1)=0,-(m)+7,-(1)+7, -(n) (2.16)
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S.-(1)=0,-(n)+7,-(m)+7,-(1) (2.17)
Pode-se, agora calcular a componente normal, Sy, da resultante em funcao das tensées nas
faces externas do tetraedro projetando-as sobre a direcdo normal ao plano de corte. Para
isso multiplicam-se cada uma das componentes de S, sobre os eixos ortogonais pelo
respectivo cosseno diretor:

S,)=S1+Sm+Sn (2.18)

Substituindo-se agora das Egs. (2.15) (2.16) e (2.17) em (2.18) tem-se que:

S, =(ol +7,m+7.n ) +(O.ym +Txyl tT,.n Jm+(o.n Ty m+ Tl )n (2.19)

Re-arranjando e agrupando, tem-se:

S,=01*+0,m* +o.n* + 2z, Im+7,mn +7,nl) (2.20)

Como esta é apenas a componente normal, a componente tangencial, ou de cisalhamento,

pode ser dada por:
2 _ Q2 2
Ss=Sk—35, (2.21)

Portanto, o conhecimento das tensdes externas ao tetraedro, oy, Gy, Gz, Txy, Tyz € Tx, PErMIte
calcular as tensGes normal e tangencial em qualquer plano aleatério, sabendo-se os
cossenos diretores de tal plano.

2.1 — Tensoes Principais

Mantendo-se a face do tetraedro da Figura 2.2 fixa, os eixos cartesianos podem ser
rotacionados no espaco 3D para um caso particular onde a componente tangencial ao plano
inclinado, ou seja, a componente de cisalhamento S, seja nula. Nesta situacao, o ponto O
determinarda um tetraedro, cujos trés planos, ortogonais entre si, conterdao somente a acao
de uma componente normal de tensdo agindo, com as componentes de cisalhamento sendo
nulas. Tais planos sdo chamados planos principais, com suas direcées normais, |, Il e lll, e
contém as tensbes principais, c1, 62 € o3. Essa possibilidade pode ser intuitivamente
comprovada como possivel imaginando-se que as componentes externas ao tetraedro
podem ser equilibradas por uma Unica reesultante. Neste caso a resultante seria normal ao
plano de corte. Toma-se um plano, inclinado em relacédo as dire¢cdes ortogonais, com uma
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normal, N ,, definida pelos cossenos diretores |,, m, e n,. A tensdo normal, S,,.é agora a

Unica resultante agindo no corpo, pela face inclinada, conforme a Figura 2.4:

Figura 2.4 — Tetraedro com as direcoes principais.

A resultante, S;, pode ser decomposta nas suas componentes paralelas aos eixos
cartesianos e, assumindo-se o equilibrio no tetraedro, tém-se trés equagdes da forma

abaixo:
S.=Si, (2.22)
S, =5m, (2.23)
S.=8m, (2.24)

Para que se encontrem os valores dos cossenos diretores desse plano inclinado patrticular,
deve-se substituir as componentes pelos seus valores em relagdo as tensdes externas nas
faces do tetraedro, dadas pelas Egs. (2.15), (2.16) e (2.17) agora com os cossenos diretores

da direcao principal com subscritos “p”. Apds um rearranjo de forma conveniente tem-se:

(O'x -S, )lp +t,m,+7,.n,=0 (2.25)
(0, -8, )m,+7,1,+7,n,=0 (2.26)
(0.-S, n, +7,m, +7.1,=0 (2.27)

Re-escrevendo as equacgdes acima na forma matricial, tem-se:
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(o-x - Sp ) Ty Tz l” 0
Ty (o-y - Sp ) Ty m,|= 0
T, 7, lo.-5,)|n,| o (2.28)

Para que esse sistema de equacdes tenha solucdo para S,, sem que os cossenos diretores
sejam todos nulos a0 mesmo tempo, o determinante 3x3 deve ser nulo, 0 que resulta em

uma equacao cubica na forma:

SI-1,8-1,8,-1,=0

(2.29)

onde:
I,=0,+0, +0, (2.30)
I,= —(axay +0,0, +0,0, )+ (rjy +7T,, +72) (2.31)
I,=0,0,0,+27,7,7, —(z'jzax +7..0, +rjy0'z) (2.32)

A Eq. (2.29) tem sempre 3 raizes reais que determinam os valores das tensdes principais

S,.S, e S,,. Estes independem da orientacdo do sistema de coordenadas, valendo o
mesmo para os coeficientes I,,1, e I,. Portanto, eles sdo chamados invariantes do tensor

de tensao. Por outro lado, a Eq. (2.28) trata do problema de determinar os auto-valores do
tensor de tensdo, que sdo as tensbes principais. Um tensor, tal como um vetor, € uma
grandeza invariante, isto €, independe do sistema de coordenadas em que se trabalha.
Quando se decompde um vetor em suas componentes este passa a depender do sistema de
coordenadas. Ao se determinar os auto-valores de um tensor, assim como suas diregdes,
determinam-se os 3 vetores associados ao tensor. Assim, tanto o tensor como as tensdes
principais sdo invariantes, isto €, independem do sistema de coordenadas. Além disso, o
tensor estd associado a escalares invariantes, os quais serdo de grande importancia no

decorrer do texto.

A Eq. (2.29) pode ser resolvida pelo seguinte método:

S, = 25[cos(a/3)]+£11
3 (2.33)

1
S, =281cos(e/3)+120° [f+ =1
11 ﬂ ]} 3 1 (234)

s, = 25{cos(a/3)+240° T+ 11,
3 (2.35)
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Onde:
%
s=(£R)
3 (2.36)
a=cos"(gJ
T (2.37)
R==1I/-1
b (2.38)
1 2
=—II,-1,——1I
Q 3 172 3 27 1 (239)
%
(%)
27 (2.40)
A partir do calculo das tensées principais, Si (i = ILILIII), os cossenos diretores podem

também ser encontrados, inicialmente pelo calculo dos determinantes dos cofatores abaixo:

(O'y—SP) T

yz

yz

<\
<\

b =| yz
e, (0,-5,

Xz

Ty (O'y—Sﬂ
Cl- =
Xz Tyz
1
ki = 2,42, 2V
(ai +b; +¢; )A

Os cossenos sao dados por:

A solucéo da Eq. (2.29) pode levar a 3 situacdes distintas:

3 componentes externas diferentes, o, # o, # 0,: Estado triaxial de tensodes;
2 componentes externas iguais, o, # o, = 0, Estado cilindrico de tensdes e

3 componentes externas iguais, o, = o, = 0, Estado cilindrico de tensdes.

I, =ak, m; =b .k,

T (O'Z—S,,

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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Estas situacdes particulares sao ilustradas na Figura 2.5.

or or O1=01=0i11
= Or=01=0j11
01/=0
——> op /4 I
(o171 O1=0i11 O1=011=0111
(a) Estado triplo (b) Estado cilindrico (c) Estado esférico

Figura 2.5 — Estados particulares de tensdo dependendo do numero de solugdes da Eq.
(2.29).

Assumindo, agora que as direcées cartesianas, X, Y e Z sejam rotacionadas de forma a
coincidir com as diregdes principais no ponto O podem-se escrever as expressdes dos

invariantes em termos das tensdes principais:

I,=0,+0,+0,

(2.46)
I,=0,-0,+0, 0,+0,-0y
(2.47)
I,=0,-0, 0y
(2.48)
A magnitude:
1 1 1
o, =—I,=—\0,+0,+0,,)=—\c.+0, +0
m 3 1 3( 1 11 III) 3( x y z) (249)

Representa a tensdo média, ou estado hidrostatico de tensdes, com as 3 componentes de

tensdo assumindo o mesmo valor.

Se os eixos cartesianos estdo alinhados com as direcdes principais, pode-se também inferir
que a forca resultante da Figura 2.3, Sg, possui trés componentes cartesianas, as quais

devem ser equilibradas pelas tensdes externas nas respectivas direcoes:

Aypc (2.50)
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AOAC
S(1)=0,~=0,m,

anc (2.51)

S.(1)=0y, Zoas =0yn,
ABC (2.52)

O que se assemelha a Eq. (2.8), onde as relacbes entre as areas sao numericamente
semelhantes aos cossenos diretores |l,, m, e n, da componente normal, S,, desta vez em
relacdo aos eixos principais. As componentes da forca resultante neste plano podem,

novamente, ser projetadas na dire¢cao da normal por meio de seus cossenos:

S,=S8.1,+Sm,+Sn,

(2.53)
Substituindo-se as Egs. (2.50), (2.51) e (2.52) em (2.53) tem-se:
S, =0',lp2 +0',,mp2 +0',,np2 (2.54)
E a componente tangencial pode ser calculada como:
S5 =5k =S, (2.55)
Ss=S8:+S;+82-8S; (2.56)

Substituindo-se os valores das componentes Sy, S, S; e S, em funcdo das tensdes nas
direcdes principais, Egs (2.50), (2.51) e (2.52) resulta em:

2 27 2 2 2 2 2 2 2 2
SS=0',lp +o,m,+oyn, —(a,lp to,m, +oyn, )Z (2.57)

Desta forma, podem-se calcular as tensées normal e tangencial em qualquer plano, cujos

cossenos diretores sejam conhecidos, em relagdo aos eixos principais.

Também pode ser de grande interesse encontrar planos onde a tensao de cisalhamento seja
maxima, o que pode ser feito encontrando-se extremos da Eq. (2.57) em funcado dos

cossenos. Para isso usa-se a relacao entre os cossenos diretores:

2 2 2
lp +m, +n, =1

(2.58)

isolando-se n:

2 2
nf] =1-1"-m

P p (2.59)

e substituindo o valor na Eq. (2.57), deve-se anular as equacdes a seguir, apos a derivada

para encontrar o minimo:
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1
lp |:(0-1 -0y )lpz + (011 —O )mp2 _5(0-1_0-111 ):| =0
(2.60)

2

1
mp|:(0-1 — O )lp + (0-11 —Oq )mpz _5(0'11_0-111 )] =0

(2.61)

Se as duas equagdes forem nulas simultaneamente, encontram-se os planos onde ocorrem
os extremos de tens&o de cisalhamento. A Tabela 2.1 mostra alguns valores possiveis para

lo, My € Np que produzem extremos para a tensdo de cisalhamento.

Tabela 2.1 - Possiveis valores para os cossenos diretores em extremos da tensao de cisalhamento

L |0 0 +1 0 F/2)” F@2)”?
m, |o +1 0 T@2)> 0 T (1/2)"
n, |1 0 0 @2  F@2)* O

As primeiras 3 colunas mostram os cossenos das 3 diregdes principais, onde a tensao de
cisalhamento € minima, ou seja, igual a zero. Esses planos sdo numerados como | na Figura
2.6. As 3 ultimas colunas mostram os valores de planos cuja normal esta a um angulo de

+ /4 com dois eixos e zero com o terceiro. Sdo os planos Ill, os quais sdo chamados

planos de maxima tensado de cisalhamento, conforme mostrado na Figura 2.6

O

7
RIS

T
Oj

Figura 2.6 - Octaedro de tensdes em relacao aos eixos principais.
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Se o0 angulos *7z/4 sdo substituidos nas Eq. (2.57) tem-se 3 valores de tensdo de

cisalhamento maximo:

Sg1 = il/Z (011 _0111)

(2.62)
Ss, =%1/2 (61 _6111) (2.63)
Sg; =+1/2(0,-0,) (2.64)

As quais podem ser também chamadas de tensdes de cisalhamento principais. Se o, é

algebricamente a maior e o) a menor, entdo a tensdo maxima de cisalhamento é:

2 =i1/2(0-1_0-111)

mdx

(2.65)

Sendo assim, a tensdo maxima de cisalhamento age em um plano cuja normal forma um
angulo de 45° com as direcdes das duas maiores tensdes principais e tem valor igual a
metade da diferenga entre elas. De forma semelhante, podem-se substituir os valores + z/4

na Eq (2.54) e encontrar as tensdes normais nos 3 planos de maxima tensdo de

cisalhamento:
Sni =1/2 (0-11 +0-111) (2.66)
Sn2 =1/2 (0-1 +0-111) (2.67)

Sy =1/2 (61 +011) (2.68)

2.2 — Tensoes octaédricas

O uso dos invariantes reduz o niumero de parametros necessarios para a representacao de
um estado de tensées e um corpo deformado plasticamente. Com o mesmo objetivo se
introduz o conceito de tensdo octaédrica, a qual tem um estreito relacionamento com os
invariantes. O plano octaédrico é definido como sendo o que possui a normal cujos
cossenos diretores formam o mesmo angulo com as dire¢des principais, ou seja, os planos Il

na Figura 2.6. Isso pode ser descrito como:

l,=m,=n, (2.69)
assim como:

P+m’>+n*=1 (2.70)
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ou seja:

1

ll = mz = n3 = ﬁ
(2.71)

cujo angulo é 54°44’, os quais formam um octaedro, em torno da origem do sistema

cartesiano representando as dire¢des principais. Quando esses valores de cossenos sao

substituidos na Eq. (2.57) calcula-se a tensao de cisalhamento octaédrica:

1
2 2 2 2 2 2 Y A
S = o, to,;+toy, _(0'1 +0y; +0—111)
: 3 9
- 2 2 2 2 2 2 2( ) %
S = o, +to,+t0oy _ o, +to,+o, +«\0,0,+0,0y,y+0,,0,
S 3 9
_ 1
2 2 2 /2
S. = 2(0'1 +0y +0'111)_2(0'10'11 +0,0,,+0,0, )]
¢ =
9 9

Desta forma, a tensdo de cisalhamento octaédrica é:

] 1
Tocr = Ss(1,2m,=n, ) =3[(0'1 —0y ) +(0'11 —Om ) +(O',,, -0, )2]/2 (2.72)

Também pode ser expressa na forma de invariantes:

N2 2,
Tocr =71/1f +31, = —512 (2.73)
De forma semelhante a tensdo normal octaédrica € dada por:
1Y 1Y 1Y
Coer =0,| —= | +to,| =| +o,| —=
oCcT I(\/}J II(\/}J III(\/}J

o,toy, +0—111)=I_1
3 3 (2.74)

O-OCT = Sn(ll=m2=n3 )(

Que é igual a tensado hidrostatica, ou a tensdao média. Testes experimentais com diversos
materiais demonstram que quando submetidos a tensdes triaxiais iguais (estado triaxial
esférico) ndo se observou deformacado plastica significativa. Isso equivale a afirmar que

tensoes hidrostaticas, ou esféricas, ndo afetam a tensdo de escoamento do material.
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2.3 — Tensores hidrostatico e desviador

Diante desta constatacdo admite-se que o estado de tensdao em determinado ponto pode ser
composto de dois tensores:

§S=5"+8" (2.75)

Onde S” € um tensor hidrostatico, ou esférico, o qual ndo provoca deformacao plasticae S’ é
o tensor anti-esférico, ou desviador (deviator stress tensor), o qual é o responsavel pelas

deformacdes plasticas. Os dois tensores sao calculados como segue:

o, 0 0
$”=10 o, 0
0 0 o, (2.76)
Onde:
o, = (ax +0, +az)
3 (2.77)
E:
S =§-8"
Portanto:
O-x - O-m Txy Xz
S'=| 7, c,—-0, o
sz sz o-z -0, (278)

Qualquer estado de tensdes pode ser reduzido a dois componentes:

o’ (0-1 0, +0u )

3 (2.79)
e O-;=O-1_O-”,OU, 0.;=O.I _(0-1_0-11_0-111)
3
Ou seja:
/_(20'1_0-11_0'111) ’ _(20-1_0-11_0'111) ’ _(20'1_0'11_0'111)
o, = 3 Oy = 3 Oy = 3
(2.80)

Os tensores desviador e esférico podem ser formados devido a uma propriedade dos
tensores segundo a qual “a soma de dois tensores resulta em um tensor”. Assim:
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(20-1 Ou— 0-111) 0 0
6, 0 0 3
0 o 0 |= 0 (20-1 —0Oy 0'111) 0
/4
3
0 0 o
m 0 0 20'1 —0,— Oy
3
(O.I + O.III +O-III) 0 0
100 3
+1 0 1 0 0 O.I +O.II +O.III 0
3 0 0 1 3
0 0 (O-I +O-II +O-III)
3 (2.81)
Ou em notacao mais adequada:
, 1
0, =0,——0,0,
3 2.82)
onde k =1, II, lll e &; é o operador de Kronecker, definido com:
1 sei=j
5;',' = {0 . J.
se i#j (2.83)

O papel da tensdo desviadora na teoria de deformacao plastica é fundamental. A direcao
principal da tensdo desviadora coincide com a do tensor de tensdo. Os Invariantes do tensor

esférico sao:

I'=1,=30,
2
I;’=I—’=30',f,
3
3
r=1l-0
27

I=0 (2.84)
’r_ 1 [ 2 2 2]
Iz =, (01 _0-11) +(o-11 _0-111) +(0'111 _0-1)
6 (2.85)
, 1
13 __[(20'1 —O0; — Oy )(20-11 —Oy — 0y )(20-111 —0,—0y )]

27 (2.86)
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O segundo invariante I, da tensdo desviadora desempenha um importante papel na teoria

da plasticidade. Ele representa o quadrado de um valor chamado Intensidade da Tensao de
Cisalhamento dada por:

o, =1} (2.87)

Devido a sua grande importancia, c; € dado por, em relagcdo a um sistema arbitrariamente

orientado:

R R )

(2.88)
Para o puro cisalhamento t,y=1 € as tensdes restantes s&o zero. Portanto:

o, =7

i (2.89)
Para um ensaio de tracao uniaxial, ox=0, tem-se:
, 1 [ 2] o
o) =—20° |=—
6 NE] (2.90)

Em termos de tensédo desviadora e intensidade de tensdo de tensdo, pode-se demonstrar
que:

2, 2
Toct = 3 2 = Eo-i
(2.91)

Portanto a intensidade de tenséo de cisalhamento é proporcional a tensao de cisalhamento
octaédrica.

O estado de tensdo em uma secao transversal arbitrariamente inclinada em relagéo ao eixo
de tensao principal pode ser encontrado também por meio da representacdo de Mohr a qual
serd detalhada a frente. Como exemplo, pode-se tomar os planos Ill da Figura 2.6. A normal
deste plano forma um angulo @ com o eixo principal I. Da Eq. (2.54) tem-se que a

componente normal a esse plano pode ser calculada como:
o, =0,cos’ a+0, cos’(90 - )

o,=0,cos’ a+o0,sin’a

Mas

sin’ @=1-cos’ e
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5 cos2a+1
a=—
2

cos

Substituindo:

O,+0 O,—0O
,=——L+—L—cos 2
2
O, —0 .
T =——1 " gip2a

a

A Figura 2.7 ilustra essa situagao:

O

Circulo A

Circulo B é(a‘l + O'” )

P »
l »

Figura 2.7- Esquema que relaciona o circulo de Mohr com as tensdes em um espaco 3D.[1[]

2.4 - Tensoes equivalentes

Outro valor de tensdo comumente utilizado para representar o estado de tensées em

um ponto em termos de invariantes é a tensao representativa, ou tensdo equivalente, dada

por:
_ 3 \/1 2 2 2
O =—"7="Tocr (0-1 0-11) +(O-11_0-111) +(0-111 0-1)
V2 | | (2.70)
5:} [g\/lfh?lzJ
(2.71)
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A tensao equivalente nao é particular de nenhum plano que se possa visualizar facilmente,
porém tem vantagem de ser numericamente igual a tensdo em um estado de tensao
uniaxial, como é o caso do ensaio de tracdo, ou de compressao. Neste caso, em qualquer
ponto do ensaio o valor medido da tensdo € numericamente igual a tensao equivalente, para
este estado de tensdes.
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CAPITULO 3

3. - REPESENTAGCAO DO ESTADO DE TENSOES PELO CIRCULO DE
MOHR

No estudo do comportamento mecanico dos materiais além da zona elastica, um
método grafico alternativo foi desenvolvido por Otto Mohr para determinar o estado de
tensdes com base nas tensdes principais. O diagrama de Mohr propde a representacdo da
totalidade dos vetores de tensdo pertencentes a todos as possiveis orientacbes de
elementos planos considerando as tensGes normais e tangenciais a esse elemento,

conforme esquematizado na Figura 3.1

Figura 3.1 — Componentes de tensdo em um elemento qualquer no espaco.

A relacado entre as tensdes normal e tangencial € sempre dada por:
sI=0.+7T, (3.1)

Assumindo que o estado de tensbdes pode ser definido com base nas trés componentes
tensdes principais ortogonais ), 6, € oy € por uma orientacdo conhecida dos eixos, a Eq.
(2.54) pode ser usada para expressar a componente normal com relacdo as tensodes

principais e 0s cossenos diretores da componente normal como segue:
o,=0,+0o,m +o,n, (3.2)

Os componentes da tensdo resultante S, podem ser decompostos nas diregdes principais

como:
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Sy =0,

n

nll

= Ou'm, (3.3)

Sar = O,

Recompondo o vetor resultante:

) 2 2 22 2 2 2 2
Sy = Su +Sn11 +Sn111 - O-llp +O—11mp +O—111np (34)

Usando Eq. (3.1):

o.+T. =0,

l; +O'12,m12, +O',2”nf, (3.5)

As Egs. (3.2) e (3.5) juntamente com a relacéo entre os cossenos diretores, dada por:
l;+ni+m§=l (3.6)

formam um sistema linear ndo homogéneo dos quadrados dos cossenos diretores, cuja

solucéo resulta em:

12 = an + Tf —0, (0-11 TO0u )+ 0uOm
(611 —0; )(6111 —0; )

p

2 _ O-j + 75 —0, (6111 +0,; )+ OmO;
: (0-11 —0y )(61 —0y ) (3_7)

m

2 _ Gj + TZ — Gn(GI +0y, )+ 0,0,
g (0-1 — Oy )(O-I — Oy )

n

Estas equacdes podem ser re-arranjadas e escritas como:

2 2
0-11 + 6111 2 — 2 62 + 63
(—2 + (0-11 -0, )(6111 -0, )l p 0,0y =7,+0,— >
o, +0, ) o,+0,Y
i i/ 2 — 2 2 3
( 2 j + (0-1 -0, )(611 -0, )lp —0,0y, =7, +[Gn - j ( )
3.8
o,+0 ? o, +0 ?
)i Jiid 2 — 2 2 3
(_2 j + (0-11 -0, )(6111 -0, )l p 0,0y =17, + (Gn - > j

A primeira das Eqgs. (3.8), por exemplo, define uma circunferéncia nos eixos ¢, e 1, para
cada valor dado de angulo do cosseno diretor, assim como as outras equagdes definem
duas outras circunferéncias, obedecendo a relagdo entre 0os cossenos do mesmo angulo.

Para um dado elemento plano, definido pelos seus cossenos diretores, as componentes de



37

tensdo o, e 1, Sdo obtidas graficamente como coordenadas comuns de pontos de
interseccdo de 3 circunferéncias representadas pelas Egs. (3.8). Assumindo-se, por

exemplo, um valor para o cosseno Ip, pode-se obter a equacado da circunferéncia com seu

(611"'6111 )

centro no eixo ¢, e distancia da origem e com raio igual a:

2
c,+0 )
R1 :\/( = ) mj +(O-11 -0, )(611 -0, )l —0,0y
(3.9)
Variando o angulo do cosseno diretor, pode-se obter circunferéncias concénctricas de varios
raios. Ao angulo nulo corresponde o maior raio, dado por:

_ Oy +Ooy

R, =0, 2

1mx

e ao angulo igual a % corresponde 0 menor raio:

— Oun—%um
1min 2

A Figura 3.2 mostra uma ilustragdo dessas circunferéncias.

AT“

lea

v

\\/ Gn

>
rd

Oy +0y
2

Figura 3.2 — Representagdo grafica do estado de tensdo correspondente a angulos
constantes de cossenos diretores.

Relagdes anéalogas se aplicam a circunferéncias correspondendo a angulos dos demais
cossenos diretores, m, e n,. A superposi¢do das 3 familias de circunferéncias requer a
consideracdo de tamanhos relativos entre as 3 tensdes principais. Na Figura 3.3 elas

assumem a seguinte proporgao entre si:
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A
Y

Figura 3.3 — Representagéo de Mohr para o estado de tensdes.

Pela observacao da Figura 3.3 pode-se notar que todos os pares possiveis de (on,T,) estdo
localizados na éarea sombreada da figura cujas fronteiras sdo as circunferéncias
representando as tensdes principais. A tensao de cisalhamento atinge seu valor maximo em

3 posicdes, chamadas de tensdes principais de cisalhamento, dadas por:

Oy —Ou
T, )
. = O, =0y
b/
2 (3.10)
0, -0y
Ty = >

Quando 1> = Tmax atinge-se a maxima tenséo de cisalhamento absoluta e esta age em um

plano definido por I, =n, = x/4 and m, = z/2 de acordo com a Figura 3.4.
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Plano Ty

Oom

Figura 3.4 — Representagéo do plano de maxima tenséo de cisalhamento.

A Figura 3.5 mostra como se relacionam as representagcdes de um ponto P no espaco,
mostrado em um octante de uma esfera e a sua representacao pelo circulo de Mohr no

plano.

Gn

v

Octante (b) Representacéao de Mohr

l,=cosx m, = cos f§ n,=cosy

const. const. const.

Figura 3.5 — Circunferéncias para o, e y constantes na representacao de Mohr.

Na representacdo de Mohr conhecendo-se as tensdes principais € possivel determinar a

tensdo normal o, € a tensdo de cisalhamento ts sobre um plano cujos cossenos diretores |,
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m e n com respeito as direcdes principais sdo conhecidos. Para tal, deve-se seguir 0s

seguintes passos, segundo a nomenclatura da Figura 3.6.

ATn
(¢}
o .
Oom
—
Oon
O1

Figura 3.6 — Esquema para encontrar as tensées normal e de cisalhamento usando a

representacao de Mohr.

Passo 1: Marcar sobre o eixo o, 0s pontos P1, P2 e P3 de modo que:

51:61 ﬁz =0y 53:6111

Passo 2: Tomado-se PP, P,P,e b,P, como didmetros desenham-se circinferéncias com

centros em C4, C, e Cgs, respectivamente.

Passo 3: Nos pontos P4, P, e P; constréi-se as retas PT,, BT, ¢ PT,, perpendiculares a

On.

Passo 4: Traga-se a reta Q,P, inclinada de um angulo o em relagéo a P7, da mesma forma

que a reta S,P, é inclinada de um angulo g em relagédo a PT,. Marcam-se os pontos de
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interseccdo destas retas com as circunferéncias que elas cortam, isto é, marcam-se os
pontos Q2 € Q3 e 0s pontos S e Ss.
Passo 5: Com centro em C; e raio C,S, traca-se o arco S,S, e com centro em C; e raio C,0Q,

traga-se o arco Q,0,.

Passo 6: Do ponto de intersec¢éo dos arcos S,S, e 0,0,, o ponto P, na Figura 3.6, baixa-se
uma reta perpendicular ao eixo o,. Assim encontra-se a tensdo normal ¢, representada pelo

segmento ON e a tensdo de cisalhamento 1, representada pelo segmento PN .

3.1 — Caso especial: Estado uniaxial de tensao

O estado uniaxial de tensdes existe quando duas tensdes principais sao zero, por exemplo,
sll e slll, e a tenséo principal restante sl representa a intensidade de um estado de pura
tensdo, ou compressdo. As matrizes dos tensores de tensdo, com o0s componentes

desviador e esférico serao:

‘6, 0 0 % 0 0
o, 00 s’=| 0 _;’1 0 "= % 0
S={0 0 0 g o
0 0 —L 0 0 4
000 3 3 (3.11)
Os invariantes do tensor de tensao tém valores
11:% e lb=l3=0 (3.12)
E as tensdes octaédricas sao:
o, J2
O-ocr = 7’.oct: S O-I
3 e 3 (3.13)

A Figura 3.7 mostra a representacao de Mohr para o estado uniaxial de tensédo para o caso

particular de tragao.
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o= om=0

A o)
=

O]

Figura 3.7 — Representacdo de Mohr para o caso particular de tracdo uniaxial.

3.2 — Caso especial: Estado plano de tensao

O estado plano de tensdes ocorre quando uma das tensdes principais, por exemplo oy, €
zero. Assumindo um sistema de referéncia X,Y,Z cuja direcdo Z coincide com a direcao

principal Ill, tem-se que:
o,=7,=7,=0

Conforme representado na Figura 3.8

AZ

N o
Figura 3.8 — Exemplo de estado plano de tensdes.

E as matrizes dos tensores de tensao, o desviador e o esférico sao:
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20,-0, o.+o
3 (" 0 3 T, 0
, 20, -0, , o, +0
S = . 0 "=\ z, - 0
3
o, 7, 0 0 0 _o0,+0, 0 0 o, +0,

3 3
S=f, o, 0
0 0 O

(3.14)

Para determinar as tensdes principais o, € o) cujas direcbes estdo no plano XY, os

invariantes do tensor de tensao sao calculados, conforme a Eq. (2.30) a (2.32), como segue:

l,=0.+0,

_ 2
I,=00,+7, (3.15)
I,=0

Com esses valores de Invariantes a equacéao cubica se torna:
3 2 2
(o +o Jot+lco. -2 )o =0
O-l ( x y i ( x7y Xy i (316)

Assim, para resolvé-la basta dividir ambos os lados por o; reduzindo a equacao cubica a

uma quadratica:
2 72—
o; (O'x +0, )0',. +to0o,—-7,=0 (3.17)

A solugcdo para a Eq. (3.17) representa as tensbes principais, obtida pela solucao de

Bhaskara:

2
o|_o.to,, |[0.-0, -
o, 2 2 ’”

Os indices | e Il indicam que as tensdes principais obedecem a relacdo o, > o, . As tensdes

(3.18)

octaédricas séo:

o — O-I +GIII — O-X +O-y
3 3 (3.19)

T = Q\/a, ~0,0,+0, = Q\/Gf ~0,0,+0, +37,,
3 3 (3.20)
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Na representacdo de Mohr vérias possibilidades surgem, de acordo com as magnitudes
relativas entre as tensdes principais. Observando-se a Eq. (3.18) pode-se supor 3 casos
distintos:

Caso 1: Se 0,0, > 7., ambas as tensdes principais t¢ém o mesmo sinal. A Figura 3.9 mostra

esse caso assumindo que o € o Sao positivos.

A Tn

om=0 On

|

O]

|
Y

Figura 3.9 — Representagéo de Mohr para o Caso 1.

A maxima tensao de cisalhamento resulta em:

2
f,-0ow_0 _llote, (oo, .
2 2 2 2 2

Caso 2: Se 0,0, < z-{ as duas tensdes principais tém sinais opostos. A Figura 3.10 mostra

(3.21)

€SSe Caso.
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)
\
[}
Y

Figura 3.11 — Representagcéo de Mohr para o Caso 2.

A maxima tensao de cisalhamento € dada por:

2
Ty =2 _20-” = \/(O_";G>’j +7;,
(3.22)

Caso 3: Se 0,0, =7, , 0 estado de tensdes se reduz a um estado uniaxial de tensdes, cuja

analise ja foi feita no tem anterior.
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CAPITULO 4

4 — MODELO DO COMPORTAMENTO PLASTICO DOS METAIS - o estado de
deformacoes

Para ilustrar a definicdo de deformacdo e seu estudo, tomam-se duas linhas, X e Y,
perpendiculares desenhadas sobre uma chapa inicialmente sem deformacéo, conforme a

Figura 3.1

Yl

Figura 3.1 - Deformacées por extensao e por cisalhamento.

Considere duas particulas P e Q uma em cada linha. Em um instante seguinte a chapa é
deformada e entdo movimentada (rotacionada), como um corpo rigido, de forma que o ponto
O coincida com ponto inicial e a linha OX com a mesma direcdo, ambos antes da
deformacado. Para simplificacdo da explicagdo suponha que o comprimento OP permaneca
constante, sem deformacao também. Desta forma, a linha OY se moveu para OY' e o ponto
Q para Q. Duas quantidades sao necessarias para definir o deslocamento do ponto Q: a
extensao da linha OQ e sua rotagao. Sendo assim:

Deformacao linear OQO;OQ 4.1)

Angulo de cisalhamento 202 (4.2)
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Estas definicbes, na sua forma inicial, se aplicam a pequenas deformacbes apenas. A
deformacado acima é bastante simples e geralmente a deformacgao ocorre estendendo tanto
0OQ quanto OP, assim como rotacao de corpo rigido, para fazer com que a direcao OX seja a

mesma apos a deformacgdo. A Figura 4.2 mostra uma situagdo mais préxima da real.

: X
P P’

Figura 4.2 - Exemplo de deformacao proxima do real.

Os parametros necessarios para especificar completamente o deslocamento relativo
dePeQsao:

Deformacao na diregéo OY: OY =% (4.3)
Deformacéo na direcdo OX: OX =% (4.4)

Angulo de cisalhamento no plano XY como sendo a diferenca entre o angulo inicial e o final:

T
3 0 (4.5)

Uma vez que as deformacdes sdo assumidas como pequenas, suas componentes ao longo
dos eixos cartesianos podem ser obtidas através das projecdes das posicoes deformadas
sobre os eixos. Assumindo que os angulos deformados sao pequenos, tem-se que cosy e

cosd sdo ambos muito préximos da unidade e assim:

OP’ = OP; (4.6)

0Q’=0Q; (4.7)

Sendo assim a deformacéao na direcao X pode ser chamada &y, dada por:
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, _OP.-OP _PP,
* or or (4.8)

Similarmente tem-se:

. _00,-00_0¢,
T 00 00 (4.9)

De forma semelhante, se a deformacao é pequena:

’

y=tany = P,
OP, (4.10)

e, para calculo da deformacéo angular somente, pode-se assumir que:

OP; =OP (4.11)

Sendo assim o angulo y, chamado deformacéao de cisalhamento na direcdo Y de um ponto
no eixo X, dado por gy, calculado como:
_ PP

y=e,
* = 0op (4.12)

Da mesma forma, a deformacéo de cisalhamento na direcdo X de um ponto no eixo Y, exy, é
dada por:

_ _Q’Q;
p=€,=—""
09 (4.13)

Pode parecer que sao necessarios 4 parametros para definir a deformacéao, porém:

T
pry="-6=7,
2 ’ (4.14)

onde vy € o angulo de cisalhamento no plano XY. Portanto, se as deformagdes sao

pequenas:
Ey TEy =Ty (4.15)

Assim, &, e g ndo sdo independentes, pois Y., é determinado pelo &ngulo 6 e esse é fixo
para um determinado estado de deformacao. Por meio de rotacdo de corpo rigido, apos a
deformacéo, &, e g, podem ser variados. Por convengdo pode-se fazer com que &,y € &y
sejam iguais e, pode-se assumir issoO a menos que sejam especificados diferentemente.
Sendo assim, sdo necessarios 3 parametros para especificar a deformacdo em uma chapa:
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Duas deformagées lineares e uma de cisalhamento. E importante distinguir entre a definicio
de:

7., 0 angulo de cisalhamento e
g,, a deformagéao de cisalhamento

assim como a importante relacéo entre eles:

1
gx =_7/x
T2 (4.16)

Os mesmos conceitos podem ser aplicados a um cubo, para deformag¢des em 3 dimensdes,

resultando em um tensor de deformag¢des com nove componentes:

€ £

xx xy Xz

ba Ex & (4.17)

Dessas nove componentes, trés podem ser eliminadas, ja que trés deformacbes angulares
podem ser assumidas como sendo iguais, devido a convenientes rotacdes de corpo rigido
apos a deformagdo, assim tem-se apenas seis componentes para se definir um estado de
deformagdes no espaco tridimensional. Escalares, vetores e quantidades como as
deformacdes e as tensbes sdao quantidades referidas como tensores. Os escalares sao
tensores de ordem zero, os vetores tensores de primeira ordem e as deformacdes e tensdes

de tensores de segunda ordem.

4.1 - Efeito da rotacao nos eixos

Linhas de um retangulo OQSP sdo marcadas sobre uma chapa com eixos cartesianos

XY, conforme a Figura 4.3.
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0y’ -
S
y' [} Q
X’
y P’ /
A
L/ Y 0 X
P, P’ S’
- x Lol

Figura 4.3 - Deslocamento durante uma deformacao uniforme.

Necessita-se escrever X’ e y’ em funcao de x e y e seu estado de deformacéo. Assim:

x’=0S’ =0P+ PP, +P.S’

(4.18)

onde:

OP =x

e
£ = PP, = PP, =x¢,_,

x (4.19)
assim como:

PS.=PA=0Q]=ye, (4.20)
Substituindo esses valores na Eq. (4.18):

X'=x(+e,)+ye, (4.21)
de forma semelhante pode-se mostrar que:

y'=y(1+£yy)+ XE,, (4.22)

A componente de deslocamento em x € xX-x, e em y é y’-y. Ambos podem ser obtidos das

Eqgs. (4.21) e (4.22), escritos como:
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X' —x=x€E, +YE, (4.23)

Y-y=xe, e, (4.24)

A ordem dos sub-indices nas Egs. (4.23) e (4.24) devem ser cuidadosamente notados, pois
o0 primeiro se mantém inalterado na linha e o segundo na coluna, permitindo escrever

tensores quando se usam trés dimensodes, de forma a resultar em:

x'—x=xe,+yE, +2€,

(4.25)
Y -y=xe,+yE, +z¢, (4.26)
F—z=x€,+yE, +2€, (4.27)

Considere agora uma chapa tendo componentes de deformacdo dadas por &y, €y, €
€xy=€yx com relagdo a um sistema de eixos OX e QY. Outro sistema de eixos OX1 e OY1,
inclinado de um angulo 6, em relacado ao primeiro, com um estado de deformacdes dado por

€ xa Exys € Enxy € Eryx. Buscam-se agora as expressdes para relacionar as deformagdes no

segundo sistema de eixos em relagdo ao primeiro. A Figura 4.4 ilustra os dois sistemas

Y; \\\ )
E " ‘
’ D\\‘ ‘
\‘\ X
‘\ l)’x q . |
i /\\:_\4 —’BT‘HN\
v e
:\\ X _

Figura 4.4 - Efeito da rotagdo dos eixos cartesianos nas coordenadas de um ponto

Pela figura pode-se escrever:

0C=OB+BC=x1 (428)
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Também se pode observar que BC € a projecado de SP sobre OX e AO é a projecao de OQ
sobre OX1, SP e OQ séao iguais e paralelos, portanto, AO é igual, em comprimento, a BC.
Substituindo tem-se:

x,=0B+0A (4.29)

O angulo XOX1 é formado pela rotagdo de OX na diregdo de OX1 e seu cosseno é |, onde
o primeiro sub-indice denota a direcdo do novo eixo € 0 segundo a direcdo do antigo eixo. A
rotacdo na Figura 4.4 foi feita de maneira que o eixo positivo girou no sentido anti-horario.
Pela convengédo o cosseno de YOX1 ¢ I,y, de modo que:

OB=xlxx e 0A=ylxy

Assim a Eq. (4.29) pode ser escrita como:

x =xl. +yl, (4.30)

De forma similar, pode-se obter a equacgao:

=l o, (4.31)

Usando essa notacdo podem-se escrever as coordenadas de um ponto com relagdo a um
novo sistema de eixos cartesianos. Com a deformacdo a particula S serd movida para a
posicao S’, conforme Figura 4.5.

Y 1 \\‘ Y Y )
\\\ S,
\ X
y ' \‘ S ) _B_ ke _
¥ \ *"—’K’ \ ................................. X’
| y | O\ o ,— ’IB ................................... ............

‘\ A X
\ X 1 ud
\\ /

T
— \\ x o
— X ' -

Figura 4.5 - Efeito da rotacao dos eixos na especificacao de deformacao.
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Por conveniéncia a particula S se alinha com o eixo OX. Com a deformagdo a
particula sera deslocada para os eixos OX'e OY' e OX1'. As coordenadas (x+’,yi’) de S’ nos
eixos OX1 e OY1 sdo dadas por:

6‘lxx = (%J - 1
: (4.32)

ool
1 (4.33)

onde x; € a disténcia ao longo de OX; da particula S antes da deformagao e € x, € € yx, S0

as deformacdes medidas nos eixos OX;s e OY4. Também se pode escrever:
¥=xl, (4.34)

y = xllxy (435)

onde (x,y) sdo as coordenadas de S nos eixos OX e QY. Aplicando as Egs. (4.30) e (4.31)
para as coordenadas apods a deformacao, e substituindo-se as Egs. (4.23) e (4.24) tem-se:

X, —(x+x8 +y£ )l (y+x£ +y£ y (436)
yi=(x+x€xx+y£xyyyx+(y+x£yx+y£yy)lyy (437)

Substituindo-se agora da Eqgs. (4.34) e (4.35) para x e y, re-arranjando e usando Egs. (4.32)
e (4.33), tem-se:

1+e, =0, +1 e+ e N .+, +l.e +1 e ),

xx € xx xy© xy xx = yx xy-yy (438)
e, =W+l e+l e N, +, +1 e, +1 e ), (4.39)
Da Figura 4.5, tem-se que:
I =cos@ _
l,, =send (4.40)
l,, =cosé l,=-sené (4.41)

Substituindo-se nas Egs. (4.38) e (4.39) e simplificando-se:

£, =€, €080+, sen’ O+, sen26 (4.42)
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- &, )sen 20

1
&, =€, €020+ 3 (eyy

(4.43)

Para determinar €4y, basta substituir 0=0+% na Eq. (4.42), a qual dara a deformacéao

medida num eixo a 90° de OXy, que é OY;. O resultado é:

£, =€, 5en’ O+, cos’ @€, sen26 (4.44)

Se o0 mesmo for feito com a Eq. (4.43) para se obter €1y, 0 resultado sera a mesma equacao.

Isso demonstra que:

81xy = 81yx (445)

4.2 - Eixos principais das deformacoes

Tomando a Eq. (4.44) pode-se observar que ela possui valores de angulos onde a
deformacdo de cisalhamento se anula. Estes pontos podem ser encontrados assumindo

€1xy=0 e se calculado os valores de 6:

2¢,
tan2=—"—

€ —E, (4.46)
Matematicamente, observa-se que para quaisquer valores de deformacdes que se tenha, o

valor da Eq. (4.46) esta entre e indicando que o valor de 6 estara entre 0~%. Ou seja,

para qualquer estado de deformacdes sempre haverd uma orientacdo de eixos onde as
deformacgdes de cisalhamento se anulam. Adicionalmente, estes eixos sdo perpendiculares
entre si. Embora isto tenha sido desenvolvido para duas dimensdées e pequenas
deformacdes, o0 mesmo se aplica para grandes deformacgoes e trés dimensdes. Concluindo,
pode-se dizer: Para qualquer corpo tridimensional existe um conjunto de eixos
perpendiculares entre si contendo um conjunto de particulas que permanecem assim
durante a deformacdo. Estes eixos sdo chamados de Eixos Principais de deformagéo. As

deformacdes medidas sobre esses sdo chamadas de Deformacgdes Principais.

4.3. - A elipsodide de deformacoes
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Qualquer estado de deformagdes pode ser completamente definido pelas trés

deformagdes principais, em um estado tridimensional. Podem-se calcular as mudancas em
deformagdo de um corpo, com relagdo aos eixos principais. Considere a particula P na

Figura 4.6, em uma chapa metalica com as deformagoes e.=¢x € &y,=¢,, aplicadas nos eixos

principais OX e QY.
Y
Af-----
Py’ Y
[ - Ny
A \\\\ P \\\
‘ \
’ Py \\\ \\\
Y r NN
y Y \
A
o P, } ‘P’
X
O B B’
- X
< x'

Figura 4.6 — A elipsoide de deformacoes

Uma vez que os eixos cartesianos escolhidos sdo os principais, eles permanecerao

perpendiculares apds a deformacao, de modo que o retangulo OPxPPy se transformara em
OPx'P’Py’. Das Eqs. (4.8) até (4.12):

’ ’
X —X X
E =

: == 1= x'=x(+¢,)
x  x (4.47)
y=ylt+e,) (4.48)
Da Figura 4.6 pode-se escrever:
x =rcosf y=rsend (4.49)
Substituindo-se nas Egs. (2.23):

x"=r(l+¢,)cosd (4.50)
y =r(t+ £, )sen6

(4.51)
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Agora suponha que P se encontra em um arco circular AB entdo x’ e y’ sdo as coordenadas
apos a deformacado das particulas situadas em uma circunferéncia inicial. Neste caso, r é

constante e 6 pode ser eliminado entre as Egs. (4.50) e (4.51), dando:

” ”
X Yy 2

(1+e) +(1+£y)2 B

(4.52)

como sendo a equagao dos pontos do arco A'B’ apdés a deformacdo. Esta equacgao
representa uma elipse com os eixos maior € menor coincidindo com o0s eixos cartesianos, 0s
quais sdo os eixos principais, por definicao inicial. Se o circulo for feito com raio unitario os
comprimentos dos eixos da elipse serdo iguais as deformagdes principais mais a unidade.
Resultado similar se obtém para 3 dimensdes, onde o formato inicial € uma esfera e o final
uma elipséide com seus eixos principais coincidindo com as direcbes principais de
deformacéao.
Se ¢ € 0 angulo entre o vetor radial e o eixo principal x, entdo:
’
1+¢g,

tan¢=L,= tan@
x 1l+e¢, (4.53)

O que da a rotacdo, apdés deformacdo de uma linha desenhada no corpo antes da
deformagdo. Se r é o comprimento apdés a deformagcdo do vetor radial, com valor da
unidade, entdo, pela Eq. (4.52):

cos’¢  sen’p 1
(+e ) (+e)f r?

(4.54)
Que é a equacéao de uma elipse na forma polar.
Se uma chapa metalica é deformada de forma que:
E=6 =6 (4.55)
entdo a Eq. 4.52 para a elipse apés a deformacao, se torna:
x*+y =(+¢f (4.56)

se o raio for igual a unidade, o que resulta na equacao de uma circunferéncia de raio 1+¢.

O mesmo raciocinio vale para 3 dimensdes onde uma esfera apenas aumenta de raio, no
caso de deformacgdes uniformes nas trés direcdes principais. Este caso especial de
deformacao € chamado de dilatacdo. Neste caso pode-se definir a Deformacédo Volumétrica,

como sendo:
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A= mudanca de volume

volume original (4.57)

Pela Eq. (4.56) se a esfera tem raio unitario antes da deformacao e 1+eA apds, pode-se

calcular A como:

ﬂzz'(1+el,)3 _4,
A=3 3
4
-
3 (4.58)

Se as deformagbes sdo muito pequenas, as suas poténcias podem ser desprezadas

resultando em:

A=3e (4.59)

Um estado plano de tensdo de cisalhamento puro ocorre se as deformacgdes
principais sdo de igual magnitude e de sinais opostos. Como corolario mostra-se que se elas
sdo projetadas a 45° com o0s eixos principais, as deformacgdes lineares sdo zero e a
deformacgao de cisalhamento é numericamente igual a tensao principal. Esta definicdo pode
ser estendida para 3 dimensdes, se a terceira deformacao principal for zero. De acordo com
esta definicdo, o cisalhamento puro € representado por: €, —¢, 0. Isto, no entanto sé € valido,
em principio, se as deformacdes sdo pequenas. Para um caso mais geral, para grandes
deformacdes, o estado de cisalhamento puro ocorre quando as taxas de tensao principal da

elipso6ide de tensdes sao: a, 1/a, 1. Se as deformacdes sao pequenas, pode-se ter:
a=1+¢ Va=1/(1+¢) (4.60)
Se a deformacgao é pequena, comparando-se com a unidade:

1 _ 1 (-g_ (-2 _(-g .
(1+e) (+e) (1-¢) 1-e+e-¢ ([1-¢) (4.61)

Portanto, as duas definicbes sdo equivalentes para pequenas deformacbes. O volume da
esfera apds a deformacgéo sera o volume da elipséide, e para o caso em questao sera:

2 () (W/a)-(0)

(4.62)

que é igual ao volume uma esfera de raio unitario, como foi proposto para a esfera antes da
deformagdo do corpo. Assim ndo ha mudanca de volume para um corpo sofrendo
cisalhamento puro. Isso também pode ser comprovado para grandes deformacdes, porém

nao sera aqui demonstrado.
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4.4 - Deformacoes infinitésimas

Se a posicao relativa entre quaisquer dois pontos de um corpo continuo € modificada entao
este é considerado deformado. Quando a distancia entre cada par de pontos de um corpo se
mantém constante durante um movimento entdo este € considerado como corpo rigido. Este
ultimo deslocamento pode ser através de uma rotacdo ou translacdo, conhecido como
deslocamento de corpo rigido. A analise de deformag¢des em um corpo nao sera considerada
neste texto como deslocamento de corpo rigido assim como, sendo apenas um problema
geométrico, ndo estad relacionado ao material e suas propriedades. Desta forma, as
especificacoes de deformagdo em um ponto serdo as mesmas deformacdes elasticas e

plasticas.

Considerem-se dois pontos arbitrarios A e B em um corpo sem deformacdes e que sejam
bem proximos, um do outro. Apés deformacado se movem para A’ e B’, respectivamente. A
distancia AA’ é o deslocamento de A e BB’ o deslocamento de B. Considere ainda que as
deformacdes sejam pequenas o suficiente para que um paralelepipedo ACDBEFGH na
Figura 4.7(a) se deforme homogeneamente de forma que seus vértices permanecam

lineares e que suas faces permanecam planas.

YA M
A Y
G ,,"/(:H&, Y87+ &)
F y i : "
/, /
/A """"""""""""""""
8 y)z) & C
(x+u, y+v,z+w)

(a) (b)

Figura 4.7 — Componentes do deslocamento de um ponto.

A relagdo de alteracdo nos comprimentos originais serdo as mesmas. Duas linhas de
mesmo comprimento terao alongamentos, ou contragdes iguais. As coordenadas do ponto A
antes da deformacao serdo (x,y,z) e de A’ apds deformagado (x+u,y+x,z+w). Entdo, u, ve w
sdo as projecdes dos deslocamentos de A, isto é, AA’ nos planos XOZ, XOY e YOZ
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paralelos aos eixos OX, OY e OZ, respectivamente. Assumindo que essa quantidades sao

infinitesimais e, portanto, sado fun¢des continuas de x, y e z.

Quando o ponto A se move para a A’ o lado AC se alonga para A'C’ como mostrado
na Figura 4.1(b) e sofre um movimento angular JA'C’. O lado CD se alonga para C'D’ e tem
o movimento angular KC'D’ e o lado DB se alonga para D’'B’ com o movimento angular
LD’B’. Considerando a Figura 4.7(b) pode-se observar que o dngulo JA'C’ tem componentes
paralelos ao plano XOZ e também ao plano XOY, similar aos outros angulos. O
deslocamento de B relativamente a A é composto de trés componentes desses movimentos.

As coordenadas de B sao entado (x+0x, y+dy, z+0z) e ap6s a deformacéo:
{Ge+80)+ (+ @)l [y + &)+ 0+ &)+ &)+ (v + 60)] (4.63)

onde §; sdo as projec¢des do deslocamento de B sobre os planos cartesianos. Uma vez que u
€ assumido ser fungéo continua de x, y e z, (u+ou) sera também funcao de (x+0x), (y+dy) e
(z+06z). Portanto, se u=f(x,y,z), (u+du)=f{(x+0x), (y+90y) e (z+0z)} e esta ultima expressao pode

ser expandida em uma série de Taylor:

(w+du)= f(x,y,z)+aiéfx +gié:v +gié'z + (termos de ordem superior de &)
y 74

ox (4.64)

Uma vez que u=f(x,y,z) é assumido ser um valor muito pequeno, os termos de ordem

superior podem ser desprezados. Assim:

a= g Mg
x" o & (4.65)

Sabe-se que g—u&c € a componente de du independente de dy e de 6z e é a projecao de C
X

relativamente a A no plano XOZ paralelo ao eixo OX, conforme Figura 4.8.
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Figura 4.8 — Deformacéo do lado AFEC do paralelepipedo.
. du , - o
Assim a—e a deformacdo em A na direcdo OX que pode ser denotada por exx. A
X

parte de ou que depende de dy, isto é, g—u@: € a parte de deslocamento de B medido
y

paralelamente ao eixo OX resultante de movimento angular de CD no plano XOY e g—u éa
y

taxa de cisalhamento dos planos paralelos a OX e perpendiculares a OY e podem ser
considerada como deformagéo de cisalhamento de CD denotada por &. Analise similar

pode ser feita para os outros deslocamentos dy e 6z, resultando nas equacoes:

ou= a—ué}c +a—uc§z +a—ué'z

ox oy oz (4.66)
o= a—vé‘x +Q &+ a—v&.

ox ay oz (4.67)
o = id o + id & +a—w &

ox oy oz (4.68)

Na notacéo tensorial:

O = ek, (4.69)

onde o tensor:
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wow
ox dy Oz
Lo w
iTlox 9y oz
oW Iw  Iw
| dx dy oz | (4.70)

€ chamado de tensor de deslocamento relativo e pode ser ndo simétrico em relacao a sua

diagonal.

A mudanca de angulo de FAC para F'A’'C’ é mostrada na Figura 4.8(b)

4.5 - Grandes deformacoes

Se as deformacdes se tornam maiores algumas relacdes anteriormente podem néao
fornecer resultados precisos o suficiente, dependendo da aplicacdo. Nestes casos, por
exemplo, as deformagbes ndo sao linearmente proporcionais as suas derivadas e o
equilibrio deve ser satisfeito no corpo deformado. Existem dois métodos de se descrever as
deformacdes de um corpo continuo, quando as deformacgdes sao finitas: Lagrangeano e
Euleriano. O primeiro usa as coordenadas iniciais de cada particula, enquanto o segundo
usa as coordenadas no estado deformado. As projecoes de um elemento linear deformado
A’B’, mostrada na Figura 4.7(b) nos eixos cartesianos, sdo obtidas subtraindo as

coordenadas de A’ daquelas de B’.

Assumindo-se que as projecoes de A'B’ nos eixos cartesianos sejam, £ mn e v,

respectivamente, tem-se que:

E=x+&+u+du—(x+u)=+du (4.71)

Similarmente:
n=&+o (4.72)
y=&+ow (4.73)
Somando-se as contribuicdes dos deslocamentos de cada componente sobre cada um dos

eixos cartesianos, incluindo-se as proje¢des angulares:

§=é‘x+a—udv +a—u®+a—u&.
ox ay oz (4_74)



62

f=(1+a—uj&c +a—"c§:+a—u&
ay oz

ox (4.75)
Similarmente:
77=a—ué‘x+(l+ﬂ]@ +a—vé‘z
ox dy oz (4.76)
w=a—w&c +a—w@+(1+a—w)&
ox 8y oz (4_77)

Dividindo-se as Egs. (4.75), (4.76) e (4.77) pelo comprimento deformado da linha A'B’=r+dr,

tem-se:

9 =l=[ 1+a—ujl+a—um+a—un] r
ox dy oz |r+or (4.78)

n =m1=a—vl+(l+ijm+a—vn:| !
oz

r+or | ox dy r+or (4.79)
74 ow . ow ( an r
=n =|_—l+—m+|1+——
rvd [ax aym ) |r+a (4.80)
onde:
¢ n 4
=l = =
r+o ! r+or = r+o n

Sao os cossenos diretores apds a deformagéo e:

dx & &

—=1 —=m —=n
r r r

sa0 os cossenos diretores antes da deformacao. As Eqs. (4.78), (4.79) e (4.80) podem entao

ser re-escritas como:

r
r+aor (4.81)

I, =A

r+aor (4.82)

r+a (4.83)
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Os cossenos diretores |1, my € ny ndo sdo conhecidos antes do processo de deformacao e
podem ser eliminados das Egs. (4.78), (4.79) e (4.80) elevando-se as trés ao quadrado e
igualando-se a unidade, uma vez que 0s cossenos diretores devem obedecer

necessariamente a esta equacao. O resultado é:

2
12 +m? +n =1=(A2+BZ+C2)-( d J

r+ao (4.84)
0 que resulta em:
2
(A2+BZ+C2)=(r+&)
r (4.85)
Pode-se demonstrar que:
r+&Y s v 2_ ou (aujz (av)z (aw)z
=A"+B +C =l"(142—+| — — —
(r) e +ax ax+ax+ax+
o (ou) () (ow d
m’ 1+2—+(—J +(—J +(— +
[ o \ay) oy ) |
w () () (ow)]
M+2—+| — — —
n{ * oz +( zJ +(8zj +(az) _+
ICRCTEAN av Lo (waw)|,
ay Bx ay Bx ay ox dy )|
2l au du Ju +(av av) (aw+8w aw) N
az o 0z ox dz ox
2o [au auJ [a_ a_va_v) (a_wa_wa_w}
dy 0z 0z dy oz dy dy oz (4.86)
O termo (r+&) pode ser escrito como sendo igual a (G+1) porque nos primeiros trés
r

termos do lado direito da equacédo ha uma soma de 12+m2+n2=1. Portanto:

(r + &‘)2 _1=G
r (4.87)

Somando-se e subtraindo-se r ao numerador, tem-se:




2
(r+&+r—r) 1-G

r

(4.88)

(4.89)

(4.90)

onde e, € a deformacao para o elemento AB, usada em engenharia. Assim:

(e, +1 -1=G
el +2, =G

Assim:

el +2e, = 2[45'xl2 + 45'ym2 +en’+ g, m+¢e mn+ 8uln]

onde:

2 )
*“ox o 2|\ox x X
T4
*ody 2|9y ly )y

)
T 2|\ez 0z oz

v Ju

Eo ox dy

g =W Y,
=T 9y oz

ou ow oJudu Ovadv owow

£ =—+—+
“ o0z ox

oudu OJvadv oOwodw

ax oy axdy  ox dy

dwdu vdv wiw
dy oz dyoz Ody oz

9 ox zox oz ox

Desta forma, na forma de tensor, tem-se:

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)
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£ 1/2¢, 1/2¢,

X

g =|1/2¢,, €, 12¢,

y

12¢, 1/2e, ¢ (4.99)

O qual é conhecido como tensor de deformagdes finitas ou pequenas deformacodes. Se seus
componentes sdo conhecidos em um ponto de um corpo, a deformagao neste ponto pode
ser conhecida em qualquer direcao, definida pelos cossenos diretores, I, m e n. A Eq. (4.99)
pode ser escrita como:

r’+2e =2f(,m,n) (4.100)
Portanto,
2
r, +2€r—2f=0 (4102)
_ 1/2
e,——li(1+2f) (4103)

Desconsiderando a raiz negativa e assumindo =1, m=n=0:
ex=(1+28x)1/2—1 (4104)

Portanto, se as derivadas sao pequenas de modo que seus produtos possam ser
desprezados, as Eqgs. (4.93) a (4.98) se reduzem aquelas usadas para deformacdes
pequenas. Contudo, apesar de todas as explicacbes e deducdes feitas para as grandes
deformagdes, € possivel tratar problemas envolvendo grandes deformacbes como
problemas de pequenas deformacdes sucessivas. Isso se torna possivel se o problema é
considerado do tipo Euleriano, com deformacdes incrementais, isto €, de pequenos passos
de cada vez com as coordenadas mudando para corresponder ao corpo deformado. Em
esséncia, o problema é entdo resolvido como um problema de uma série de sucessivas

deformacdes.

Esta solucéo é frequientemente usada com a deformacgédo verdadeira, ou logaritmica. Para
demonstrar a validade de se somar as deformagbes sucessivas e a diferenca existente
quando se trabalhar com a deformacédo de engenharia e a verdadeira, suponha que um
corpo de provas (CP) para teste tracdo, com comprimento util inicial igual a Iy, sera
deformado continuamente de um valor &r. Neste caso a deformacdo de engenharia e a

deformacao verdadeira podem ser calculadas, respectivamente por:

e, =—-
by € = 1n(’°“;—5TJ (4.105)
0
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Se o mesmo CP fosse, de outra forma, deformado progressivamente em n pequenos

incrementos de forma que:

6, =6,+8,+..+8,=).6,
i=1 (4.106)

Para cada um dos pequenos incrementos em deformacdo pode-se escrever ambas as
deformacdes como segue:

e—i e——‘s2 e——53 e——(S
T 7 L+ 7 L+6,+6, T IO+Z":5

in (4.107)

1,+) o,

I, + 90, l,+6,+0, 0 ; :
81=nl—, £2=nﬁ,..., 8n=ln#
0 0ot O l0+z§i
i=1

(4.108)
Somando-se as deformagdes progressivas, deve-se obter a deformacao total, ou seja:
e, =e +e,+e;+...+e, (4.109)

E =& +E+ .. +E, (4.110)

Para a deformacgéo de engenharia tem-se que:

6 6 d, J, S;
e, =—+ + + o
I, 1,+0, 1,+0,+3, l+25 l,

0 i

ini (4.111)

Por esta expressdo pode-se dizer que havera igualdade se o somatério de todas as
deformagdes progressivas for muito pequeno comparado ao valor de Iy, conseqientemente,
as deformacdes progressivas seriam muito menores e despreziveis. Para a deformacao

verdadeira tem-se que:

[+,
g =In L+, +1In h+6,+9, + oo +In| —=L—I=In L+
I, Iy + 9,

it (4.112)

Para provar a igualdade, inicialmente, subtrai-se a primeira parcela em ambos os lados da

igualdade:
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l,ﬁié‘i
ln(—l"+61+62J+ . +In| —=— =ln(lo+6TJ—ln(l"+61J

-1
l,+Y.6
i=1
l,+5,+0, l"+;5" l,+6, l,
| =2 4 4| —=— |=In
l,+9, lo+z5,- l, l,+0,
i=1

l,,+ié‘,.
ln[MJ_'_ i +Iln| ——2=L =l,{MJ

n—1
I, +z5i l,+9,
i=1

(4.113)

(4.114)

(4.115)

Se 0 mesmo processo for usado para a préxima parcela tem-se:

ln[l"+5’+52+53J+ I l"+;5" —ln( l,+6, ]
l,+5,+0, lo+”z‘§5i l,+5,+0,
i=1

(4.116)

Repetindo-se o processo n-1 vezes, tem-se a igualdade comprovada. Isso demonstra que a
deformagdo verdadeira permite que se adicionem sucessivas deformacdes
independentemente da sua magnitude. A deformacdo pode ainda ser transformada em

deformacao verdadeira através da seguinte relacao:

£= 1n(MJ = 1:{1 + %] —In(l+e,)

lO 0

(4.117)
Uma deformacgéo dl em um comprimento [, resulta em um incremento de deformagéao:

d.ezﬂ

lo (4.118)

assim como um incremento de deformacéao verdadeira resulta em:

! (4.119)

(4.120)
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Desta forma, pode-se dizer que um incremento de deformacdo de engenharia expressa a
mudanga em comprimento com relacdo ao comprimento original, enquanto um incremento
de deformacdo verdadeira é determinado em relacdo ao comprimento instantdneo. Para
pequenos incrementos as duas deformacdes podem ser consideradas iguais, porém a partir
de um determinado valor a diferenca pode ser significativa. A Figura 4.9 mostra essa

diferenca:

45 | ®e=(o)1

We=In{lilo)
5 1 o
adiferenca o?
25 @
2
1.5
1
05
0 T
0 1 2 3 4 5

Mo

Figura 4.9 — Comparacao entre deformacao e deformacao verdadeira e a diferenc¢a entre elas.

Considere o tetraedro mostrado na Figura 4.10, onde o elemento linear r, normal ao
plano ABC é deformado de ér mantendo sua direcdo, assumindo que o plano ABC é um

plano principal.

o0

Figura 4.10 — Vetor de deformacao principal.

As componentes de r e de dr nas direcbes OX, OY e OZ sdo entao proporcionais, isto

.(D.\
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gziz(g =QJ=(€ =QJ=(€ =ﬂ)
SN T & (4.121)

entao:
= &0 » =& oW = Ex (4.122)
Portanto, as Eqgs. (4.66), (4.67) e (4.68) se tornam:

Uu=€0+E,H+E. X

(4.123)
=€, 0h+eH+E.X (4.124)
ow=€,+e,H+EX (4.125)
Substituindo-se as Eqgs (4.122) nas Eqgs. (4.123) a (4.125), tem-se:
(e.-e)dc+e,H+e,&=0 (4.126)
eyx&x+(ey —e)@+eyz5z=0 (4.127)
ezxé}c+4s;,‘y5y+(eZ —&)&=0 (4.128)

Para que o sistema de Eqgs. (4.126) a (4.128) tenha solucdo diferente da trivial, 0o seguinte

determinante deve ser anulado:

(8x - 8) gxy Xz
e, (e.-¢€) ¢, |=0 (4.129)
£, e, (e.-¢

Se o determinante é expandido uma equacao cubica é obtida, similar a equacéao cubica de

tensdes, porém em deformacdes, tem-se:
i T =d; =0 (4.130)
onde:

J =€ +€ +E, (4.131)

J, = —(exey +E.6 +E,E, )+ (ejy +e, + e2.) (4.132)

— 2 2 2
J; = E.EE, +2exyeyzeu - (es'xeyZ +EE, + ezexy)

(4.133)
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Define-se a deformacao normal média como:

_8x+8y+8z =81+€II+8HI

€, = (4.133a)
3 3

Ou

J, =3¢, (4.133b)

Se o sistema cartesiano de eixos estiver alinhado com as diregdes principais e, sabendo-se

que J1, J2 e J3 sdo os invariantes de deformacéo, eles se tornam:

JI =81+82+83 (4134)
J,= _(8182 +&,8; +£3€1) (4.135)
J; = £,£:¢; (4.136)

Assim como ha uma direcdo onde a tensdo de cisalhamento é méaxima, ha uma
correspondente onde a deformacao por cisalhamento, ou distor¢cdo, é maxima. Considere
um sistema cartesiano onde as diregoes se alinham com as dire¢gées principais e um
elemento linear OP de comprimento unitario tem cossenos diretores |, m e n com os eixos |,

Il e Il respectivamente, conforme esquema na Figura 4. 11

Figura 4.11 — Esquema de deformacao de uma linha em um sistema alinhado com as dire¢coes
principais.

Assume-se que o elemento OP seja submetido a uma deformacao onde P se move
para Q e as deformacgdes principais tém as componentes dadas por €1, € e &4 A deformagao
total pode ser decomposta em duas partes: a linear, ou direta, outra de cisalhamento, ambas
calculadas por:
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OR (4.137)

As projecbes de OP sobre os eixos Ol, Oll e Olll séo I, my e n,, respectivamente. Apos a

deformagdo essas projecdes se tornam [, (1+¢,), m, (1+¢,) n,(1+€,), e seu comprimento

pode ser calculado como:

00° =1"(1+¢,) +m *(1+€,) +n, (+¢, ) (4.138)

OQ pode ser escrito como a soma (OR + RQ) e se esta soma for elevada ao quadrado e

calculada resulta em:
00> = (OR + RQY = OR’? + 20R - RQ + RQ* (4.139)

Como a deformacao é pequena RQ2 pode ser desprezada da mesma forma como 0s

quadrados das projecdes das deformacgdes nos eixos principais, resultando em:

(OR> +20R-RQ) ~1 *(1+2¢,)+m *(1+2¢,)+n, (1+2¢,)

(4.140)
Rearranjando o segundo membro:
(OR* +20R RO ~1+ 2(6,lp2 +e,m)’ +81”np2) (4.141)
Considerando que OR = OP =1 e dividindo-se ambos os lados por OR2:
1+ 22—% ~1+ 2((9,11,2 +e,m,)” +g,,,np2)
(4.142)
Rearranjando:
S:I;—izgllp2+811mp2+8,,,np2 @143)

Usando as relacbes expressas pela Eq. (4.137), pode-s estabelecer a seguinte igualdade,
aproximada:
RQ®  RP® PQ°

&+ 6% = + = =~ PQ?
OR*> OR* OFR’ Q (4.144)

Como PQ é a deformacéo resultante, pode ser decomposta em 3 componentes €1, €2m € €3n,

sendo seu moédulo ao quadrado calculado por:
2 2 27 2 2 2 2 2
E+0 =g/l +em,” +e,n, (4.145)

Assim:
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2 272,22 22 ( 2 2 2)2
O =gl +em, +eun -\l "+e,m +e,n, (4.146)

Se esta equacao for derivada com relacdo aos cossenos diretores pode-se encontrar o
maximo e o minimo angulo de distorcdo, correspondentes aos valores de deformacao
maxima e minima, por cisalhamento. Sabendo-se que os cossenos mantém entre si a
relacdo de que a soma dos seus quadrados iguala a 1, isola-se 0 cosseno n, por exemplo e
apos as derivadas deve-se resolver o sistema de duas equacgdes abaixo:

1
lp [(81 —&y )lp2 + (811 — &y )mp2 _5(‘91 € )} =0
(4.146)

1
mp|:(81 —&y )lp2 + (811 —&y )mpz_a(gu —&y ):| =0
(4.147)

Solugdes para os cossenos podem ser resumidas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Possiveis valores para os cossenos diretores em extremos da tensao de cisalhamento

L |0 0 +1 0 F/2)” F@2)”?
m, |o +1 0 T@2)> 0 T (1/2)"
n, |1 0 0 F@/2)” F@2)* O

As primeiras 3 colunas mostram os cossenos dos 3 planos principais, onde a deformacao
por cisalhamento € minima, ou seja, igual a zero. Esses planos sdo numerados como | na
Figura 4.12.

E

Figura 4.12 — Octaedro das deformacodes.

. ~ T ~
As outras colunas mostram as direcbes dos planos a i? que sdo aqueles que

cortam ao meio os angulos entre os planos principais e, nestes planos a deformacao por
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cisalhamento é méaxima, marcados como planos Ill na Figura 4.13. Substituindo estes

valores na Eq. (4.146) encontram as deformacgdes de cisalhamento:

1
=*+—(g,-¢
7 2( 1 111) (4.148)
7> :il(gl _8111)
2 (4.149)
Vs :il(gl _811)
2 (4.150)

Admitindo-se que as deformacgdes principais obedecam a ordem ¢, 2¢, >¢,, A maxima

deformacao por cisalhamento age no plano cortando ao meio o angulo entre a maxima e
minima deformacdo principal, cuja magnitude € igual a metade da diferenca entre essas
deformacdes:

(81 &y )

7ma’x = il
2 (4.151)

Se os planos octaédricos sdo considerados, com 0s e cossenos assumindo valores iguais
define-se a deformacéao octaédrica direta, mostrada pelos planos Il na Figura 4.13. Se esses
valores de cossenos sao substituidos na Eq. (4.143) tem-se:

_ (‘91 T&y +‘9111):£
3

80(‘[
3 (4.152)

A deformagédo por cisalhamento nos planos octaédricos chamadas de Deformagéo

octaédrica por cisalhamento € encontrada substituindo-se os cossenos na Eq. (4.146):

1 1
yfcz 25(812 +‘9121 +81211 )_5(‘91 +E,+€y )2

(4.153)

1 1
Voo™ 5[(81 —&y )2 + (‘911 —Eu )2 + (‘9111 —& )2]/2 (4.1 54)

Note-se que as Egs. (4.152) e (4.154) sdo analogas aquelas das tensbes octaédricas. Em
termos de invariantes do tensor de deformacdes:

J2 (., ;
7act = (J + 3‘] )A
3 v (4.155)

Em termos de deformacgdes nos eixos XYZ:

ro=gleefsle el vbeprdbirasal
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A deformacao representativa, ou deformacéao equivalente é definida como:

1

— V2
= \/Eyocr = _[(81 —&y )2 + (811 —&y )2 + (8111 —& )2]/2
3 (4.157)

A deformacao equivalente ndo pode ser visualizada como agindo em um plano especifico,
como no caso das octaédicas. Contudo, no caso de um estado particular onde

1 ~ . L~
Ey=Ep = _58’ o valor da deformacdo equivalente sera: ¢ =¢, .
Analogamente ao procedimento adotado com relacdo ao tensor de tensdes, o de

deformagdes também pode ser representado por um tensor esférico, ou hidrostatico, mais

um antiesférico, ou desviador:

E=E+E” (4.158)
Onde:
e 0 0
E’=l0 ¢, 0
0 0 &, . _lerere) (e+ete) (4.150)
" 3 3
(Zex —& - ez) & 7.
3 2 2
B Yy (26‘}, —€, - sx) Y,
2 3 2
2 2 3 (4.160)
Com relacdo aos eixos principais:
(281 _8311 _8111) 0 0
E = 0 (2‘911 —€m _51) 0
3
0 0 (25111 —& _811)
3 (4.161)
Os invariantes do tensor esférico sao:
Ji=J; (4.162)

Ji

J” =
R (4.163)
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3
»_J;

J.=
3T 27 (4.164)

E para o tensor desviador:

Ji= (4.165)
, J: 3

J =J __I=_ oct
P32 (4.166)
’_ _J1J2 i 3

fa=lam =yl (4.167)

O significado fisico do tensor esférico de deformacbes se torna aparente calculando-se o
volume deformado, isto é, a razdo entre a mudanca de volume e o volume original.
Tomando-se um paralelepipedo com aresta |y, |2 e I3 paralelos aos eixos principais, a

deformagao volumértica se torna:

l1 (1 +& )lz (1 +&, )l3 (1 +&y )_ l1lzl3
Lis (4.168)

A=

A=(+¢g )1+e, 1+e,)-1 (4.169)

Para pequenas deformagdes desprezam-se as poténcias de g, resultando em:

A:€I+€”+€m:]l (4170)

Assim sendo, o tensor desviador se anula (Eq. (4.165)) confirmando uma distorcdo com

volume constante e o tensor esférico representa puramente uma mudanca de volume.

4.6 - Taxa de deformacao

Na analise da mecénica dos processos de deformacao plastica é mais vantajoso usar o fluxo
de velocidades do que os deslocamentos. A velocidade de fluxo de um material em um dado

ponto é determinada pelo vetor ¥ com os componentes v, , v, e v, paralelo aos eixos. Se

x )
& é um pequeno incremento de tempo, com velocidade constante, os deslocamentos

podem ser dados por:

(4.171)

Similarmente aos incrementos de deformacdo, as taxas de deformacdo podem ser

conectadas com os componentes de velocidade v :
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_dv, (4.172)
x dx;é_dvy; dv,
A ) R /4

. I{dv, dv,) . I{dv, dvy,
€, =— + €,.=— +—= d d
2l dy  dx ). 2\dz dy )., _1( v, vx)
’ =T olde T dg

Portanto, a taxa de deformacdo em um ponto é determinada pelo tensor da taxa de

6“x 6“xy 6“xz
deformagédo ¢, =¢,, €&, ¢&,| ou pelaforma simplificada:
ézx 6.‘zy éz
(4.173)
_1[dv,  dv;
72\ dx;  dx,

A condigao de incompressibilidade impde que &, + &, + &, =0, 0 que sempre se mostra como

uma relagdo muito util em aplicacdes.

As propriedades mecéanicas dos metais, in condi¢cdes relativamente lentas de
deformacado plastica em temperaturas moderadas, podem ser independentes da taxa de
deformacgdo. Neste caso, o interesse principal reside ndo na taxa de deformacdo mas em

incrementos pequenos de deformagao, computados como £,dt denotado por deij . Deve-se

entender, contudo que estas quantidades ndo sao diferenciais de componentes de
deformacao. Os incrementos de deformacéo sdo determinados de acordo com:

e, z[idu,.+idu,.]

o2\a (4.174)

E eles geram um tensor e tém um significado fisico. As relagbes definidas pela Eq. (4.174)
sao uteis para descrever grandes deformacdes, as quais podem ser obtidas pela integracao
das pequenas modificacées na forma. Os incrementos nas componentes de deformacao sao

avaliados com relacdo ao estado instantaneo.

Se os eixos principais nao sao rotacionados sob deformacao, entao a integral I de;

tem um significado fisico simples, sendo igual a correspondente deformacao lagaritmica, ou

natural. Neste caso, a deformacao € aditiva, ou seja, a soma das sucessivas deformacdes

naturais é igual a resultante deformacao natural. Contudo, nos caso gerais, a integral j dg;



77

ndo pode ser calculada e nao tem significado fisico. Estas integrais s6 podem ser calculadas
se 0 caminho de deformacdes é conhecido, ou seja, se as componentes deij sdo conhecidas
como funcédo de algum parametro como, por exemplo, a forca de deformacgao. Este fato
limita a aplicacdo de deformacdes naturais para os casos onde as dire¢des principais sao

fixas.

Para grandes deformacgdes deve-se também salientar que a aproximacao da dilatacao
volumétrica pelo primeiro invariante, desprezando-se as deformacdes ao quadrado e ao
cubo, ndo € valida. Para contornar tal problema Ludwik, em 1909, sugeriu o uso da
deformacado logaritimica, ou deformacdo verdadeira. Somente com essa deformagédo a

deformacao volumétrica é igual ao primeiro invariante.
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CAPITULO 5

5 - REPESENTACAO DO ESTADO DE DEFORMAGOES PELO CIRCULO DE
MOHR

A analogia entre as tensdes e as deformacdes permite a extensao da representacao gréafica
de Mohr para esta ultima variavel. As coordenadas de um ponto sdo, em consisténcia com a
notacédo adotada para as tensdes, sao:

g = Componente linear de deformacgdo, isto €, componente do vetor de deformacéo na

direcao do vetor |

% = Metade da deformacéo de cisalhamento no plano |.

Os pontos correspondentes aos angulos constantes o, B e y sdo representados por

circunferéncias com centros no eixo ¢,. Todos os pontos significativos se encontram na area

hachurada da Figura 5.1 formada pelas circunferéncias das deformagdes principais.

AV
2

€

€

—

€1

Y

Figura 5.1 — Representagdo deMohr para as deformacdes.

Na representacdo assume-se que ¢, > ¢, > ¢, € as deformagbes maximas de cisalhamento
sao:

Vi=&r— €&y
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Yu =& — &y (5-1 )

Y =€~ &y
assim como 7, =7%,... € a deformacédo absoluta maxima de cisalhamento em um dado ponto.

O diagrama de Mohr para o tensor desviador de deformacdo é obtido do tensor total de

deformacao pelo deslocamento do eixo vertical, % de uma distancia g,.
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CAPITULO 6

6 - RELACOES TENSAO- DEFORMACAO NA ZONA ELASTICA

Até este ponto no texto os estados de tensdes e de deformacbes foram estudados
separadamente e nenhuma propriedade dos materiais sendo deformados foi considerada.
Sendo assim, todas as relacbes encontradas sdo gerais e se aplicam a qualquer material
embora sejam dirigidas a materiais ducteis como metais. Para o estudo da plasticidade é
necessario relacionar as grandezas tensdo e deformacgéo. As particularidades nessa teoria
se iniciam a partir da determinacao das relagdes entre essas duas grandezas fisicas. As
relacoes entre tensdo e deformacdo de um material isotrépico no regime elastico sdo o

primeiro e mais simples examplo para iniciar o estudo da Teoria da Plasticidade em metais.

Um corpo sélido qualquer se deforma quando sujeito a um sistema de forcas externas. Tal
deformagdo depende, em geral, de forma complexa, do sistema de forcas externas
empregadas, assim como da histéria passada de tensdes a que o corpo foi submetido. Se,
contudo, as forgas externas aplicadas ao sélido nunca excederam (mesmo no passado)
certos limites (chamados limites de elasticidade), a deformacédo que se produz sob a acao
dessas forcas depende somente da sua grandeza. Pode-se afirmar que uma vez removidas
as forcas externas, depois de terem sofrido uma variagcdo qualquer, voltando a seu valor
primitivo, 0 mesmo sucede com as deformagdes. Se, ao final as forcas externas cessarem
por completo, também as deformagbes se anulardo. Deformacgdes desta natureza sao
denominadas deformacdes elasticas. Sao deste tipo as deformacdes que se produzem, sob
a acao das solicitagdes comuns, na maior parte dos materiais € em alguns dos materiais de

alvenaria empregados nas constru¢cdes mecanicas e civis.

Para o estudo da Teoria da Plasticidade deve-se buscar relacionar o tensor de tensdes ao
de deformagdes, segundo uma teoria que se ajuste o melhor possivel as observacdes
experimentais. Varias hipéteses sdo assumidas para simplificar o modelo do material sem,

contudo comprometer a fidelidade ao comportamento real dos metais,ou seja:

-material isotropico e homogéneo;
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Durante a deformacao elastica as constantes elasticas ndo variam e sdo independentes do

caminho percorrido pelas tensdes e deformacoes;
O efeito Bauschinger é negligenciando;

Com isso significa que o estado de deformacgdes elasticas é unicamente dependente do
estado de tensbes em cada instante e independente de como o estado de tensdes foi
atingido. Este ndo é exatamente o caso com metais além do estado elastico, durante a
deformacao plastica. O estado de tensées depende da histéria de tensdes e da relacao

tensdo-deformacéo, a qual é, geralmente, néo linear.

Hooke foi, provavelmente, o primerio a constatar, experimentalmente, a relagéao linear entre
tensdes deformacdes, na regido elastica. Também observou que se as componentes do
esforco permanecem na regido elastica a deformacdo produzida num elemento, pela
aplicacdo simultdnea de dois sistemas de forgcas, € a soma daquelas que, seriam
produzidas individualmente pelos sistemas. Este principio de Hooke implica em que as
relacoes entre tensdes e deformacdes na regido elastica sao lineares, de modo que se tém
as deformacdes em funcéo das tensdées como sendo:

1

vV
eU:EGU—é:j(E¢+0(Tj (61)

onde

E = modulo de elasticidade;

v = coeficiente de Poisson;

o = coeficiente de expansao térmica;
T = diferenca de temperatura;

G = mddulo de cisalhamento ou coeficiente transversal, dado por:

G=u= também chamada de “Segunda Constante de Lamé”;

2(1+v)

p=0,+0,+0. =1
De modo similar pode-se expressar as tensées em funcdes das deformacdes como sendo:
c, =2Gle, -8, (x o )|+5,(6F 30T )A (6.2)

onde
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O=e, +e, +te. =J,.

A =L, também chamada de “Primeira Constante de Lamé”.
1+v)1-2v)

Define-se deformacédo total com a soma daquelas deformacdo devidas aos esforcos

externos mais as aquelas associadas a temperatura.
e, =e,) +e,T (6.3)

Logo, usando-se a Eq. (6.1) pode-se detalhar as deformagdes em cada direcao:

e. = o; —%(O'y+az)$aT

XX X

O'y 1% _
=% Vi 1o)Tar 6.4
e - E(O'X c.) (6.4)

Yy y

Z

e :2—1(0 +GZ)$0(T
E E

B (1+v)
7X.v - E TX.V
_ (1+v)

;/xz - E sz
1+
;/)'Z = ( EV) T}’Z

€ I —v —v 0 0 0 |o, T
e, -v 1 -V 0 0 0 |o, T,
e.l 1Fv -v 1 0 0 0 |o| IT.
el TEl0 0 0 20+v) 0 0 |z.|"%0 (6:5)
e, 0 0 0 0 20+v) 0 |z.| |0
e, 0 0 O 0 0 20+v)z.l |0

ou
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{eij}:‘S‘{Gij}-i- wTijé‘ij (6.6)

Onde

‘S‘ € a matriz de acoplamento (compliance matrix).

Admitindo-se Tl.j =0 (ndo existéncia de gradientes de temperatura) entdo a Eq. (6.6) torna-

se:
{eij}:‘SHO-ij} (6.7)

Neste caso em particular, as deformacdes totais sdo as préprias deformacdes provenientes
dos esforcos aplicados ao material. Entretanto, a Eq. (6.7) pode ser também expressa pelo

seqguinte:

o, 1=1s"{e, } (6.8)
onde ‘S"l‘ € a matriz de rigidez elastica;
A relacéo entre ¢ da Eq.(6.1) e #da Eq. (6.2) dada pela seguinte expressao:

1-2u

0= ¢+3al (6.9)

Dividindo ambos membros da Eq. (6.9) por 3 e usando as Eqgs. (6.49) e (4.137) que definem

a tensao e a deformacéao hidrostéatica, ou média, tem-se:
=——o0, +al (6.10)

onde ¢, e 0, sao as deformagbes e tensbes meédias, hidrostaticas ou esféricas. Agora,

das equacgoes (6.1) e (6.10) tem-se:

1 1 ' 1 '
elj:ESUZEO-U (6.11)

onde e i

e S 'l.j ou G'ij sdo as deformacdes e tensdes desviadoras, respectivamente. Em

termos matriciais:
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(ex - em) 7xy 7/xz (O-X - O-m) Txy sz
i,j = 7yx (ey - em) 7/yz = lG Tyx (O-y - O-m) Tyz
¢ 2
7ZX 72}‘ (eZ - em TZX TZ}' (O-Z - O-m (6-1 1 ) a
Os invariantes da Eq. (6.11), caracterizados pelas componentes:
J'=I''=0
1 (6.12)
T
e
> _ 1
7/oct - 4G2 Toct (613)

A lei de Hooke generalizada, em termos das componentes desviadoras e esféricas, pode ser

escrita na seguinte forma:

S'=0',=2G E’ (6.14)

S"=0",=3K E” (6.15)
ou

o,=5"=3Ke, (6.16)
onde:

E , : - f
K = ——— modulo de dilatagéo volumétrica (6.17)
3(1-2u)

Entretanto, Eq. (6.14) pode ser expressa na forma matricial.

20 .~ O, v o, T r zexx —e, €, 7)@ Ve
3 Xy X 3 2 2
L 2TETG g B e N
3 ” 2 3 2
. : 20,70,70, Yo A
x yz 3 2 2 3
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(6.18)

ou pelas componentes:
20,-0,-0.= 2G(2€XX —e, — ezz)
20,-0.-0, = 2G(26w —e, — exx)

20,-0,-0, = 2G(26ZZ —e, — eyy)

(6.19)
Txy - G7xy
T, = G;/yZ
T, =G7,

Considerando que, tanto as tensdes quanto as deformacdes sdo principais, entdo a Eq.
(6.19) torna-se:

20,-0, -0y = 2G(261 —€p— 6111)
20-11 —0,=0y = 2G(2€” —€ _6111) (6-20)

20,,-0,-0, = 2G(Zem —€ en)

Sabendo-se dessa relacao, pode concluir que a Eq. (6.16) € essencialmente uma relacao

entre dois escalares e pode ser escrita na forma de invariantes, ou seja:
1,=3K J, (6.21)

Para determinar as componentes das deformacdes basta resolver as Egs. (6.20) e (6.16)
resultando nas seguintes equacoes:

_ 20-1 —0, 0Oy + o,+o,toy,

! 6G 9K
e = 20-1 — 0y — 0, + 0,+0,+0y (6 22)
o 6G 9K '

e = 20111 —0,-0y + o,+0,+0oy,
e 6G 9K
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6.1 - Casos especiais

As componentes da Eq. (6.5) sdo fundamentais para a teoria da elasticidade em meios
isotropicos. Elas permitem exprimir a deformagdao num ponto qualquer do soélido elastico,
logo que se conheca o estado de solicitagdao nesse ponto. Entretanto, por inversao da Eq.
(6.5), as tensdes podem ser expressas em funcao das deformacdes, e escrevendo-se forma

matricial, entao:

(1-v) v % 0 0 0
o, 0o (-v) v 0 0 0 |[x 1
o, 0 0o (-v) o 0 0 | 1
ol E o 0 o =2 0 |%|___Eol |1
o| (+v)1-2v) 2 (1-2v) vl (1=2v)[0
o, 0 0 0 0 5 0 Y, 0
o o 0o 0 0 o =2 0
2
(6.23)
6.2 - Tensoes planas
Nesse caso especial, tem-se:
o0.=7,=7,=0 (6.24)

Este tipo de estado de tensdo acontece na deformacédo das chapas metalicas finas, tubos
finos. Entdo, entre Egs. (6.23) e (6.24) o estado de tensao plana pode ser escrito, como:

o, I v 0 |e, 1
ol=—E 1 0l -2 (6.25)
Y 1-v 1—v » 1-v
Txy 0 0 — 7):\' 0
s
Ou na forma:
e, . I —v 0 |o, 1
= F 1 0 |o|+aT]l (6.26)
Ve 0 0 20+v)r, 0

E observando as Egs. (6.24) e (6.25) temos:
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¢ :_%(O-x-i_o-y)-i_a’r :_%(eﬂ-'_e)'y)-'__a]—' (627)

Ve =7 =0 (6.28)

A Eq. (6.27) indica que e_, € linear e dependente de ¢, e ¢, , e por isso ndo foi incluida na

DA
matriz, Eq. (6.25).

6.3 - Deformacoes planas

Ve =7:=0 (6.29)

Entdo Lei de Hooke para esse caso, usando a Egs. (6.29) e (6.23):

o, £ I-v v 0 le, EaT 1
== 1-v 0 = 1
e L T (6:30
7, 0 0 1-2y, 0
e
o, =v(0'x+0'y)— EoT (6.31)
7, =7,=0 (6.32)

A Eq. (6.31) mostra que o, € linear e dependendo de o, e o, e por isso nao foi incluido na

matriz da Eq. (6.30).

Em termos das tensdes, as deformacdes dadas por Eq. (6.30):

e. (1-v) -v 0o, 1
e, :HTV —v  (1=v) 0Olo,|+(+v)ar]i (6.33)
7, 0 0 2o, 0

6.4 - Tensao uniaxial

o,=0.=7,=7,=7,=0

Entao Lei de Hooke torna-se:
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o.=Ee_ —Eal (6.34)

€ =%0x +al (6.35)

6.5 - Dilatacao Cubica

Somando-se as trés da Egs. (6.4) e assumindo que T; = 0, obtem-se:

1-2
eute, te, =0 +0,+0) (6.36)

Lembrando que a dilatagdo cubica ¢ A e que a tensdo média é o, oy seja, O esforco

normal médio no entorno do ponto P, tem-se:

e te,te, = A

(6.37)
o, +o0,+0, =30,
E a Eq. (6.36) pode ser escrita:
1-2v
A=3 :
( E jam (6.38)

A dilatacdo cubica do entorno do ponto P ndo depende, assim, de cada um dos esforcos
nominais, mas de sua média do entorno do ponto P. O coeficiente

3(1‘15”) (6.39)

Exprime o aumento (relativo) de volume que sofre uma por¢ao de sélido submetida a tracéao
unitaria (isto é, igual nas diregdes dos trés eixos). Seu inverso chama-se modulo de

compressao, ou:

=K (6.40)

Se um material tem v =%, a Eq. (6.40) se reduz a:
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K=E (6.41)

Examinando-se a Eq. (6.38) pode-se observar que se v>0,5 K seria negativo, de acordo

com a Eq. (6.40). Isto significaria que um corpo submetido as tensdes hidrostéticas

(0,=0,=0,=—0) em compressdo, causa uma mudang¢a positiva de volume no corpo, ou

seja, aumentando.

Por outro lado, também sabe-se que:

) (6.41)a
E v ndo pode ser -1 sendo o valor de G seria infinito. Entdo K e G sdo sempre valores
positivos, ou seja, os valores limites de v sao:

-1<v<0,5

Entretanto, v para materiais metalicos valores experimentais indicam que v=0,3 como

mostrado na Tabela 6.1, juntamente com valores de densidade e de E para alguns

materiais de uso mais frequente.

Tabela 6.1 — Modulos de elasticidade e coeficientes de Poisson para alguns materiais

comuns em engenharia.

Materiais Densidade E (em kg/cm?) H
Aco 7.8 2.11x10° 0.29
Aluminio 2.6 0.71 x10° 0.36
Bronze 8.8 0.99 x10° -
Chumbo 11.3 0.16 x10° 0.43
Cobre 8.7 1.23 x10° 0.35
Estanho 7.4 0.46 x10° -
Ferro 7.8 2.01 x10° 0.29




90

Latéo 8.6 1.03 x10° 0.37
Niquel 8.5 2.30 x10° 0.32
Ouro 19.5 0.84 x10° -

Platina 21.0 1.65 x10° 0.21
Prata 10.5 0.75 x10° 0.38
Vidro 2.5 0.61 x10° 0.22
Zinco 7.1 10° -

6.6 - Coeficientes de Lamé
Considerando que nao ha gradientes de temperatura envolvidos durante a deformacao, ou

seja Tl.j =0, pode-se definir duas constantes para um matearial, em fungdo do moédulo de

Elasticidade E e do coeficiente de Poisson v, chamadas de Constantes de Lamé:

v E E

A i—). 2040 47O (6.42)

Estas expressdes se tornam:
o.=2Ue, +/1(exx te,, +ezz)
o,=2ue, +/1(exx te, +ezz)

o,=2Ue,_ +/1(em te,, +ezz)

(6.43)
Ty =H /113’
Tyz = lu /’i’yz
T = U,

Destes valores de £ e v na Tabela 6.1, pode-se obter as Constantes de Lamé,/l e u.

Pode-se também obter as relagbes inversas, ou seja:
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U(BA+2u) A
E - ¢ 7 =
A+u . v 2(A+ ) (6.44)

b

6.7 - Energia de Deformacao Elastica
Energia elastica especifica, por unidade de volume, é dada pela area sob a curva tensao-
deformacao e pode ser calculada como:

(6.46)

de acordo com o grafico da Figura 6.1.
A

Gij

Eij

>

Figura 6.1 — Energia elastica especifica dada pela area sob a curva tensao-deformacao.

Substituindo a Eqg. (6.2), tem-se:

A

u=GeE; +26*— 2G+34
2

2

are (6.47)

a qual pode ser re-arranjada com:

o {(ZG +3A)\J2 =3a17,)

6 } +2GJ}

(6.47)a

onde J, =e, +e¢,+e, representa o estado esfarico de deformagdes e €& prporcional a
mudanca de volume e J, é o segundo invariante do desviador de deformagdes, o qual

representa a distorcdo devida a deformacéo. Portanto essa equacao pode ser entendida
como a soma de duas parcelas: a primeira € a energia especifica relacionada com a
mudanca em volume e a segunda € a energia especifica relaionada com a distor¢do por
cisalhamento. Usando a Eq. (6.46) pode-se escrever a energia especifica total, em termos

das tensdes e deformacgdes principais como:
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U= (01811 + 0-11;22 + 0111833) (6.48)

Usando as Egs. (6.22) tem-se:

U= (0-1 — Oy )2 + (011 —Ouw )2 + (0-111 —0; )2 + (0-1 0,10 )2 (6_49)
12G 18K

Se o0 mesmo sistema de calculo foi usado para as tensbées e deformacdes de desviadores,
pode-se determinar a “energia de distor¢ao”, dada por:

1
Md 5

|(20'1 -0, _0'3)2 + (20'2 — 0 _0-3)2 + (20-3 — 0 _0-2)2|
\ 18G 18G 18G

(01 —0, )2 + (O-z —0; )2

12G

+(0,=a) (6.50)

Md=

_Ih_3 o _lof

Ug=--= _Tnct
2G 4G 6G

Usando novamente o mesmo processo de calculo para as tensdes e deformacdes esféricas,

pode-se determinar a “energia de dilatacdo” como sendo:

y _(oy+0,+0) o I?
= _

O, _ (6.51)
18K 2K 18K
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CAPITULO 7

7 - ESCOAMENTO E LEIS DE FLUXO

Se uma porcdo de material € carregada com um estado de tensées complexo, surge a
questdo: quando acontecera a transicdo de um estado elastico para um estado plastico?
Para um estado uniaxial, isto acontece quando o ponto de escoamento é atingido. Para um
estado complexo pode-se esperar para um material isotrépico que o escoamento aconteca
segundo uma certa relacao entre os invariantes do tensor de tensao seja satisfeita. Portanto,

a condicao de escoamento pode ser generalizada como:
F(1,,1,,1,)=0 7.1

Infelizmente, ndo existe até o presente uma maneira teérica de se estabelecer essa relacéo.
A condicdo de escoamento é, portanto, um critério empirico, o qual pode ser verificado

praticamente para metais reais, segundo uma grande quantidade de dados experimentais.

Experimentos em metais carregados por compressao hidrostatica moderada, realizados
primeiramente por P. W. BRIGMAN (século XX), mostraram que o valor da tensdo de
escoamento €, até uma primeira ordem de aproximacao, independente do valor do primeiro
invariante do tensor de tensdo. Assim, a condicAo de escoamento pode ser
aproximadamente independente da parte esférica do tensor de tensdo e pode estar

relacionado com os invariantes de tensor desviatorio F(IZ’,I3")=0 :

Esta condicdo pode ser representada como uma superficie em um espaco de tensdes, uma

vez que [,' e I,' sdo funcOes das tensdes principais expressas pelas Eqgs. (2.85) e (2.86).

Se o estado de tenséo € determinado por um ponto dentro da superficie, o material esta na
regido do estado elastico. Os pontos na superficie sdo os estados na condicdo de
deformacao plastica. Tal superficie € conhecida como superficie de escoamento. O conceito
de superficie de escoamento sera util nas consideracdes sobre carregamento para 0s casos

onde ha encruamento (strain hardening).
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Para casos praticos em mecanismos de conformacgédo plastica de metais, duas condi¢cdes

basicas de escoamento sao usadas:

A condicdo Huber-Mises de escoamento, que pode também ser conhecida como
“intensidade constante de tensao de cisalhamento” ou maxima energia de distor¢ao;

A condicao de Tresca de escoamento, que pode também ser chamada de “maxima tensao

de cisalhamento constante”.

7.1 - Critério de escoamento de HUBER-MISES

Primeiramente proposta por M. T. HUBER em 1904, sugere que o ponto de escoamento em
metais se inicia quando a energia elastica de distorcdo atinge um valor critico. A idéia foi
repetida por R. VON MISES em 1913, em conexdo com a teoria da plasticidade. A condicao

de Huber-Mises assume que o escoamento acontece quando a relagdo abaixo € satisfeita:
L'-k*=0 7.2

Onde k € uma constante que caracteriza o comportamento plastico de um material. Esta
condicao, no entanto, ndo depende do terceiro invariante de tensdo desviatoria. Portanto,
esta condicdo de escoamento corresponde a um valor de intensidade de tensdo de

cisalhamento, o, =./1,', constante. Expressando a condicdo de escoamento em termos de

tensao:

I,-k*=0

1

E [(O-I -0y )2 + (O-II — O )2 + (0-111 -0 )2 ]_ k*=0 (7-3)

(0-1 ~Ou )2 + (O-II - 0'111)2 + (o'm -0 )2 =6k’

Torna-se muito conveniente em casos onde as direcbes das tensdes principais sao
conhecidas. Em alguns casos, contudo, as direcdes principais ndo sao conhecidas, entao a

expressao mais geral deve ser usada:
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(6.-0,f+(0,-0.f +(0.-0.) +6(rxy2 +7,° +7.°)=6k? 7.4

Se num sistema de coordenadas x, y, z todas as tensées normais sao nulas exceto uma das
componentes de cisalhamento, por exemplo, z,, neste caso z,, =k . Portanto, k pode ser
interpretada com a magnitude da tensdo de cisalhamento nos casos em que ha somente
cisalhamento puro, no qual o material escoa. Assim, k representa o valor da tensao de
escoamento para o caso de cisalhamento puro. Esse valor pode ser obtido através do teste
de torcdo em tubos de parede fina. Se a espessura da parede é pequena com relacao ao
didametro, a tensao de cisalhamento pode ser assumida constante na parede. Entretanto, o
valor de k pode ser obtido no teste de tracdo uniaxial. Assumindo que somente a tenséo

principal o, esta agindo e obtendo-se o valor de tensdo de escoamento ¢,. Da Eq. (7.3):

o
k=—"~ 7.5

V3
Portanto, tendo encontrado o valor da tensdo de escoamento o, de um teste de tragdo

uniaxial, obtém-se o valor de k pela relacdo da Eq. (7.5). A superficie de escoamento

correspondente a condicdo HUBER-MISES no sistema de representacdo das tensées o,,
o, , 0, tem aforma de um cilindro de comprimento infinito, inclinado com o mesmo angulo

em relagéo aos 3 eixos, conforme Figura 7.1.

R=g0'0=\/3k

Oom

...........
...........
. .
. B
o o,

Figura 7.1 — Representacao esquematica da superficie de escoamento de HUBER-MISES.
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7.3 — Critério da Maxima Energy de Distorcao (Maxima Tensao Octaédrica de
Cisalhamento, Von Mises-Hencky theory).

A Teoria da Maxima Energia de Distor¢cao, atribuida a Von Mises e a Hencky, assume que o
escoamento se inicia quando a energia de distorcdo produzida num elemento unitario sujeito
a um estado de tensdes geral atinge o valor da energia de distorcdo desse mesmo elemento
sujeito a tracao simples. Para determinar a expresséo da energia de distor¢cao, decompde-se
a energia especifica de deformacéo total u, em duas partes:

u, = Energia que produz distor¢do no elemento.

u, = Energia que produz variacdo no volume do elemento, ou hidrostatica,.
De modo que:

u, =u, +u, (7.6)

A Figura 7.2 mostra esquematicamente como essas energias sdo equacionadas para um

elemento.
Oon O1 - Om Om
—» O1 — 3 O1-On —>» Om
/ / »*
ont Ol - Om Om
ur Uy u

Figura 7.2 — Esquema de como a energia especifica total € dividida.

Usando-se a Eq. (6.4) da lei de Hooke em termos de tensdes e dire¢des principais e a Eq.

(6.46) pode-se calcular a energia total como sendo:

1 2 2 2 4
Up = E(O-I +o, oy )_E(O-IO-II +0,0m +0-10-111) (7.7)

Por analogia, a energia devida a variacdo de volume é dada por:
1
u, =— o7,

= m+0',f,+0',f,)—1(0' o,+0,0,+0,0,) (7.8)
2E E

m=m m=m

Re-arranjando:
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3o’
u, =3f(1 —2v)

(7.9)
Substituindo o valor de o, = 91+0u*Om g Eqg. (7.9) obtem-se:
(1-2v) [ ]
ul = 6E O-I +O-II +O-III +2(O-IO-II +O-IIO-III +O-IIIO-I) (7 10)

A energia de distorcado sera a diferencga entre as Eqgs. (7.7) e (7.10), resultando em:

1+v
u, =6—E (0'1 _0-11)2 +(0'11 _0'111)2 +(0'111 _0'1)2] (7.11)

Usando-se o valor de G, dado pela Eq. (6.41a) tem-se que:

1
u, IZG[ 0'11)2 0'11 0-111)2 (O-III O-I)Z] (7.12)

No ensaio de tragéo uniaxial tem-se que o, =0,, 0, =0,, =0, logo:

2
— 0-0
udtragﬁa - E (7 1 3)
O critério de maxima energia de distor¢éo diz que havera escoamento quandou, =u,,, ., ;
portanto:
1 2 ) 0'02
12G ( 0-11) +(0-11_0-111) +(0-111_0-1) =E
assim:
1 2 2
=$\/(0—1_0—11)2+(0-11_0-111) +(0-111_0-1) (7.14)

Experimentos com materiais ducteis mostram resultados satisfatérios com o critério da
energia de distorcao. E interessante notar que a relacdo que expressa o critério da distorgdo
energética pode ser obtida a partir de conceitos fisicos. Por exemplo, a teoria do
cisalhamento octaédrico maximo assume que 0 escoamento ocorre quando a tensao

octaédrica de cisalhamento excede um valor critico. Sabe-se que
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1
\/ 0-11)2 0-11 _0-111)2 +(0-111 -0, )2 (7-15)

Na tragéo simples o, =0,, 0, = o, =0 portanto:

NG (7.16)

oct—tragio — 3 0

Igualando as Egs. (7.15) e (7.16), obtem-se:

\/_ \/ 0-11 (0'11 ~—Om )+ (0-111 — 0 y (7.17)

que chega ao mesmo resultado da Eq. (7.14) indicando quando se atinge o0 maximo valor de
energia de distorgdo no ensaio de tracdo uniaxial a tensdo tem o valor da octaédrica neste

ensaio.

No caso de tensao biaxial o, =0, a Eq. (7.15) passa a ser:
0, -0,06,+0, =0, (7.18)

Esta € a equacao de uma elipse, que esta representada na Figura 7.3.

On

Figura 7.3 — Critério de escoamento da maxima energia de distorcao para tensées planas

Para tragar a Eq. (7.18) faz-se uma rotagéo de 45° dos eixos o, e o,,, usando-se:
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2 2
o, = (0-1 -0y )7 _ o, = (0-1 +0y, )7 (7.19)

Substituindo estas equagdes em (7.18), vem:

1 1
Jo-af+e,+0,) (o] -0}) =i -2

o’+0’-200,+0’+0.+20,0,—-0.+0.=0"-2
1 2 1Y2 1 2 1Y2 1 2 0

2

2 2
o} +30}=20; O] 0O; _,0,

3t Ty
- (7.20)
(2e,f  (V20,f |

No caso de cisalhamento puro o, = -0, =7 =k ,a maxima energia de distor¢ao fornece:

o, =%\/(k+k)2+k2+k2
6, =6 k =3k
\/5 , OU
9% 7.21
3 (7.21)
00

Como k=r=$=0,5770'0, isto significa que o material escoa ao cisalhamento se 7
excede 0,577 o, .

Outra hip6tese que conduz a teoria da maxima energia de distorcdo € assumir que o
escoamento sob tensdo combinada é fungdo das invariantes do estado de tensdes no
ensaio de tracao uniaxial. Desde que os valores das tensdes principais devem ser 0s
mesmos independentemente de sistemas de coordenadas, as invariantes do estado de

tensdo da tracdo uniaxiam devem ser quantidades constantes.

O primeiro e a segundo invariantes sao:

Il=o-x+0'y+0'z=(0'x+0'y+0'z)z=C,2 (7.22)
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_ 2 2 2
l,=0,0,+0,0,+00,-7,—7, —T,

= ou
(7.23)
3(0'x0'y +0,0,+0,0, -7, —T,, —ri)= 3C,
Substituindo a Eq. (7.23) na Eq. (7.22), obtem-se:
2 2 2 2 2 2 2
o.,+0,+0,-0.0,-0,0,—-0,0,+37,,+37, +37, =C; -3C,=C, (7.24)

No escoamento, na tensdo uniaxial o,=0,, € as demais tensbes sdo nulas, assim a

equagao anterior passa a ser:

C,=o0, (7.25)
Igualando as Egs. (7.24) e (7.25), resulta em:

o, +0,+0.-0,0,-0,0,—-0,0,+37, +37, +37.. =0, (7.26)

Desde que a Eq. (7.26) exprime um estado geral de tensdes, ela pode ser escrita em termos
de tensdes principais, isto é:

2 2 2 2
o, to,+0y, -0,0,—-0,0, —0,0,=0,

1 2 2 2 2
3(20-1 +20—11 +26111 _20-10-11 _20-110-111 _20-1110-1)= oy
1(0'2+0'2 ~26,6,+0.,+02, —20,6,; +0. +06., —20,6,,)=0.
2 I i 1Y )i I n®m I I 1Y) = %o

1
3‘(0-1 _0-11)2 +(0-11 — O )2 +(0-1 _0-111)2‘ = O-(f

2

1 2
0y = ﬁ\/(al _0-11)2 +(0-11 _0-111) + (0-1 _0-111) (7.27)

Esta equacao é idéntica a Eq. (7.14).

Von Mises propds, originalmente, este critério devido a sua simplicidade matematica, pois
este independe de uma tensdo normal ou de cisalhamento particular, da componente de
tensdes hidrostaticas e dos sinais de cada tensdo, dependendo apenas dos valores das trés
tensbes de cisalhamento principais. Originalmente, Von Mises propds que o0 escoamento se
daria quando a segunda invariante da tensdo desviadora “I,” excedesse um determinado

valor critico.
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I, = é‘(ax —O'y)z +(c,-0,) +(0'y ~o.f +6(z'jy +72, +rjz] (7.28)
ou seja:
=k (7.29)

Para o escoamento num ensaio de tragao, ou seja, escoamento em tragao uniaxial, tem-se:

c,=0,. : .
=% 0,=0,=0;7,=1,_=17,=0,logo:

1
I',= g\aj +0,|=k’ (7.30)
Portanto:
o, =3k (7.31)

Conseqguentemente obtém-se a forma usual do critério de escoamento de Von Mises em

termos de um estado geral de tensdes, exatamente como a Eq. (7.4):

1
Oy =%‘(0'x _O-y)z +(o,-0.f + (O'y —az)z +6(rﬁy +72, +rjz]5 (7.32)

Ou seja, o escoamento ocorre quando as diferencas de tensdes no lado direito da equacao

excederam o limite de escoamento em tragao uniaxial “o,”.

7.4 — Critério de escoamento de Tresca.

Esta condicédo foi estabelecida por volta de 1864 por H. Tresca, quando observou que os
metais escoavam quando a maior tensdo de cisalhamento atingia um valor critico.

Assumindo que o, > o, > 0, , esta condigédo implica que:
0, -0y =2k (7.33)

Onde k € uma constante. Esta condicao pode ser escrita em termos dos invariantes I,’ e
I,’, mas o resultado é muito complicado e ndo tem aplicagcdo pratica. Considerando um

teste de tracdo uniaxial, onde a tensédo de escoamento é de o, =0,, 0 valor de k sera:
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0, =2k =k = % (7.34)

Neste caso, comparando-se com a condicdo de HUBER-MISES,

O (9
kMises = T; € kTresca = 70 (735)

Obtém-se que a condicdo de Tresca € 14%menor do que a de Mises, ou seja,

ki = 0,86k ... A superficie de escoamento de Tresca € dada por um prisma infinito com

Tresca

os lados de um hexagono, conforme esquematizado na Figura 7.4.

<

O3

Figura 7.4 — Representacao esquematica da superficie de escoamento de Tresca.

Os resultados experimentais mostram que boa parte dos metais se aproximam da condicao
de Mises e alguns entre as duas condicdées nao fugindo muito para fins de aplicacdes
praticas. Todas as consideracdes até o presente ndo levaram em consideragdes nenhuma

deformacao anterior no material.

Resultados experimentais mostram que a superficie de escoamento inicial sob efeito de
deformacao plastica prévia se modifica na sua forma e nas dimensdes e pode até sofrer uma
translacdo no espaco dos eixos de tensdo. Portanto, os critérios de Mises e de Tresca

devem ser usados para materiais perfeitamente plasticos, sem efeito de encruamento.

Os metais reais, no entanto, mostram efeito de encruamento, e essas condicdes de
escoamento apresentam o ponto de partida para inicio do fluxo plastico. Para uma anélise
do avanco no processo de deformacao é necessario conhecer em cada instante a mudanca
continua de forma e posicdo da superficie de encruamento. A descricdo matematica das
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mudancas na superficie de escoamento parece ser de grande complexidade, por isso
aproximacdes sdo empregadas, com as hipoteses de encruamento. As duas mais comuns

sao: hipoétese isotrépica e o encruamento cinematico.

A primeira assume que com o efeito do encruamento, a superficie se expande
uniformemente, preservando a similaridade geométrica de forma e posicdo do espaco de
tensdes. Por essa hipétese se um ponto fora da superficie € conhecido a nova superficie
estara determinada. Para as condi¢gbes de Mises e de Tresca, isso significa aumento em K.
Em casos praticos, o estado de tensdo € normalmente desconhecido e deve ser
determinado. Se o efeito do encruamento é considerado isto sé é possivel se a tensédo e a
deformacao sao considerados juntos. Por analogia com o diagrama o —¢& de tracdo axial, ou

cisalhamento puro, pode-se relacionar o segundo invariante de tensao desviadora I," com a

intensidade de distorgao ¢;. Sabendo que o, =./1,':
0;,=0; (Si) (7.36)

Essa relacdo pode ser obtida por meio do diagrama o —¢& para tracdo uniaxial, desde que as

J3e

~ o . . .
relacées o, =— e & =—— sejam assumidas. Portanto, somente a escala dos eixos do
1 1 2

NE]

diagrama deve ser modificada. Para carregamentos complexos a relagdo na Eq. (7.36) nédo
pode ser usada, pois se o carregamento for tal que ao final resultem deformacdes nulas,

mas o material sofreu encruamento. Neste caso, deve-se usar a relagao:
£ = [de, (7.37)

A hipétese de isotropia ndo leva em conta o efeito de Bauschinger, portanto deve ser usada
com cautela. Numa tentativa de incorporar esse efeito propbs-se o0 método cinematico para
descricdo do efeito de encruamento sob condicdes de carga complexas. Inicia-se com uma
condicao simples de tensao-compressao e um efeito de encruamento linear. A Figura 7.5

mostra esse efeito esquematicamente.
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Ao
B
A
: tan'l C1 3
A A
6,+Ce
I T o’
O |
; o.—Ce €
Oy ‘[ |
------ /D
_" ...............
E’ AAAAAAAA ,
P D

Figura 7.5 — Esquema do efeito do encruamento em deformacoes sucessivas.

A carga de tracdo vai até o ponto B seguida por descarregamento até o ponto C, e uma
subsequiente compressdo. No ponto D o material escoa novamente. A compressao em
seguida aumenta ao longo da linha DE paralela a AB. Ambas linhas interceptam o eixo ¢ na
mesma distancia de O, OA=0OE=0c. O diagrama o —¢& para o material pretensionado até B
pode ser obtido por um deslocamento do diagrama inicial ao longo do eixo ¢ na distancia

igual a CO’. O comprimento CO’ é determinado pelo produto C,-¢, onde C, é o modulo de

encruamento em pura tragéo e £ denota a deformacao plastica preliminar.

Passando para o estado complexo de tensdes, pode-se assumir que a superficie de
escoamento inteira € devido a deformacéo plastica do material deslocada como um corpo
rigido, sem mudangas na forma, ou dimensdes. Esta € a nocdo de “encruamento

cinematico”. Os componentes de translagédo incremental de; no espago 6-dimensional de
tensoes nas diregoes dos eixos de o; sao proporcionais aos correspondentes componentes

de deformacédo incremental c-de,

ij?

onde ¢ é o fator de proporcionalidade. Os componentes

totais de translagao ¢; sao obtidos pela soma dos incrementos. Assim, tem-se:

@, =c-g, (7.38)

Se o critério de Von Mises é considerado como a condi¢ao inicial de escoamento, durante o
processo de deformagédo o escoamento € dado pela expressao:

(o, —c-sx)—(ay —c -ey)]z +...+6[(7:xy —c-sxy)z +...]=6k2 (7.39)
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O que foi obtido pela substituicao das componentes de tensao por (o;.j —c-gij). A magnitude

de k é constante e igual ao ponto de escoamento em cisalhamento puro para um material

- . _ O,
sem tensao, ou seja, ko = .

NE]

Assumindo um teste de tracdo uniaxial onde o, =o. A deformagéo é determinada pela
deformagdo ¢, =¢&. A incompressibilidade exige que & =& =-05¢ e as outras

componentes sdo nulas, £, =& =¢, =0. Substituindo na Eq. (7.39) acima tem-se:
3
0'=0'0+5c-£ (7.40)

Onde o, é a tensdo de escoamento antes da deformagdo. Comparando esta relagdo com a

expressao da Figura 7.4:

o=0,+c-€ (7.41)

_ 2 , 3 .
Pode-se estabelecer que: ¢ = Cl§ que € a relacédo entre ¢ e o mdédulo de encruamento em

um teste de tragdo simples.

A teoria da plasticidade e de escoamento plastico se originou nos trabalhos de Saint-Venant,
Lévy e Mises. Foi baseada no principio de que um incremento de deformacao plastica,
considerado como vetor em um espacgo de tensdes, é dirigido ao longo da normal saindo da
superficie de escoamento no ponto de carregamento. Isto corresponde a hipétese de que a
fungéo:

F(1,',1,')=0 (7.42)

Representa o potencial plastico. Taxas de deformagéo sao entdo relacionadas com tensdes
por meio da relagao:

,=/1dF

do, (7.43)

y

Esta relagéo representa a lei de escoamento associada com o fluxo do material. Isso implica

que o vetor ¢; no espago de tensGes € normal a superficie de escoamento. Da mesma
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forma, o vetor incremento de tensbées é perpendicular, desde que o incremento para um

determinado tempo suficientemente curto.

A teoria de Tresca também pode ser analisada do ponto de vista de que o escoamento sob
tensdo combinada ocorre quando a maxima tensdo de cisalhamento atinge o valor da
maxima tensdo de cisalhamento no escoamento sob tensdo uniaxial. Esse raciocinio é
semelhante aquele usado no critério de maxima energia de distorcdo. Na tracdo, ou

compressao, simples a maxima tenséo de cisalhamento ocorre quendo:
Ty=— (7.44)

Assim, as condi¢gdes de resisténcia serao:

As tensdes maximas de cisalhamento Tl, T2 ¢ %3 530 expressas como:

Ou—0u T =01_0111 T =0-1_0-11
2 .7 2 .7 2

T, = (7.46)

Substituindo as Eqs (7.44) e (7.46) em (7.45) vem:
-0,<0, -0, <0,
-0,<0,-0,, <0, (7.47)
-0,<0,-0,<0,

No estado plano, o,, =0, as equacgdes anteriores passam a ser:
-0,<0,<0,
-0,<0,<0, (7.48)

-0,<0,-0, <0,

Para representar estas condigdes no plano o,, 0, consideram-se dois casos a seguir:
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Caso 1: As duas tensdes principais ttm o mesmo sinal, por exemplo, o, >0, o, >0 (1°

quadrante do diagrama apresentado na Figura 7.6).

A on
Op A B
—Op O C Op _
F o1
D
E —O)

Figura 7.6 — Critério de Tresca

Como as duas tensdes s&o de tragdo, e como foi convencionado o, >0, , deve-se

considerar somente os membros da direita nas inequacgoes (7.48), isto é:

O0u<0y.0,<0,.0,=0,;<0, (7.49)

Como o,>0, o0,>0; das trés equagbes acima, somente as duas primeiras sao

importantes, a terceira pode ser considerada como uma conseqiiéncia.

Para o diagrama temos:
0,=0,.0,=0 (7.50)

Assim obtem-se as retas AB e BC na Figura 7.6.

Analogamente, para o caso de compressao o, <0, o, <0, obtem-se as retas DE e EF.

0

Caso 2: as duas tensdes principais tem sinais contrarios, por exemplo, o, >0, o, <0 (4°
quadrante). As Egs. (7.48) passam a ser:
o, >-0,

(7.51)
o, <0,
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0,—0,<0,

Onde o, -0, tem o maior dos membros da esquerda das inequagbes acima. Logo para o
diagrama da Figura 7.6 tem-se:
o,-0,=0,>0,=0=>0,=-0,=0D

(7.52)
o,=0=>o0,=0,=0C

Analogamente obtem-se a reta FA para 1 <0 0u >0

A Eq. (7.46) pode ser obtida pela analise matematica, considerando usando o tetraedro da

Figura 7.7.

o1

nyY-----------=

O]

Figura 7.7 — Elemento das tensdes

Sabe-se que:
S, =S N=(s,i+5s, j+8, &) (6 +mj+nk)

SI=0',€; SZ=0',,m; S, =0, n

Assim:

S, =0, 0’+0, m’ +o, n’ (7.53)
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Onde , M e N sao cossenos diretores de S, com relacéo as tensdes principais. Sabe-se
também que:

1

s=(s2+52+52) (7.54)

1
ou S=(0',2 ¢’ +o; m’ +o0}, nZF

A tenséo de cisalhamento é dada por:

S,=+/8 -8’ =\/0'f C+oim?+ol,n’ (o, ?+0, m* +0, n’f (7.59)

Substituindo n* =1-/¢*> —m* na equagio anterior, vem:

S2=02 12 +02 m>+02, n*(1- 0 —m?)-lo, 0* +0, m*+o, n*(1-02 —m?)f

S§ = (0-12 _O-IZII)EZ +(O-12 _0-1211)m2 +O—1211 [(O-I —Oy )g2 +(O-11 —Oy )m2 +O_111]

Segundo o critério de que o material escoard na maxima tensdo de cisalhamento,

determinam-se os extremos de S buscandos-se os pontos nulos de suas derivadas com

relacado aos cossenos diretores:

0S
ZSS aES - 2€(0.12 _0-1211 )_2[(0-1 —Oy )ﬁz + (0-11 — Oy )mz +O_111]’ 25(0-1 _0-111): 0
) %_2 ( 2 2 )_ [ _ 2 _ 2 ] _ _
Ss om =m0y, =0y, 2 (0-1 Oum )E +(O-11 O )m +0oy ’25(0-11 0-11)— 0

ou
O, =0y — 2[(0-1 —Oy )fz + (0-1 —Oy )mz] =0 (7.56)
Oy =0y — 2[(0-1 Oy )62 + (0-1 —Oy )mZ] =0 (7-57)

Para anular essas equacdes simultaneamente tem-se diversas situagdes analisdas a seguir:
Caso a) f=m=0 ¢ n=%I

Caso b) /=0, mas n,m#0. Da Eq. (7.57) obtem-se:

(6,-0,)-2m*(c,-0,)=0= (0, -0, )1-2m*)=0

— Oy

Como %u #0 tem-se:

1-2m*=0=>m=1%

Si-
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Entiao com ¢ =0:

1
=+
NG
Caso ¢) m=0; /(,n+#0.Da Eq. (7.56), obtem-se:
O,—0y _2(0-1 _O-Ill)fz =0= (0-1 _0-111)(1_2£2): 0

— Oy

Como %! #0 tem-se:

1-20=0=> /(=4

-

Entdo com m=0:

1
-+
V2
Analogamente,

¢ =m=i% (7.58)

Substituindo os valores encontrados, determinam-se os valores de § para cada um dos

Smdx

casos acima.

Caso a) /=m=0 e n==I neste casos trata-se de um ponto de minimo, pois S =0

1
Caso b) /=0, mas m =n=——, obtem-se da Eq. (7.55):
) NG q. (7.95)

2 2 2
5 :&+@_(&+&j
2 2 2 2 ou

2 2 2 2 2
SZ — GII + GIII _(O-II + GIII + GIIGIII J — GII O-III O-II GIII GIIGIII
N

2 2 4 4 2 ) 2 2 4 4 2

Simplificando:

2 2 2
S2 — Ou + Our _ 0O — Cu—Ou
s

4 4 2



Caso c¢)
Resulta em:

o, -0
Sy =1, :J_r(—1 5 3)

n=0, f=m —L

Caso d) V2
Resulta em:

O, —O.
S, =1, =i(—1 5 3)

max

o,-0
0,>0,>0,=>71T,=T1, =i(%)
Se

O resumo dos resultados esta indicado na Tabela 7.1.

111

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)



Tabela 7.1 — Planos de cisalhamentos maximos

Plano de Cisalhamento /! m n U inax
Casob 2a
1 1 o,—0O
0 — | = | =23
R V2o N2 T 2
3
Casoc
2a
1 1 o,—0O
— |0 —-— |, =—133
V2 V2ot 2
>
3
Casod
1 1 o, —0
— = o r. =21 2
V2 A2 3 2

Assim, pelo critério de Tresca, tem-se:

112
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(7.63)
Na tracdo (compressao) simples tem-se, pelo circulo de Mohr e Eq. (7.44):
Trr = (7.64)

Da Eq. (7.63) e Eq. (7.64), obtem-se:

ﬁ = O, —Ou

2 p = 0,=0,—-0y (7.65)

Define-se, semelhantemente a Eq. (7.34):

L=k (7.66)
Se néo se sabe a relacéo entre oy, o» € o3 qualquer das tensées de cisalhameto pode atingir
k, isto é:

O,— 0y
———=k 7.67
2 © ou 2 © ou (7.67)

Operando-se nas equacdes anteriores, pode-se formular o critério de Tresca de forma geral:
(0,-0,f =4k’ = (0,-0,) —4k* =0
(6,-0,) =4k’ = (0,-0,) -4k’ =0 (7.68)
(6,-0,) =4k=(0,-0,) -4k>=0
Portanto:
‘(0', -o,) —4k2‘ ‘(0', o) —4k2‘ ‘(0',, o) —4k2‘ =0 (7.69)
No caso de tensao biaxial, o, =0, a Eq. (7.67) torna-se:

o,—-0, =2k =0,
(7.70)
o, =2k =0,



o, =2k =0,
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As Eqgs. (7.70) estado ilustradas na Figura 7.4, e representam o hexdgono do critério de

Tresca. As tensdes tém que estar contidas nele para que ndo haja escoamento.

Se 01 <0 ¢ 0, =0y =0y gy Ou=0,-0

<0 tem-se 9

0,<0 ,0,>0 — =
Se Y1 e Yu , tem-se ¢, -0, =-0, = 0, =0,+0,

Se 0n>0:>0 temse o, =0,
(7.71)
Se u <0:<0 temse ¢, =0,
Se 01 >0u >0 temse ¢, =0,
Se %1 <0u <0 iem-se ¢, =0,
A Figura 7.8 ilustra o critério de Tresca em coordenadas de Mohr.
. Tracgdo
Compressao Uniaxial
Uniaxial ;E
\ / T= 60/2
Compressdo \4 Tragao
Hidrostatica \ /Hidrostética
< @ o >

Figura 7.8 — Critério de Tresca em coordenadas de Mohr

Nota-se que os contornos de todos os circulos principais que nao representam falha sao as

, , , o, , . - -
duas linhas horizontais z'=7". Esta teoria predisse que nao pode ocorrer falha na tenséo

hidrostatica pura.
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CAPITULO 8

8 - REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS CRITERIOS DE ESCOAMENTO
(Haigh-Westergaard)

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas, onde os trés eixos mutuamente
perpendiculares representam as tensdes principais o,, o, € o,,, 0 estado de tensdo de

um ponto qualquer, Q, de um corpo pode ser representado por um vetor que parte da origem
desse sistema de coordenadas, conforme a Figura 8.1.

Plano T ou plano
desviador

Figura 8.1 — Representacao geométrica do critério de escoamento usando o espaco das tensoes
principais

Toma-se a linha OH igualmente inclinada em relacdo aos trés eixos, tal que seus cossenos

diretores sejam (L,L,L). O vetor de tensao O—Q sobre a superficie de escoamento de
RERNEMNE]

Von Mises, cujas componentes séo (o,, o,, 0;), pode ser decomposto em um valor OG ao

longo da linha OH e num vetor OP perpendicular a OH , sobre o plano w, ou plano
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desviador, o qual é perpendicular a OH e passa pela origem. O valor de 0G pode ser

calculado projetando-se os componentes de O—Q sobre a direcdo OH e somando:

0Gl=0,L+o,Lic i—i(a +0,+0,)
1\/} 2\/} 3\/} \/} 1 2 3
0G|=+/3(0,) (8.1)
Onde:
_0,+0,+0,
" 3

Portanto, o vetor 0G representa a componente hidrostatica do vetor de tensdo com as
seguintes componentes (O‘m,O'm,O'm). O vetor ED’ perpendicular 8 OH , pode ser calculado

da seguinte forma:

2

0P2=‘0—Q2—‘0—G

0P2=(0'12+0'22+0'§)—(\/§-0'm)2

2

orp =§[(0-1 _0-2)2 +(O-z _0-3)2 +(O-3 _0-1)2]=212

Portanto:

OP|=21; (8:2)

Usando-se agora as Egs. (7.3) e (7.5) e substuindo-se na Eq. (8.2) resulta que no espaco

das tensdes principais, 0 escoamento plastico se dara quando:

‘E;‘ - \E o, (8.3)

Assim, o critério de escoamento de Von Mises, é representado geometricamente no espaco
das tensdes por um cilindro com raio igual a 5 O, com geratriz perpendicular ao plano

desviador, m. A equacéo deste plano é o, + 0, + 0; =0. Qualquer combinacdo de tensbes

principais o,, 0, e 05, que definir a posicdo de um ponto no interior deste cilindro

caracteriza um estado de tensdes que solicita o0 material em regime elastico. Por outro lado,
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quando esta combinacdo definir a posicdo de um ponto da superficie deste cilindro,
caracteriza um estado de tensdées que promove o inicio do escoamento plastico do material.
Com relacao ao critério de Tresca, no espagco das tensdes principais, este representa a

superficie de um sélido com segéo transversal hexagonal regular.

Se outro estado de tensdo qualquer estiver sobre uma das superficies, seja de Von Mises,
ou de Tresca, significa que apenas sua componente hidrostatica, ou esférica, sera diferente,
enquanto que a componente desviatoria, sobre o plano z; ser4d a mesma. Neste caso, como
as condicdes para o escoamento independem da componente hidrostatica, enquanto esta
ndo ultrapassar a superficie, fazendo com que sua componente desviatdria seja maior do

que aquela projetada sobre o plano desviatério, ndo havera escoamento.

A interseccao da superficie de escoamento com qualquer plano perpendicular ao eixo OH
produz uma curva chamada de curva de escoamento. Esta curva sera a mesma para
qualquer outro plano paralelo ao plano z E muitas vezes mais conveniente escolher tal
pano, onde a tensao hidrostéatica seja zero. Uma vez que esse plano é inclinado, em relagéao

aos eixos principais cartesianos, em angulos iguais, as projecoes das componentes
principais serdo multiplicadas por 3 que é o valor do cosseno de 54° 44’ conforme

mostrado na Figura 8.2

Plano 7 ou plano
desviador

/kGH
\

cos™ (lj =54°44’

NE]

Om /

...........
...........
. .
. .
o o,

Figura 8.2 — Representacédo da projecdo das componentes das tensdes sobre o plano z;, ou

plano desviatorio
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No plano 7z, as projecdes dos eixos das tensdes principais formam entre si angulos de 120°e

a representacao das curvas de escoamento assumem o aspecto mostrado na Figura 8.3.

0,20,20, 0,20, 20,

Ciculo de Von Mises ~ .
Tensdo uniaxial

_Gl
________ Cisalhamento puro
0, 20,20,
)]
v 0,20,20,

Figura 8.3 — Representacdo das curvas de escoamento de Von Mises e de Tresca no plano

7, ou plano desviatério, chamada de “Representacao de Haigh-Westergaard”.

8.1 - Parametros de Lode

Neste instante, é conveniente tratar de um método bastante eficiente, que possibilita
comparar os critérios de escoamento de Tresca e Von Mises, proposto por Lode. Segundo o
critério de Tresca, Eq. (7.46), apenas as tensdes principais, maxima e minima, influem no

escoamento plastico, sendo desconsiderado o efeito da tenséo principal intermediaria, o, .

Portanto, segundo este critério:

O, —Ou

s, =1 (8.4)

A tensdo principal intermediaria, oy, pode variar de um valor maximo, o, =oc, até um
minimo, o, = o, sem afetar a tenséo de escoamento, segundo a Eq. (8.4). Para expressar
a influéncia da tens&o principal intermediaria no critério de Von Mises, Lode introduziu o
"

parametro , conhecido por “parametro de Lode”, que permite comparar o critério de
escoamento de Von Mises, considerando o efeito da tens&o principal intermediéria (o, ).

Este parametro é expresso por:
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— [011 — (01 +0.u )/2]
- |:(O-I —Om )/2] (8-6)

E o estado de tensodes é representado por qualquer ponto no plano z entre 0s eixos gy e -ou

da Figura 8.3. A Eq. (8.6) pode ser re-arranjada para:

oy =llo, +0u,)/21+ pllo, - .,)/2] (8.7)
Lembrando que o Critério de Von Mises pode ser expresso por:

20 =6k’*=(0, -0, +(0,-0,,) +(0, -0, )

E se oy da Eq. (8.7) é substituido entdo, apds outro re-arranjo e simplificando, o critério de

Von Mises, em fungéo do Parametro de Lode, é dado por:

O, —Om — 2
o  JB+x)

Quando o, =0, a Eq. (8.5) mostra que u=-1 e as tensdes principais séo:

(8.8)

0,,0, =0, 0 que caracteriza um estado de tragdo uniaxial (¢, —0o,,) com a componente

hidrostatica igual o, .
Quando o, =0, a Eq. (8.5) mostra que u=+1 e as tensdes principais séo:

0,=0,,0, O que caracteriza um estado de compressdo uniaxial (o, —0o,) com a

componente hidrostatica igual o, .Portanto, — 1< u<+1.

Quando u =0, no entanto, significa que:

(O-I + o-III)

20,-0,—-0,=0¢0,= 2

E as tensdes principais sao entao:

+
Oy II:W’ Jiit

E as tensbes hidrostatica e desviatorias sdo, respectivamente:

’ (0111 _01)

=(01+0111) / (0-1_0-111) o.=0.0. =
» U2 » Y 2

O, =
" 2 ! 2

O caracteriza um estado de cisalhamento puro.
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Comparando ainda as Eqgs. (8.4) e (8.8) observa-se que o critério de Tresca equivale ao
critério de Von Mises quando o parametro de Lode, u, é igual a £1. Lembrando que a
diferenca basica entre os dois critérios € a consideracdo da tenséo principal intermediaria
(Von Mises) ou a sua nao consideracado (Tresca), conclui-se que, nas situagdes em que
v =%1 a tensdo intermediaria, o0,, ndo afeta o escoamento plastico do material,
independentemente do critério. Com o propédsito de verificar quais situagdes representam

L =71 éinteressante analisar a Eq. (8.6). Prontamente, destaca-se as seguintes situagdes:

a) u=1=0,=0y
(8.9)
b) u=-1=o,=0y

Analisando a situacao (b), u=-1, é possivel desmembra-lo conforme ilustra a Figura 8.4.

o=0 o
1 O3=0 1 (o)
O Oj O;-0O O;- O o o
- e - ——> + - ——>
o3=0 l o l
o
O)=0

Figura 8.4 — Desmembramento da situacao (b) para um estado de tracao uniaxial.

Portanto, nas situagbes em que wu=-1, ou seja, o,=0, O estado de tensdes
(0,,0, =0,0,, =0) pode ser desmembrado num estado de tragdo uniaxial (o, —0,0,0)
mais um estado de tensao hidrostatica (o, o, o ). Portanto, para qualquer estado de tensdes
onde u=-1, resulta que o escoamento plastico do material pode ser analisado
considerando apenas o estado de tracdo uniaxial (o, —0,0,0), visto que a componente

hidrostatica nao participa no processo de deformacéao plastica. Analogicamente, a situagao

em que u=1, ou seja, o, =0, =0, equivalente ao estado do escoamento plastico em

compressdo uniaxial (0,0,0,,—0c). Assim como a situagdo wu=0, ou seja,

1 . . 1
o, = 5(0‘, +0,,), equivale ao estado de cisalhamento puro 5(0', -0,,0,0,-0,).
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Devido a simetria dos critérios de escoamento, representados no plano desviador, z, com
0S eixos principais projetados, o escoamento plastico pode ser analisado completamente
considerando apenas o setor OAB da Figura 8.3. Nos outros setores os estados de tensdes
sao idénticos aqueles encontrados neste setor, ocorrendo apenas mudancas nas direcdes

das tensdes principais maxima, minima e intermediaria.

A Figura 8.5 mostra uma comparacao entre ambas teorias de escoamento e resultados

experimentais para alguns materiais.

1,30 T T

* Aco
1,25 |— o Co,bre

o Niquel (h—a) 2
1,20 O 3+ u?

1,15 /, og;:l o\\
o

i J

1,10 y U0 [
o
{ e \
1,05 1 3 . o
' oo \

1,00
-1,0 -08 06 04 02 00 02 04 06 08 10

(01 — 03)
0o
N\

Parametro de Lode (1)

Figura 8.5 — Resultados experimentais comparados a teodricos quanto aos critérios de
escoamento de Von Mises e Tresca, usando o Pardmetro de Lode.
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CAPITULO 9

9 - Verificagao experimental dos critérios de escoamento

O ensaio de tracdo e torcao combinados, de um tudo de parede fina é um modo de
comparar, experimentalmente, os critérios de Tresca e de Von Mises num estado plano de
tensdes. Na figura 9.1 esta ilustrado o estado de tensdes que se desenvolve durante tal

ensaio.

Yy

Mr
AN

—
X
Oit— T—» o P —
Ty L
/

Figura 9.1 — Representacao esquematica do estado de tensdes que se desenvolve no ensaio de tragao e
tensao combinados, de um tudo de parede fina

A partir da Figura 9.1, pode-se escrever:

0,=0. (9.1)
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Considerando 0, =0 e 7,, =7, resulta em:

2
(2] +0{_—Tj =1 (9.2)
Oy Oy

Onde o, ¢ a tensdo de escoamento do material em tragéo simples. A Eq. (9.2) representa

. . o T .
uma elipse no plano cartesiano (—] X (—] sendo que, para @ =3 trata-se da elipse
(o] o,
0 0

representada do critério de Von Mises, e para « =4 trata-se da elipse representativa do
critério de Tresca. A Figura 9.2 mostra essas duas situgdes, juntamente com resultados

encontrados para 3 materiais metalicos.

0,6

0,5 — | \ : /
B  /
)+ () J b

Jo

0,3 (;{\
0,2 \

* Aco
o Cobre }\

Txy /g

0,1 = Niquel
0
0 0,1 0,2 03 0,4 0,5 06 07 0,8 0,9 1,0
Ux/UO
2
(o}
-2 4" +7,, =0,
Trescasou
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2 2
2 2 2
O'x O-x +Txy O'x o-x 2
+1/— + 3 7+2'xy
VonMises{t \/ J

(2] 42) -

Figura 9.2 — Comparacao experimental critérios de Tresca e Von Mises num estado plano de tensées

Conforme ilustrado na Fig 9.2, o critério de Von Mises apresenta uma maior coincidéncia do
escoamento plastico daqueles materiais com os dados experientais, do que o critério de
Tresca.

Um problema de grande importancia no campo da plasticidade é a determinacao das
condicbes em que se inicia 0 escoamento de um material quando submetido a uma
combinacdo de tensdes qualquer. Varios critérios de escoamento foram propostos,
entretanto, para materiais ducteis os mais usados sdao de Von Mises e de Tresca.
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CAPITULO 10

10 — RELACOES TENSAO-DEFORMAGCAO NA ZONA PLASTICA

A descricao da relacao entre tensao e deformacgao apds o escoamento para materiais
ducteis nao é uma tarefa trivial. No regime plastico a relacao entre tensdo e deformacao, em
geral, ndo é linear para a maioria dos materiais. As deformacdées ndo sdo unicamente
determinadas pelo estado de tensdes, mas dependem da histéria de como o estado de
tensbes atual foi alcancado. Considere um local inicial de localizagdo das tensdes de

escoamento AB, conforme mostrado na Figura 10.1

Subsequente local
~\. Local inicial
\\

\
A}

Figura 10.1 — Dependéncia da deformagao em funcao da histéria das tensoes.

Assumindo que o material esta sujeito a uma tensao uniaxial g, inicialmente, de modo
que esta plasticamente deformado além do ponto inicial de escoamento, até o ponto C.
Neste caso, o local de estados de escoamento sera definido pela curva CD e o seu estado

de deformacao plastica sera dado por:
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EP

el
== (10.1)
Vo =¥y =0

Onde os indices p, significam deformacéao plastica.

Se a tensdo uniaxial € entdo aliviada, por exemplo, para o ponto E e o material é
entdo sujeito a uma tenséo de cisalhamento z,, que aumenta de zero até o ponto F, no
mesmo local de escoamento anterior, o estado de deformagdo permaneceria 0 mesmo
descrito pelas Egs. (10.1). Contudo, qualquer outro caminho poderia ter sido percorrido para
se chegar ao mesmo estado F, partindo-se do ponto C, desde que nao cruze para fora a

curva CD. Por exemplo, o caminho poderia ter sido OCF.

Suponha agora que o material foi submetido a uma tensao z,, para o ponto D e entdo
arbitrariamente para o ponto F por meio do caminho DGF qualquer. Neste caso seu estado

de deformacao plastica seria:

Vo } (10.2)

P_pP —_pP — P — P —
E =& =E =Y, =)V =

O estado de deformacdes dado pela Eq. (10.2) é, aparentemente, sem relacado com aquele
das Egs. (10.1), embora o estado de tensdes seja 0 mesmo nos dois casos, definido pelo

ponto F.

Devido as diferencas em deformagao plastica nos caminhos de tensées escolhidos é,
usualmente, necessario considerar-se deformacoes plasticas incrementais, pelo caminho de
deformacdes escolhido e entdo integrar-se para se ter a deformacdo plastica total. No
entanto, se um caminho de tensdes proporcionais é escolhido de modos que todas as
tensbes aumentam na mesma proporcao, entdo a taxa de deformacdo plastica é
independente da histéria de tensbdes e depende apenas do estado final.

10.1 — Ensaio de Tracao Unidimensional

O tipo mais simples de carregamento pode ser representado pelo estado uniaxial de

tracdo, no qual o, > 0,0, = o, =0 . Para a maioria dos metais, por exemplo, a representa¢do
da curva o,x¢g, mostra o efeito do encruamento, assim como o da taxa de deformag&o. Na

temperatura ambiente tais efeitos podem ser despreziveis para a grande maioria das
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aplicacbes. Varias tém sido as tentativas de representacédo de tais curvas para os diversos
materiais. Um deles € o uso de duas retas inclinadas aproximando a transicao entre o
estado elastico e o plastico, sendo o ponto de interseccao entre elas a tensdo de

escoamento gp. A Figura 10.2 ilustra essa representacgao grafica.

v

Figura 10.2 — Aproximacao de uma curva o, x¢&, para materiais com efeito de encruamento

e desprezando-se o efeito da taxa de deformagéo.

A primeira reta no diagrama corresponde ao trecho elastico e faz um angulo de tan™E com o
eixo das deformacdes, onde E é i mdédulo de Young. A segunda linha reta, a qual representa
uma idealizacdo do efeito de encruamento, faz um angulo tan’B com o eixo das

deformagdes e pode ser representado por:

a=a,,+B(e—%)=A+Be (10.3)
Onde:
B

Outra representacao € aproximar a curva toda por uma funcao do tipo:
o=ke" (10.5)

Onde k e m (o coeficiente de encruamento) sdo duas caracteristicas constantes do material,
as quais sao determinadas de forma a melhor se ajustar aos dados experimentais. A
deformacao na Eq. (10.5) pode representar a total, elastica e plastica, sendo que neste caso
a parcela elatica continua sendo uma reta e a Eqg. (10.5) s6 deve ser empregada na regiao
de encruamento. E mais comum, no entanto, que a Eq. (10.5) seja usada para representar
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somente a deformacdo plastica, especialmente em materiais onde a transicdo elatico-

plastica nao seja bem definida.

Em altas temperaturas, no entanto, os efeitos da velocidade de deformacdo nao
podem ser desprezados e a curva o,xg tem a tendéncia de se tornar nivelada
rapidamente, de forma que o efeito do encruamento se torna desprezivel. Para muitas
aplicacbes praticas, portanto, o efeito do encruamento é desprezado e a representacao
passa a ser uma reta horizontal, com tensao constante, ay. Se nestes casos a deformagao
plastica € muito maior do que a parcela elastica, uma nova aproximacao pode ser feita
igualando-se a parcela elastica a zero. A Figura 10.3 ilustra esses dois casos.

c c
A A
A A
lo7) Op
v > £ v > E
(a) Plastico ideal (b) Plastico ideal, parcela elastica desprezivel

Figura 10.3 — Representacdes de plasticos ideiais.

10.2 — Relacao o, x ¢, universal para metais com efeito de encruamento

Neste ponto surge a questdo sobre a extensdo da generalidade da relagdo o, x¢&, obtida no
teste de tracdo uniaxial, no sentido de prever o comportamento do material no estado
plastico sujeito a um estado geral de tensbées. Duas sugestées tém sido apresentadas na
literatura para uma chamado “Relacdo o, x¢&, universal’ e eles sdo uma extens&o das duas
condicoes de escoamento ja apresentadas: Maxima tensdo de cisalhamento e Maxima

energia de distorgéo.

Ludivik foi o primeiro a considerar o problema em 1909. Em conrodancia com o conceito
corrente na sua época sobre a maxima tensdo de cisalhamento como critério de
escoamento, assumiu que tal tensdo € uma fungao apenas da porcao plastica da maxima
deformacao logaritimica definida como:
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Ele ressaltou que a maxima tenséo de cisalhamento deveria ser a tensdo verdadeira, isto é,
calculada com relacao as dimesdes da area instantdnea da seccéao trasnversal do corpo de

provas metalico.

Ros e Eichinger em 1929 propuseram extender o critério de VonMises-Hencky da energia de

distorcdo. Eles consideraram a tensao equivalente, ou efetiva definida por:

3
O =0, = ﬁrm = \/(0-1 -0y )2 +(0-11 _0-111)2 +(0-111 _0'1)2 (1 0-6)

Como funcao do seguinte invariante da porcao plastica da deformacao logaritmica:

1 — —_ v (= = v (= RV
ﬁ\/(gl_ell) +(€11_8111) +(8111_81) (10-7)

Nadai, em 1937 introduziu a notacao hoje aceita de “tensédo de cisalhamento octaédrica” e
de “deformacdo de cisalhamento octaédrica” e propds representar 0 comportamento ao

encruamento de metais por uma relagao funcional da forma:
7, =F(7,) (10.8)

Aqui z,, é determinada pela Eq. (2.72) partindo das tensbes principais verdadeiras e 7,, €

oct

definida pela integral:

_ _ 2 — — — — — —
Voot = Id},oct = EJ.\/(dSI —-dg,; )2 + (dé‘,, —dEy, )2 + (dgm —-dg, )2 (10.9)

Onde ¢g,,g, e &, sao as deformacgdes logaritmicas principais. A Eqg. (10.9) pode ser

integrada, sob condi¢cdes de “deformacao proporcional” o que sera esclarecido a frente, para

resultar em:

_ 2 [~ = — _ —
YVor = 3\/(81 —&y )2 + (811 —&m )2 +(€111 —& )2 (1 0.1 0)

E pode ser observado que est equacao difere daquela de Ros e Eichinger, Eq. (10.7) pela
constante 1/% . Pode-se também acrescentar que nenhum desses dois conceitos

representam satisfatoriamente a relacdo dos dados experimentais em metais. Os pontos

encontrados experimentalmente, geralmente, ficam entre esses dois conceitos.
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10.3 — Teoria de Saint-Venant para escoamento plastico

Uma relagdo o, x¢&, universal para um material com efeito de encruamento, ou em uma

forma dedicada para um material idealmente plastico, é formulada para relacionar uma
funcdo invariante de um tensor de tensées com uma funcdo invariante de um tensor de
deformacdes. Tal relacdo, contudo, é insuficiente para resolver problemas de distribuicao de
tensbes em um estado de tensdes na regido plastica. Relacionamentos entre dois tensores
que podem ser expandidos para relacdes entre componentes de tensores sao necessarios

para esse fim.

As relacoes o,xeg, no regime eldstico sdo exemplos de relagbes lineares exitentes

separadamente entre valores instantaneos dos tensores desviadores e separadamente entre
os valores instantaneos dos tensores esféricos. Existem outras relacées concebiveis entre

tensores e que tém importantes aplicacées nos mecanismos dos meios continuos. Sao elas:

10.3.1 — Lei de Newton generalizada para fluxo viscoso.

Estabelece que o seguinte relacionamento entre os tensores desviadores de tenséo e o de
taxa de deformacgéo:

S’ = 24 (10.11)

_dE’

Onde: E =
dt

E a taxa de variacdo do tensor desviador de deformagdes e u é o coeficiente de viscosidade.

10.3.2 — Relac¢ao de Kelvin para tensao-deformacao visco-elastica.

Se propbe a descrever o comportamento de soélidos inelasticos, assumindo que o tensor
desviador de tensées é um funcao linear de tensor desviador de deformagbes e do tensor
desviador de taxa de deformagéao:

S’ =2GE’ + 2 uE’ (10.12)
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10.3.3 — Relacao de Maxwell para tensao-deformacao para fluidos elasto-viscosos.

Propde uma relacdo linear entre o tensor desviador de tensdes, o tensor desviador de taxa
de deformacéo e o tensor de taxa de deformacéo:

S’+§S"=2,uE’ (10.13)

A teoria de Saint-Venant, publicada em 1870, e atualmente considerada a mais adequada
para descrever o fendbmeno do escoamento plastico, pode ser condensada em duas

equacdes tensoriais:
S’ =24’ (10.14)
E"=0 (10.15)

A primeira equacao expressa a proporcionalidade entre o tensor desviador de tensdes e 0
desviador de taxa de deformacgéo. Serd mostrado que o escalar y € uma funcao da tensao de
escoamento, oy, € da taxa de deformacédo sendo, portanto, uma funcdo das coordenadas
espaciais do ponto e do tempo. Sendo assim, a similaridade entre a Eq. (10.14),a qual
governa o fluxo plastico ndo-viscoso e a Eq. (10.11), que governa o fluxo viscoso e na qual u
€ uma verdadeira constante para uma dada substancia em uma determinada temperatura, é

somente aparente.

Re-arranjado a Eq. (10.14) na forma:

S = (ﬁ}w’ (10.16)
dt

O caracter incremental da teoria de Saint-Venant fica mais bem ressaltado. O significado do
fator A pode mostrado recordando que de acordo com as Eqgs. (2.73) e (4.156) as tensdes e
deformagdes octahedricas s&o invariantes compostos dos tensores de tensbes e
deformacdes e que, consequentemente o mesmo relacionamento (Eq. (10.14)) exitindo entre
os tensores desviadores de tensdo e de deformacédo e que deve também se manter entre

Toct € 7oct /2 que é:
Toct =2’706t (1017)

Do que se pode deduzir:

4= Boe (10.18)

7oct
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Além disso o critério de escoamento da energia de distorcdo pode ser apresentado conforme
a Eq.(7.16) na forma:

T,, =0, (10.19)

Para se obter:

A=£f’—0 (10.20)

3 7oct
A segunda equacao da teoria de Saint-Venant, Eq. (10.15) é, na verdade uma equacao
escalar. E normalmente referenciada com “Equacéo da Constancia de Volume” e expressa

que a deformagcdo média normal ¢g,, e consequentemente também a deformacao

m

volumétrica, 4= 3¢, , é zero, ou da Eq (4.133a):
E +E,+&,;=0 (10.21)

Da Eq. (10.15) pode-se deduzir também que:

E”=0 (10.22)
Ou
de, +de,; +de,; =0 (10.23)

E consequentemente:
E=E'+E"=E’ (10.24)

A Eqg. (10.16) pode entao ser escrita como:

S = (ﬁ}ﬂz (10.25)
dt

Esta equacgao expressa a proporcionalidade entre o tensor deviador de tensdes e o tensor

de deformacao incremental. Se as componentes de um dos dois tensores sdo tomadas com

relacao aos seus eixos principais a Eqg. (10.25) requer que 0s eixos sejam 0s principais para

ambos. Em utras palavras, a teoria de Saint-Venant implica coaxialidade entre os tensores

desviadores de tensdo e os de deformacdo incremental e a Eq. (10.25) pode ser escrita

como uma relacdo entre as matrizes de dois tensores referenciados aos eixos principais:
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0 0
3 Jfde 00
0 20, =01 =0 0 =22 o 4e, 0 |(10.26)
3 dt .
0 0 20,,—0,—-0y, 0 0 dey,
3

A qual pode ser expandida em 3 equagdes como segue:

61

20'1 Oy =0y Ed{:‘,
61

ZO'H—O'HI (of Edsﬂ (1027)
64

20,,—0,—0, =—d¢€
11 1 11 dt I

Eliminando-se 64/dt da primeira e segunda equacdes e da primeira e terceira, tem-se:

201 —0;— O — dgl
2 Oy —0;,—0y de )il

(10.28)

As quais, juntamente com a relacao de constancia de volume (Eqg. (10.23) resultam em um
sistema de equacdes diferenciais. Este sistema deve ser integrado ao longo de um dado
caminho de tens6es ou de deformacbes para se obter um caso finito de relacdo tenséo-
deformacado. Se as deformacdes resultantes sdo pequenas, conforme trado no Capitulo 4,
deformagdes convencionais podem ser usadas na integracdo desse sistema de equacgdes

sem erros significativos.

Se a deformacéao resultante € grande, contudo, o incremento de deformacdo de deve ser
considerado com expresso em termos de dimensdes instantaneas e substituido por termos

de , isto é, incrementos de deformagdes logaritmicas.

Deve ser salientado que a teoria de Saint-Venant estabelece relacionamento entre
incrementos de tensdes e de deformacbes na regido plastica somente, durante o

carregamento (dz,, >0) ou em condi¢cdes de carga neutra (dz,, =0). Na regido antes da

oct

condicao de escoamento e durante o descarregamento (dz,, <0) a relagdo entre tensao-

oct
deformacao foi apresentada no Capitulo 6. Para os casos onde uma parcela elastica ainda
permanece, durante o regime plastico, ela deve ser considerada pequena o suficiente para
ser desprezada.
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10.4 - Equacoes de Levy-Mises

A relacdo entre as razdes dos componentes de deformacdo incremental e a tensao
desviadora foi originalmente proposta pé Levy em 1871 e independentemente confirmada
por Von Mises em 1913 quando se tornou mais conhecida. Estas equag¢des sdo usualmente
conhecidas com the Levy-Mises e podem ser expresas como:

de, de, de. de, de, deE
X — Yy — z — Yz _ Xz — xy:d/’l (1029)

X y z Z-yz sz Txy

Onde dA é uma constante positiva que pode variar durante o “caminho” do carregamento. A

relacao proposta pode também ser escrita como:

de,.—de, de —de. de —de. de,, de. de,
s == =—S=——=dA (1030
o,-¢, o0, o.-0, 1. 1. 71,

As equacdes acima envolvem a deformagao incremental total e ndo a deformacao plastica
incremental. Portanto, essas relacdes sé se aplicam para um material rigido perfeitamente

plastico, no qual a componente de deformagéao elastica é zero.

Estas equacdes fundamentais da teoria da plasticidade sdo para os metais isotropicos, e
podem ser expressas pelas componentes desviadoras:

dg'ij:%d/l o' (10.31)

Ou por componentes:

dA
de . —de, — dA,
2 2 GX - O-m TX XZ
dA,, da., 3 '
T dgy _dgm T :Edﬂ/ Txy O-y _O-m Txy (1032)
dsz da,, de. - de, 2= Ty 0.~ 0O

Sabemos que na regido plastica o volume é constante, ou:
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d€x+d8y+d€z=0 ou dg :O (1033)

m

A constante dA é escalar e chama-se “Modulo de Plasticidade” e é dada por:

dA =

de (10.34)
(0}

Essas equacoes somente se aplicam para um sélido plastico isotropico ideal (rigido), no qual
a deformacao elastica é desprezivel em relacao a deformacéao plastica. Em outras palavras.
Admitindo-se que u#=0,5, a deformagdo é plastica (volume é constante). Entdo, as

equacoes de Levy-Mises para materiais isotrépicos podem ser escritas:

de 1
de, :7 o —E(O'y +0,
de 1
de, =— o, —E(O'x +0,)
de
de, = o, ——(O'y +0'x1
(10.35)
de
dgyz = 3?’[))2
de
dgxz = 3?sz
de
dgxy = 3?7)@)

d . - : ~ :
O termo — pode ser calculado a partir da curva tenséo efetiva x deformacéo efetiva (=dA
o

moddulo de plasticidade).

Agora a Eq. (10.35) pode ser escrita em termos das tensdes e deformagdes principais € sao
dados por:

de, :g
o

o, —%(02 +0'3){ (10.36)
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de 1
de, =—|o, ——\0o, + 0,
2 o 2 2( 3 1)
de 1
de;=—|o,——\0,+0O
3 o 3 2( 1 2*

Uma vez que os incrementos de deformacao sao conhecidos, entdo, simplesmente através
do somatério sera conhecida a deformacéao plastica total. As Egs. (10.35) e (10.36) sao

essenciais na analise dos processos de conformacdo dos metais.

Outras funcgdes utilizadas sdo a tensdo e deformacdo efetivas, também chamadas

verdadeiras. Estas funcdes sao definidas pelas seguintes equagdes:

1
€ \/_‘del de,) (d€2—d€3)2+(d€3—d€1)2‘2 (10.37)

Chamada de Incremento de deformacéao plastica efetiva ou verdadeira e

1

_:%‘(61_0-2)2+(62_O-3)2+(63_0-1)2‘2 (10.38)

Chamada de Tenséo efetiva ou verdadeira.

Evidentemente que a tensdo efetiva e a deformagédo efetiva sdo ambas reduzidas, num

ensaio de tracdo, as componentes normais axiais de tracao e deformacéao, respectivamente.

As equacoes de Von Mises (Eq. 10.29) apresentam grande semelhanca com as equacdes

da lei de Hooke (Eq. 6.4) e sé&o:

Estado Elastico Estado Plastico

a) dA é uma constante, escalar no
negativa, e depende do estado de
a) “E” & uma propriedade mecanica tensoes. Nao é  propriedade
mecanica e chama-se “Modulo de
Plasticidade”

b) As tensdes sao proporcionais as | b) As tensdes sao proporcionais aos
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deformacdes totais (lei de Hooke) incrementais das deformagdes

1 . .
c) Razéo de Poisson (i) é constante | ¢) Igual a B na regido plastica, para

na regiao elastica e depende do .
9 P todos os materiais, porque o volume

material .
é constante £ +¢&, +& =0

10.5 - Equacoes de Prandtl-Reuss

A determinagdo das relagcbes tensao-deformacdo no regime plastico foi aparentemente
originada de Saint-Venant em 1870 com um tratamento de deformagéao plastica plana. Ele
propds que os eixos principais de incremento de deformacdo e NAO de deformacéo total,

coincidissem com 0s eixos principais de tensao.

A relagcdo tensao-deformacdo para um material elasto-plastico perfeito foram inicialmente
propostas por Prandtl em 1924 para deformacbes planas e generalizadas,
independentemente, por Reuss em 1930. Reuss assumiu que o incremento de deformagéo
plastica, €, em qualquer instante do carregamento, proporcional ao tensor de tensodes

instantaneo e de tensdes de cisalhamento, de forma que:

de! de] de! _dy;, dy; dy:
o' o' o' T T T

X Yy K4 yz Xz xy

=dl (10.39)

Ou mais compactamente na notagéo tensorial:
def =o0';dA (10.40)

Onde o é o tensor desviador de tensbes e dA4 é uma constante de proporcionalidade

escalar positiva, a qual ndo € uma constante do material e pode variar ao longo da historia
do carregamento. O indice “p” indica que somente a parcela de deformacao plastica foi
usada. As Egs. (10.40) indicam que o incremento de deformacao plastica depende do atual
estado de tensdo desviadora e ndo do incremento de tensdo requerido para atingir tal
estado. Também implica que o0s eixos principais de tensdo coincidem com 0s eixos
principais de incremento de deformacdes. Deve ser ressaltado que as Egs. (10.40) fornecem
as razbes de incremento de deformacao plastica nas varias diregcdes e ndao determinam a
real magnitude dos incrementos de deformacao plastica. Para obterem-se as magnitudes
dos incrementos de deformacéao plastica € necessario introduzir um critério de escoamento.

Das Eqgs. (10.40):
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p
de! —dd

4

X

de’ =dldAi= (o, -0, )dA

_ [(,x _h++x+0z)]d 1

= %dﬂ[ax —%(O'y +0, )}

A Eq. (10.40) pode ainda ser escrita em termos de suas componentes do tensor de tensdes,

como:
de’ =£d/l o, —1(0' +0'z)
3 L 2 ]
2 0 1 |
de) = Edl_ay —E(O'z +0, )_
der =2ailo Lo, +0)|f (10.41)
3 L 2 7
dy! =dit,,
dy! =dit,,
dy! =dAz,,

Se os valores de dA sao conhecidos entao as relagdes tensdo-deformacao plasticas podem

ser definidas. Subtraindo-se a segunda da primeira das Eqgs. (10.41) produz-se:
de} —de) = %dl[ax —é(ay —az)— o, +§(0'z -0, )}

= %dﬂ[g (ax -0, )]

= dﬂ(ax -0, )

Portanto:

(de? —der} =(@a)(o. -0,

Desta forma segue que:

(de;’ —de‘;’)z +(de;’ —dez”)z +(def —dez”)z +6[(d7;’y)z +(d;/;’;)z +(d7;;)zl

10.42
=(d/l)2[(0'x—0'y)2+(0'y—0'z)2+(0'z—0'x)2+6(rjy+rjz+rfx)] ( )
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Por analogia pode-se perceber que o lado esquerdo da Eq. (10.42) esta relacionado com o
incremento de deformacgéo plastica, d€” e equivale a 9/2d&”. Similarmente, o lado direito

esta relacionado ao segundo invariante do tensor desviador de tensdes, J, e equivale a

(@A) 6J,. Pode também ser mostrado que:

, o
J,=—
23

Portanto:

~laer} =(@aysr; =22y’

— (10.43)
di= g[de J

2( o

Entao as relacdes tensao-deformacao plasticas das Egs. (10.41) se tornam:

_p = =
de? =d% o, —é(ay +0'z)
de’ [ 1 i
de';’ = - o, —5(0'1 +0'x)_
_p [~ =
de’! =di o;_——(ax+0'y)
2 A1 (10.44)
3de?
Wy =35
3de?
W=7 5 o
gy 3 4E”
x 5 x

Para um material perfeitamente plastico estas equacdes podem ser da forma:

cP
de! =§(d£ )0'.'. (10.45)

5 y

As Egs. (10.45) sédo funcdes do segundo invariante de deformagdes, do desviador de
tensbes e, portanto a proposta original de Reuss implica que o critério de escoamento de

Von Mises é aplicavel.

O total de incremento de deformacdoé a soma do incremento elastico, o qual é agora

definido como de&° e o incremento plastico, de? . Portanto:



del.j = deij + del.j.’

Substituindo-se entao nas Eqgs. (6.11) (10.4) respectivamente:

o i

de, =| L |+7,
ij 2G i
o i

de, =| L |+9,
ij 2G i

o, +0,dA

"2

] 3(6152
o, +— O

(10.46)

(10.47)

(10.48)
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Estas equagdes para um material perfeitamente elasto-plastico sdo conhecidas como as

Equacébes de Prandtl-Reuss e sao, obviamente, complexas. Durante muitos processos de

conformacao plastica, a componente incremental elastica € desprezivel comparativamente a

plastica na regiao plastica. Nestas aplicacoes & entdo possivel desprezar a parte elastica na

deformacado total. Nos casos em que isso nao €& possivel, por exemplo, em casos de

deformacao elasto-plastica e casos de efeitos de retorno elastico € necessario uma re-

avaliacdo dessas equacbes para produzir os resultados precisos. Se a porcao elastica é

desprezada o material é considerado rigido-plastico perfeito, sendo incapaz de deformacdes

elasticas e tendo um médulo de elasticidade infinito. Nao ha deformacdes a menos que q

tensdo de escoamento seja atingida e o incremento total de deformacgédo seja idéntico ao

incremento de deformacéo plastica.

Considerando as direcdes principais, as Egs. (10.40) podem ser declaradas como:

de; de;, de,

4 /7

’
O-I O-II O-III

Ou ainda:

de? = o/dA,de!, = 0,dA,de}, = o0),dA

Portanto:

(@er -der)
(O-; - 0-;1 )
(ag}, -dep,)
(O' ;1 -0 ;11 ) -

=dA

f=dﬂ
(0'111 _0'1)

N

=dA;

J

(10.49)

(10.50)



141

Os numeradores do lado esquerdo das Eqgs. (10.50) sao os didmetros dos 3 circulos de

Mohr para os incrementos plasticos de deformacédo e os denominadores sao os diametros

de 3 circulos de Mohr de tensdes, como mostrado na Figura 10.4.

A Tensdo de
cisalhamento 7

O

Tensao normal o

de;]

/

»
»

Incremento de

de;,

de}

Deformagao pléstica de’

Figura 10. 4 — Circulo de Mohr para as tensdes e incrementos de deformacdes plasticas.

10.6 — Relacoes Tensao-Deformacao

Equacdes similares aquelas encontradas nas Egs. (10.45) e (10.31) podem ser derivadas

envolvendo taxas de deformacdes, a saber:

. 7 A
£ =0,

ou

Portanto:

(10.51)

(10.52)
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. 3(& g\ ]

€ =5(E (o-x_o-m)=(g -O'x __(o.y_O-Z)i|

A 3(e g\

&, =3 & Jo -0 )=(£]o-lo-a0)

. 3(¢ 3

ez_E(E (O'Z—O'm)—(g _o-z__(o-x_o-y)i| (1053)
, :

. 3(e&

Ve =3\ 5 Ty

7yz_2 G vz

7zx_2 c zx J

Onde, seguindo as notacao de fluxo de Newton, o ponto acima da letra indica sua derivada
no tempo.

10.7 — Teoria de Hencky para pequenas deformacoes plasticas

Para pequenas deformacdes plasticas a Eq. (10.14) de Saint-Venant tem sido substituida

por uma relacdo aproximada entre o tensor desviador de tensdes e o de deformacgdes:
S’=2G,E’ (10.54)

Onde G, é variavel de um ponto de vista para outro e pode ser considerada, por analogia, a
relagédo elastica, como um “maédulo de cisalhamento plastico”.

Assumindo que, como na teoria de Saint-Venant, a constancia de volume, que E” =0, a Eq.
(10.54) se torna:

S’ =2G,E (10.55)

A proporcionalidade entre os dosi tensores implica em coaxialidade, portanto, esta equacao

pode ser expandida em termos de tensdes e deformacdes principais, como segue:

20,-0,,—0O 1 o, +0 1 o, +0
6'1 = 1 11 Jiid = O-I _ 11 Jiid - O-I _ 11 111
V4

6G, 3G 2 E, 2
’ =20'11_0'111_0'1 _ 1 O.H_O-III+0-I =i ”_0'111—"'0'1 . (10.56)
6G, 3G, 2 E, ?

c _20,-0,-0, 1 . O, t0, ) _ 1 o _o,t0y,
/7 - I 2 - E I 2
p

p
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E, pode ser interpretado como um “modulo de plasticidade” tendo o mesmo papel do moédulo
de Young nas equacdes de elasticidade. O coeficiente de Poisson assume o valor 0,5 para

manter a constancia de volume durante a deformagéo (K — ).

Deve ser enfatizado que os valores de £ nas Egs. (10.56) sdo pequenos e finitos e nao é
permitido calcular a deformacéao final pela integracdo dessas equacgdes. As equacgdes de
Hencky fornecem valores idénticos as de Saint-Venant sob duas condi¢des: (a) que os eixos
principais das tensdes e deformacdes para cada particulas ndo rotacionem com relagao as
demais durante a deformacao; (b) que durante a deformacao esta seja proposcional, isto &,
valendo as relacdes:

de, deg, dg,
81 811 SIII
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CAPITULO 11

11 - Trabalho de Deformacao Plastica

Quando um material, em engenharia, é deformado na temperatura ambiente ele
normalmente sofre do efeito de encruamento, ou seja, sua resisténcia mecanica aumenta de
acordo com a intensidade de deformacgao e a tensdo necessaria para manter a deformacao
aumenta. Durante a deformacéo trabalho externo é realizado e naq teoria da plasticidade um
importante comceit é o de trabalho plastico.

O trabalho realizado por unidade de volume em um elemento durante a deformacédo é dado
por:

dwW =o; dg;
= o,lde; +ae?) (11.1)
=dW,+dW,

O trabalho realizado por unidade de volume, dW, =o,de;, € necessario para produzir
deformacao elastica e é recuperavel. No entanto, a energia dissipada por unidade de volume

para produzir deformagédo plastica, dW, =o,de]

7, ndo é recuperavel uma vez que a

deformacao plastica € um processo energeticamente irreversivel. A Eq. (11.1) pode também

ser escrita como:

dW, = o,de} = oide! + o,de) +osde] (11.1)
E em termos de tensdes principais se torna:

dw,=odel +0,de; +o,de; (11.2)

Entao o trabalho plastico total por unidade de volume durante uma deformacao finita é dado
por:

W, =[o,de] (11.3)
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Onde a integragéao é computada sobre o caminho real de deformacéao partindo de um esatdo

inicial do metal.

Considere o plano onde os eixos séo as diregdes dos eixos principais desviadores, o;,0, €
o, . Isto é possivel porque para um dado ponto no plano 7 o) =0,, o, =0, € o, =0,, uma
vez que a equagao para o plano # é o,+0,+0; =0 e o, =0. Adicionalmente, desde que
para incrementos de deformacdo pléstica de’ +def +def =0, os componentes de

deformacao plastica podem também ser representados por vetores no plano z# desde que

esses sdao multiplicados por, por exemplo, uma constante como 2G a fim de que eles tenham
a dimensao de tensdo. O vetor de tensbGes desviadoras, OP e o vetor de incremento de
deformacdo plastica QR podem ser entdo representados no mesmo diagrama como
mostrado na Figura 11.1.
’
0-3
2Gde!

o]
2Gdeg;
2Gde;
Figura 11.1 — Vetrores desviadores de tensdo e de incremento de deformacao

representados no Plano

Da Eg. (11.1) o incremento de trabalho plastico, dW, é dado como o produto escalar de dois

vetores, OP e OR . Portanto:

— —

aw _ OP-OR
» 2G
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OP|OR|cos (0 - }/)

2G
Onde:
or|-fe e 11 ~(3)
E

oF| = 26(aer ¥ +aerf +(aer Y] = ZGGJM I5?

O iuncremento de trabalho pléstico €, finalmente, dado por:
dW, = od&”’ cos(0-y) (11.4)

Se agora assume-se que 0s eixos principais dos incrementos de deformacéo coincidem com

0S eixos principais de tensado, entdo @ =y e a equcao (11.4) se torna:
dw, = ode” (11.5)

A qual é valida para a relagdo tensao-deformacao de Prandt-Reuss. Isto implica em que a

Eq. (10.45) pode ser escrita na forma:

dw
de? =i( P};t (11.6)

vo2l e )Y

E necessario que se determine o grau de encruamento que ocorre em um dado metal
quando ocorre a deformacéao plastica. Duas hipéteses tém sido propostas para esse caso.
Uma delas é a proposta de Hill que assume que o grau de encruamento depende somente
do trabalho plastico total e € independente do caminho de deformacéao. Isto implica que a
resisténcia a deformacdes adicionais depende somente da quantidade de trabalho plastico a

partir do momento inicial e € computado por meio do critério de escoamento.

Como demonstrado anteriormente, o critério de escoamento para um material isotrépico,

com efeito de encruamento pode ser escrito como:
¢(o-ij)= K

Onde a magnitude de K muda conforme o metal se encrua, mas ¢(0',.j) se mantém

independente da direcdo se o metal € isotropico. De acordo com as hipdteses, K € uma

funcao do trabalho plastico total por unidade de volume, entao:
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oo, )=rw,) (11.7)

Também foi mostrado que o critério de escoamento de Von Mises prediz o escoamento para
metais com exatidao suficiente idependentemente do grau de pré-deformacao. O lugar do
escoamento final para esse critério é independente do caminho de deformacéao e também da
tensdo hidrostatica.

Em termos de tensdes principais, este critério de encruamento isotropico é:
2 2 2
(0'1 _0'2) +(0'2 _03) +(03 _0-1)2 =6k

Onde k é a atual tensdo de cisalhamento dependendo apenas da quantidade de pré-
deformacado. Contudo, é mais conveniente usar a tensao efetiva, &, para exprimir a fungao

de escoamento, que fica:

7={Uor-o +-0f +o -0 =Ll +rr v ] = s 1)

A Eq. (11.8) é vélida somente para materiais isotropicos com efeito de encruamento e sem
efeito de Bauschinger. Também implica em que nenhum trabalho plastico é realizado pela
componente hidrostatica de tensdo. Nenhuma mudanga em volume ocorre embora a forma
se mude durante a deformacao plastica. A densidade permanece constante e o metal é,

portanto, considerado incompressivel.

A hipo6tese de encruamento pode entdo ser escrita na forma:

& = f([aue’) (11.9)

E segue que ¢ é uma fungéo de Idé” onde a integracdo é computada sobre o caminho de

deformacdo. Portanto:
6=de§P=HEP (11.10)

Este equagado € normalmente mais conveniente para usar do que a Eq. (11.7) embora estas
duas possam produzir resultados diferentes quando aplicadas a um metal que nao é
isotropico e que ha efeito Bauschinger presente. A Eq. (11.10) é uma afirmacao da segunda
hip6tese de encruamento a qual assume que a deformacéao plastica equivalente, £” como a
verificacdo de encruamento. As Egs. (11.7) e (11.10) foram propostas por Ford e sao
conhecidas como as hipbteses de trabalho de encruamento de encruamento,

respectivamente.
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A poténcia de trabalho plastico pode ser escrita a partir da Eq. (11.5) dividindo-se pelo
diferencial de tempo:

dw £"
o (11.11)
dt dt

Integrando-se vem:
W, = [aier (11.12)
0

Supondo-se que uma parcela da energia de deformacao plastica seja transformada em calor

a energia térmica especifica pode ser expressa como:
0, = B[ oie” (11.13)

Onde B € a porcentagem de energia de deformagéo plastica convertida em calor. Se o
processo pode ser considerado isotérmico e adiabatico, todo o calor se presta a aumentar a
energia interna na pec¢a, aumentado sua temperatura que pode ser dada por:

T=T0+& (11.14)

cp
Onde:
T = temperatura final da peca;
To = temperartura inicial da peca
¢ = calor especifico do material da peca;
p = massa especifica da pega.

Se o material sendo deformao pode ser considerado como um plastico ideal obedecendo ao
critério de escoamento de Von Mises e a teoria de Saint-Venant para escoamento plastico,

considere uuma deformacdo infinitésima definida por incrementos infinitésimos, de,,de,,de,
das deformacdes principais sob estados instantéaneos de tensao definidos por o,,0, € 0,.0
trabalho plastico por unidade de volume, dW?, dissipado durante tal deformacéo infinitésima
é:

dW’ =o,de, + 0,de, + o,de, (11.15)

Ou, recordando que ha constancia de volume, que pode ser expresso como:
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de, =—de, —-de,
Vem que:
dW’ = (o, -0,)e, + (0, - 0, Me, (11.16)

Da Eq. (10.28) introduzida agora a Eq. (11.16) tem-se que:

(0'1—0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'3—O'1)2

dW? =de
! 20,-0,-0,

(11.17)

Usando como referéncia a Eq. (7.27) a qual expressa o critério de Von Mises e as Egs.
(10.27) que expressam a teria de Saint-Venant, tem-se:

0.2
dw? =24t 11.18

34 ( )
Para integrar essa equacéao a variavel 4 deve ser conhecida como uma funcdo do caminho
de deformacédo. Recordando o critério de Von Mises para escoamento formulado em termos
da tensdo octahédrica de cisalhamento e a expressao dada pela Eq. (10.20) a seguinte

equacao € obtida:

V2 V2

aw? =70' Y. dt =70-0d70ct (1119)

07 oct

Ou também, introduzindo a deformacéao efetiva definida no Capitulo 4 como:

L
- 2 7oct

Tem-se:
dW? = ¢,dE (11.20)

Quando a deformacdo € grande, o incremento logaritmico dever ser introduzido na Eq.
(11.20) antes da integragao. O incremento de deformacao logaritmica octahédrica é definido

pela equacéo:

i, = %J(dg, _de,Y +(de, -dg, ) +(de, —dz, Y (11.21)

O qual com relacao a constancia de volume se reduz a:

A7, = \/ngéf +d&,dE, +dE’ (11.22)

Nadai mostrou que em casos onde a deformacao é proporcional a tensao, com:
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de, de, _dz,
& & &

Esta expressao pode ser integrada para produzir como resultado:

7. = \/%5,2 +EE, +E (11.23)

A qual define a deformacado octahérica de cisalhamento. Para os casos de grandes

deformacdes com a deformacdo ainda proporcional a tensao o trabalho total plastico é

obtido pela integracdo do lado direito da Eq. (11.19):

we = [aw =%0'0\/§,2 +EE,+E (11.24)



