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SISTEMA LINEAR DE BARRAS COM MOLAS ELASTICAS
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Nesse exemplo:
3 graus de liberdade
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Relacao elastica entre forca e deslocamento
F = kU

ELEMENTO 2

k,Uy + ky,(—Uy) = F4
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Matriz de rigidez:
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Matriz de rigidez do elemento 2

relaciona forcas nodais com deslocamentos nodais
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Fﬂa Equacdes de equilibrio:
? L F(" + FP + FP + F{¥ = R,
- Fi# 4 FL) 3 F5 = Ry Eq. (2)

% ; ng) 4 Ff-'” == Ry

Substituindo as Eqgs. (1) na Eqg. (2), tem-se o sistema linear a ser resolvido

(ky + ky + ks + kg) —(ky +ks3) —(ky) | (U4 R,
—(k, + k3) (kp + k3 +ks) —(ks) ,[Ug] = [Rg]
—(ks) —(ks) (kg +ks)| \Us) \Rs
K.U=R

Dimenséao do problema:
nr. todas de graus de ) 2
liberdade (ngdl)

K: Matriz de rigidez de toda a estrutura
U: vetor deslocamento nodais da estrutura
R: vetor de forcas externas nodais da estrutura




METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF) \

METODO CONFIAVEL NA ANALISE EM ENGENHARIA

X ANALISE MATRICIAL DE
EVOLUCAO NATURAL m=)
“ MODELOS RETICULADOS

ORIGEM: Argyris e Kelsey (1955), Turner et al. (1956)

Clough (1990): “... “the essential idea in the proposed Turner
procedure was that the deformations of any plane stress element
be approximated by assuming a combination of simple strain
fields acting within the element...”

Argyris, J, Kelsey, S. 1960, Energy theorems and structural analysis, Aircraft Engineering, 1954 and
1955, reprinted by Butterworths Scientific Publications, London.

Turner, M, Clough, RW, Martin, HC and Topp, LJ,1956,Stiffness and deflection analysis of complex
structures, J. Aeronaut. Sci., Vol. 23, pp. 805-823.




METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)
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Método dos Elementos Finitos (MEF)

Estrutura idealizada ‘ Elementos de tamanho finito
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Metodo dos Elementos Finitos (MEF)

HIPOTESES

MECANICA DOS SOLIDOS

FORMULACAO BASEADA EM DESLOCAMENTOS

ANALISE ESTATICA

ANALISE ELASTICA LINEAR




METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
Subdividir o dominio em subdominios, em elementos finitos;

Aplicam as funcbes aproximadas para o campo das variaveis
pertinentes nas EDPs de um problema de valor de contorno
(PVC);

Para o caso de se basear no metodo dos deslocamentos, 0
campo aproximado € o dos deslocamentos, associados a
parametros nodais. ‘




Partindo-se entdo das equacdes diferenciais de equilibrio:

O-ij,j + bi - O, l,] — 1,2,3

Pi =P =0y N, em rp i, j =12,3 forcas de superficie prescritas

Ui =Ui em F

i,j=123 deslocamentos prescritos NS Fp + 1
u ! 169

Método dos Residuos Ponderados: _[(O-ij’j +b) u; dV=0 1i,j=123
v

Ui : campo de deslocamentos continuo e virtual, que satisfaca: Gi =0 em Fu

N\

Funcdes aproximadas (teste) — Trial Functions

Aplicando-se o teorema da divergéncia, e uma identidade matematica, tem-se:

jéT-a dV:jﬂ-b dv + jil-io ds
vV |4 Sr.
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Na mecanica dos solidos, € comum empregar o famoso método de Bubnov-Galerkin no PTV, o qual impde
que as funcdes pesos e admissiveis sdo iguais u = U;

A A S A AT Ve
Funcdes aproximadas —

A L A A A e

—

H e B sao as matrizes de interpolacao de desloc. e deformacéo resultantes da funcao teste

Para um elemento finito genérico “e”: Lei constitutiva: Lei de Hooke
o =De¢
~nodal\T T ~nodal
@y | | BID.B, av|-agece b upe
4 e e R
= @ey” | HIb, av +@dy” | HIp ds s
4 ST

p



Para o elemento “e”:

K
F

. Vvetor resultante devido as forcas externas
U

o Matriz de rigidez (ngdl x nr_nos_elem)?

e  Vvetor dos deslocamentos nodais

Fazendo-se o0 somatoério de todos os elementos “ne” que compdem o dominio em
estudo:

Para a estrutura total:

ne
K = Z IBeT D.B.dV matriz de rigidez (nn x ngdl) x (nn x ngdl)

e=1 V,
= i IHeTbedV W IHeT p.ds Vetor de forgas nodais equivalentes (nn x ngdl),
e=1| v, Sty conhecidos
Vetor de desloc. nodais (nn x ngdl),
K.y _ desconhecidos

14

nn: nr. de nds; ngdl: nr. de grau de liberdade de cada n6



FUNCOES TESTE — FUNCOES DE FORMA

As funcdes aproximacoes (teste):

escolhidas de modo que a aprox. melhore conforme nr. de termos das solu¢cbes aumente. Se isso ocorre,
7l = u é dito completa

Linearmente independente

Tem valor unitario no no i e nulo nos outros nos. u(x) =y () + oy (X)) + ...+ A (x) +...+ &, p,(x)

T

Técnica de interpolacao lagrangiana: f‘ixk u(x) i(x)  u(x)
E4¢4
) @,(x)
Cmxy) o cxex
(2 — %) ]
@;(x) =+
M se X; SX=X4
_h(x:'+1 _If)




FUNCOES TESTE — FUNCOES DE FORMA

Muitas possibilidades de escolha da funcéao teste — Familias de elementos finitos!

Exact

"""" ~¢_ Approximate Aproximacgao local

» 16



MEF: MONTAGEM DA MATRIZ K
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Caracteristicas da matriz de rigidez (K)

ser altamente esparsa
ser positiva-semi-definida
ser simétrica

ser bem estruturada
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MEF:
« Formulacao local, facilita modelos nao-lineares

« Existem grande familia de elementos finitos

« Geometria complexa é imediato

 Dificuldade para aproximar campos singulares,
gradientes de tensoes, descontinuidades (Mec. Fratura)

« EXxige eficientes técnicas de remalhamento
* Facil realizar enriquecimento “h” localmente

« Matrizes esparsas, simetricas e em banda




MEF — PORTICO PLANO

2 - DEFINICAO DE MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE FORGA NODAL LOCAL

Seja o portico plano qualguer, definido em um sistema de coordenadas global, conforme
figura abaixo:

Toma-se um elemento genérico “° conhecidos suas coordenadas neste sistema global,
sua area, modulo de Young e momento de inércia, que s&ao admitidos constantes ao longo
do elemento.

Define-se um sistema local [_E;LEJ dextrorso, de modo que o eixo x seja orientado do né

local @ para o no final @ e que 0s versores -e - sejam idénticos.

"I;E,uz

Associam-se aos nés locais do elemento " os trés graus de liberdade existentes no
portico plano com sentido positivo indicado pelo sistema local, ou segja,



MEF — PORTICO PLANO

‘\y
k6 {8}={u, v, 6, u, v, 8}
l.ll/v kgV1
i / :
Z

(1344

Deste modo, a barra genérica “j” pode
ser indicada como:

q(x



MEF — PORTICO
PLANO u(&)=ag + 0q.§

X
(

onde: &=

Determinacéo da Matriz de Rigidez para Que pode ser representada matricialmente por:
Elemento Finito de Trelica
ol
O 8}'{ 0} (31)

a1

Os parametros nodais a ser considerados sdo os deslocamentos longitudinais ui e uj no:
nos 1 e j. Portanto, impondo as condi¢des de contorno:

u(g =0)=ui
u(g=1)=uj
% E trabalhando os resultados, obtém-se:
= —» X
1 1 J op = ui
oLq = Uj — Ui
\J
Y Chegando a seguinte relacdo entre pardmetros nodais e generalizados:

{:}E ?HEJI} (2




ﬂ MEF — PORT|CQ PLANQO Determinacao da Matriz de Rigidez

para Elemento Finito de Trelica

ui
ué)=1-¢ gpq . 33
(&) =1 }{uj} (33)
Portanto:
[ot]={1-= ¢} (34)
fui _
{Unt} = lui (35) | Substituindo (34). (35) e (36) em (33). obtém-se as seguintes relagdes:
Que sdo, respectivamente, a funcio de forma e o Vetor de Deslocamentos Nodais para U(E} - [¢t]'{unt} 37
elementos de trelica. du(e) _
Pode-se entéio, determinar a derivada segunda da funcéio de forma: ds - [Bt ]'{Unt } (38)
d )
[Bt]= Ef_lt] = {-1 1} (36) Sabe-se que:
: du duds 1du

dx ds dx ( ds

Substituindo (38) em (39), fica:
1
ex =~ [Brl{Unt} (40)

Para treliga, temos:

{E} = {E}t =&y (41)

-t -
{c}={c} =0y =Es (42)

sSubstituindo (41) e (42) em (7), temos:



MEF — PORTICO
PLANO

Determinacdo da Matriz de Rigidez para
Elemento Finito de Trelica

Gy EEX

D]=[D]' =X ==X _E 43)
L L
Substituindo (40). (41) e (42) em (2), fica:

U= 2 [, @Ungt B ) E(B L UN ) av

U- %.{Unt}t.{J'”[Bt]t.%g.E.[Bt] dxdydz}{Unt} 49

ZYyX

(drea da secdio transversal) e dX = (.de. Substituindo

Sabe-se que: {J.J. dydz=A

zy
em (44), fica:
) E Ung}' {I[Bt 122y dﬁ} {Uni} )
onde:
t E. A
.[[Bt] [Bt] de - Matriz de Rigidez para um Elemento de Trelica Kt]. (46)

Considerando E ¢ A constantes, substituindo [Bt] (36) em (46) e efetuando as integracdes,
temos:

EA[1 -1
[Kt]——[ 1 J (47)

Que ¢ a Matriz de Rigidez para um Elemento Finito de Trelica sem considerar a
variacio de espessura (A constante).

b 24



MEF — PORTICO PLANO

Que pode ser representada matricialmente por:

o)

Matriz de Rigidez para Elemento WO =fl & &2 &£ Jﬂll (2.1)

Finito de Viga de Euler-Bernoulli: % |

| &2
O elemento finito de viga (Fig. 2.1) é desenvolvido mediante a consideragio de uma " . . )
funcio aproximadora ciibica para representar o deslocamento transversal do tipo: Onde se pode obter as rotagdes derivando a funcio dos deslocamentos, resultando:
g ta dtay &t e s o) = - A (g g fedaned) ]
dx  4df dx i i £

. X
onde: &= -

representa um sistema de coordenadas homogéneas.

Os pardmetros nodais a ser considerados sdo os deslocamentos transversais vi e vife as
rotagbes & e & nos nds 1 e j. Portanto, impondo as condicBes de contorno existentes no

i. = - . - . .
! j extremo do elemento de viga nas relages de deslocamentos e de rotagdes, de maneira que
| 1 seja satisfeito as seguintes condicdes:
v
¥ WE=0)=vi
Fig. 2.1 (Elemento Finito de Viga) WE=1)=v
65 =0)=6
6(c=1)=6
Podemos expressar os pardmetros da funcio ponderada da seguinte forma:
Gy = Vi
ﬂ:l = &.ll:

&, =—-3vi+3y-24(-4G.L




MEF —
PORTICO
PLANO

Matriz de Rigidez
para Elemento
Finito de Viga de
Euler-Bernoulli:

- _ 22
a| |-3 —2¢6 3 -]y

el 2 ¢ -2 «¢]lg]
Substituindo (2.2) em (2.1), tem-se:
1 0 0 0 |[|v

. | O £ 0 0 ||&
W=t & & & : J

-3 —20 3 —i|y
2 ¢ -2 ¢|lg

Entio, o campo de deslocamento de um elemento de viga qualquer pode ser indicado por:

¥i]|

5 3 " 3 " 3 " 3 a
WE=f1-35242.8 Ei-24087 408 32228 -0 (23)
v
G|
De modo que
[gl={1-327+25° sr-2080 508" 32725 -0 24
vf‘
a
{Un}=1 " 25)
v
g

sHo, respectivamente, a Funcdo de Forma (2.4) & o Vetor de Deslocamentos Nodais

2.5).

Pode-se entdo, determinar a derivada segunda da funcio de forma:

dl[é]_ — B — 4 — B — 4
e {64122 —4.0+605 6-122 —2.0+6.025) .6)

[B]=
Seguindo as hipoteses classicas da resisténcia dos matenials para as vigas, apenas
considera-se as tensdes atuantes e deformagdes na direcdo do eixo x (o, e £,.). As outras
diregdes sdo desprezadas.
Com isto, tém-se, da Resisténcia dos Materiais, as seguintes hipoteses cinematicas (Fig.
2.2%

y 18
ik e

Fig. 2.2 (Trecho de Viga Indeformada e Deformada)

i
senf= —— ==

}J
entre v & u)

u=-—ysené (tem valor negativo devido ao sistema de referéncia

. av
Para dngulos muito pequenos: senf =tanf =8 e & = e portanto:
U=—y.—
=

d
Sabe-se que £, = i . Entdo:

d*

£ = —J'.dxl 2.7

Deixando (2.7) em fungdo de £. temos:

e = S - Bl 29
Para viga, temos:

{el={el' =2 (2.9)
{c}={c} =0,=Es¢, (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) em (1.7), temos:

[D]=[DT _9 _ Ee, _F (2.11)
g £

x x

Substituindo (2.8), (2.9) e (2.10) em (1.2), fica:



Matriz de Rigidez para
Elemento Finito de Viga
de Euler-Bernoulli:

v [ o & - E[BLN v

_11
U=%_{L?:}". 1 [B]f_JF_E_[B] cim}d:] (Ui}

ZyX

Como dx={d& e [ [ v dvd-= I | fica:

=y

1 !
i
U= Un'| [[BY. E1.[B] d LT} 2.12)
¥ A
Onde:
1
1
I-[B]f 7 E I _[B] dZ - Matriz de Rigidez para Elementos de Viga [K]. (2.13)
0

Considerando E e Iz constantes, substitiindo [B] (2.6) em (2.13) e efetuando as
integracdes temos:

12 66 —-12 6.0

6L 4.0 —6.0 247

x]=-£L (2.14)
¢ l-12 —-64 12 -6t

6.0 2.0 —6.0 40

que & a Matriz de Rigidez para Elementos Finitos de Viga sem considerar a variacio
de espessura (Iz constante).



Determinacao da Matriz de Rigidez para Elementos Finitos de Porticos
Planos

A Matriz de Rigidez para Elemento Fimito de Portico Plano pode ser determinada através
da umido entre a Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga (Equacdo (26)) com a
Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Trelica (Equacéo (47)).

Iss0 se deve ao fato de os porticos planos terem como incognitas nodais duas translacdes
(deslocamentos longitudinais (U ) e transversais (V )) e uma rotacio dgim (8.

Unindo (26) e (47), obtém-se a seguinte matnz de ngidez para porticos planos
considerando o sistema de coordenadas locais para cada elemento, ou seja. o eixo x
acompanha a inclinacdo de cada trecho distinto do portico:

% 0 0 —E—EA 0 0

o 12l BEI , _12El BE

EB EE E3 EE

5 % @ 5 _EEI 2.E|
_ 4 - / * 49
s _E'_; 0 0 % 0 0 -

o _12El _BEl . 12El _GEl

(3 (2 (3 (2

5 % g 5 _ESI 4.EEI

Que € a Matriz de Rigidez para um Elemento Finito de Pértico Plano sem considerar
a variacio de espessura (Iz e A constantes).



Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Trelica:

Considere a forga externa linearmente distribuida no elemento de trelica (Fig. 6.1):

Substituindo as Expressdo da Fungdo de Forma expressas em ﬁt (6.1)e ﬁt (6.2) em (6.4)

, e efetuando as integracdes, obtém-se:
A
1 1
ti t: - s I -
: : 1 (6.5)
E— — Q=-{u, wupt]3 6|
1 1
- — IE
L l . 6 3
Fig. 6.1 (Forga Externa Linearmente Distribuida no Elemento de Trelica) . ) . ] ) ]
Desenvolvendo e utilizando o principio da minima energia potencial, chega-se a:
Considere também o sistema de coordenadas local a cada elemento finito, ou seja. os
eiXos X e v acompanham a inclinac@io de cada elemento. A carga externa P varia - L.
linearmente através das seguintes relacdes de t; e t; (contribuigdo transversal da carga / 1 1 \
externa) e de u; e u; (contribuigdo vertical da carga externa): _ lf + — lf i
e 6.6
f f (o376 (6.6)
R()={1-¢ 5}-{ I}Z[tﬂ]-{ 1} (61) : 1 1
\ 6 3 /
u —. | 62) S 4
P& ={1-¢ &} y =[] y *
: : Que & o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Trelica com
Tém-se de (1.1) que: Carga Distribuida Variando Linearmente {ft}.
Para o caso de forca distribuida ser constante, ou seja, t; = t;=t, a equagio (6.6) fica:
£ 1
Q=-[{RW} ()} dr=-[ RO} W@}t d& @ e
0 0
6.7
Substituindo (6.1) & (6.2) em (6.3), tém-se: {,f; }c — f%f (6.7)

o= {[%].{;}}’.[El.{:}f 0 e =

1 Que € o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Trelica com
0 n I‘!l 6.4 . . -
0= _{31 f) }g{j [¢]s 4] df}{u } (6.4) Carga Distribuida Constante {ft}c.
0 2




MEF — PORTICO PLANO

\etor de Forcas Nodais Equivalentes para Viga:

1 5
=11 &1 -
Y n=—j{[¢1.{ Y Lo de
] )
L8
oy o que fica:
- T e e:be] i1 161 ae Lo GO
' — T : 0-- el (1o [e] de L{un
i e gt ] 1 & u o] [ )
¥ v(x)
tdx e _
] Substituindo as Expressdes das Fungdes de Forma ¢, Eq. (3.2) e ¢, Eq. (24)naEq. (3.4)
1 e efetuando as integragbes utilizando os recursos do programa “Mathcad 2000
Professional™, tém-se:
Fig. 3.1 (Forga Externa Linearmente Distribuida no Elemento de Viga) ¢ _ 3.5
{7 & 3 £ (3.5)
O-_ 420 20 20 30 | g
onde £ -2 o o&los 7T e
{20 30 20 20)
A carga externa P varia linearmente através da seguinte relagdo de g; e gz: .
1 \ GO Que pode ser escrita como:
P(E)=f1-& :}.{gl } =[¢].{g‘ }
&) £:) (76 300
200 20
Portanto: o2 2
| = = |re 3.6)
p it 200 30 /& (
[Pl=i-¢ & G2 Q=T 5 14 {g%
] ) [ 20 20 |
Que & a Funcio de Forma. = ot |
L3 20)
Tém-se, de (1.1) que Q =~ {(P}".{v} o . !
Desenvolvendo (3.6) chega-se a:
Transformando (1.1) para o contorno T ficar em fungio de Z=x/¢, fica:
1 (2, 38.1
-’ 1 (33) \2& 0%
O =~ [{PQ)Y (W)} dr=~[{PEOY- (MO} £ ds A
¢ ¢ —gr—g | 3.7
S {30 &1 303_) (3.7
Tém-se de (2.3) que: 173 7 h
5 5 ) 5 5 5 5 5 207 20%)
WE={1-3£7+24" LU-2057+08 3£7-28 €47+ 057} {Un} =[¢].{Un} [ 1 1 Y al
:. —— &l |
_ L 30" 20 )
Onde o vetor {Un} pode ser verificado em (2.5).
Substituindo (2.3) & (3.1) em (3.3). tém-se: Para se obter o Vetor da Forgas Nodais Equivalentes, & necessario minimizar a equagio

(3.7):

30



(1 g3\ )
(20" 207 )

Vetor de Forgas PR
i i st —g ) >
Nodals_EquwaIentes O —min [T f{; 07 o
para Viga: 08 5% )
17 1 1 2 |
(L
I"' I-" 7 3 ™ \i Obtendo-se:
|
V& T -8 i ' )
20" 207 NEFSEFSTS
. _HI 20 20
g I ™
{1 N 1 '|'_'J | [ Llg+lgle | (3.8)
L —.g t—g L _| 1207 30
. el 1207 30757 i RETNEIAY
dQ=min [{Lm'] * 3 S =0 208259
1 7
! — G+ L (& 31‘5-31}-";
\ 20 20 )
i 1 1 \i | (Que & o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Viga com
| I - - L."J | Carga Distribuida Variando Linearmente {f}.
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(Que & o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Viga com
Carga Distribuida Constante {f}c.
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Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Pdértico Plano (distribuida):
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Sistema algébrico do elemento no eixo local:

T E-A N \ E-A % \
L L
0 12-E-1  6-E-I \ 12-E-1 6-E-I
13 12 NN 12 Uy (1) (1)
6-E-I 4-E-1 6-E-1 2-E-I (21 f f2
0 0 A 0
12 L 12 L NAZAINNNRY MPPER
E-A 3 3 E-A 0 0 Uz fa fa
L % Zz fs fs
_12'E.I —6.E.I 0 RN —6.E.I b2/ e/ concentrapa 6/ pistripuipa
L3 L2 L3 L2
\ 6-E-I 2-E-1 6-E-1 4-E-I
12 L L2 L

| 94

Que pode ser escrita com a seguinte redagao:
X s =15

[k] : matriz de rigidez para o elemento de portico plano prismatico
no sistema local com E,I, A constantes.

{8}={u, v, 6, u, v, 0}

N2 N2\ 2

@
NN Kx {6}, {f} :vetorde deslocamentos e forcas nodais

\ : equivalentes nodais do elemento, sistema local.
z




TRANSFORMACOES DE COORDENADAS PARA PORTICO PLANO

Seja um wvetor V contido no plano xy, de versores (g.e,). Defina-se um sistema
cartesiano local (x,1), de versores (ei.e:), também contido no plano xy, mas rotacionado

(sentido positivo dextrorso) de um éngulo « entre o eixo x e este novo eixo x, conforme
esquematizado na figura abaixo.

4ve,
V.82
>
VY L v
) ) X8
Je | .
x
z2llz
O vetor V pode ser decomposto como:
V=V.-e1+V- -2 |
E
V, =V. -cosa + (=)~ - sencx V, =V.-sena+ V. -cosa (24)

Assim, a eq. (24) pode ser escrita matricialmente como:

Vl-‘[__ cosa —sena Vf-‘l. (25)
V,[_ sena  cosa __V—.J

]

A matriz que relaciona as componentes no sistema (xy) e (ny) & dita matriz de

transformacdo de bases e & também ortogonal. Sabe-se da algebra que se uma matriz &
ortogonal, por exemplo, a matriz [ 4], & possivel demonstrar que:

[4] =[] (26)

Ou seja, a inversa de uma matriz & sua fransposta. Relembrando que uma matnz
transposta & definida conforme um exemplo indicado na relacdo (27)]

ap G 93 ap dp 4y (27)
r
[-‘1]= dy dp O : [‘1] =y Gp Opn
a3 Gy Oy a3 Gy Gy

Assim, na relacdo (25), usando a propriedade de ortogonalidade da matriz de
transformacdo, & possivel redigi-la da seguinte forma:

{Iﬂ_ ~ [ cosa sena} {VI 1 (28)
V.| |-sena cosa] |V, ]

Ou ‘ ‘

X
Onde R é dita matriz de rotac&o.

Voltando para a barra de pdrtico plano genérica ", pode-se transformar os vetores
deslocamentos locais para um sistema global.

UIG‘ cosa —sena 0| | (30)
VEl=|sena cosa 0)-{y
&% 0 0 1] lg
“ ¥
s X
U
6=6
u_~¥ \
W
Expandindo para considerar o n¢ local @ )
L-'IG‘ [cosae —sena 0 0 0 0] !Elﬂ (31)
VIG sena cosa 0 0 0 0l |y
67 0 0o 1 0 0 0 |g
L-'JG oo 0 0 cosa —sena 0 |u,
Ir’f 0 0 0 sena cosa 0| |y
] JGJ | 0 0 o 0 0 1] 6]
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Ou

WY -ﬂf*] 4 } Bl > U e (& -5}

(32)

De maneira correlata, a mesma transformacgao € aplicada ao vetor de forgas, assim:

I
{F¥on =Rl (/e (33)
Com a matriz de rotagdo transposta definida como:
[cosa —sena 0 0 0 0] (34)
sena  cosa 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0f-
R = ’
0 0 0 cosa —sena 0O
0 0 0 sena cosa O
|0 0 0 0 0 1]

Qu, definida na forma direta:

[ cosa sena 0 0 0 0
—sena cosa O 0 0 0
0 0 1 0 0 0

[]=
0 0 0 cosa sena 0
0 0 0 —sena cosa 0O
| 0 0 0 0 0 1

Onde
{U}*: vetor de deslocamentos nodais do elemento, no sistema global;

{F}*: vetor de forgcas nodais equivalentes do elemento, sistema global.

A equacao (22), deve também ser equacionada para o sistema de referéncia global.
[Ksxs {03 = {7} (22)

Isto e feito, aplicando as propriedades de ortogonalidade da matriz de rotagao sobre as
relagdes (32) e (33) em (22), da seguinte maneira:

[k]GXﬁ '{‘3}: [R]'{F}e - [k]GXﬁ '[R]'{U}e = [R] {F}g (35)

Pré-multiplicando a relagéo (35) por [R]™:

[R] - [k]szs - [R]- U} =[R]” - [R]-{F}* (36)

Lembrando da algebra que [4]"-[4] =[I], onde I é a matriz identidade e da definigao
(26), a expressao (36) resulta em:

[R] [Flexs  [R]- U = {F (37)

Ou de maodo compacto:

[K[ixs - U = {F) (38)
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[Klsxcs = [R] - [#]-[R] (39)
|K|* - matriz de rigidez do elemento, no sistema global;

Resumindo, para cada elemento:

) Definem-se carga distribuida, area, inércia, modulo de elasticidade e seus noés
inicial e final, de modo que seu sistema local ja fique determinado;

i) Calcula seus cossenos diretores (cos e sen) e comprimento;

iii) Obtém as forgas nodais equivalentes no sistema local;

iv) Obtem a matriz de rigidez no sistema local;

V) Obtem a matriz de rotacao, relacao (34);

Vi) Obtém as forgas nodais equivalentes no sistema global, eq. (33), usando a

relacao das forgas nodais equivalentes no sistema local;

vii) Obtem a matriz de rigidez no sistema global, eq. (39), usando a matriz de
rigidez no sistema local.



