Fluxo em meios

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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\Eéquemético Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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Objetivos dos Estudos de If@l@%
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* Determinar a distribuicao @@bressﬁes neutras
* Por que? ©%©
* Porque resisteneld depende de tensoes efetivas!
* Conhecer tetfSoes efetivas em todos os pontos

. Determingradientes hidraulicos
o " @
Estlm luxo

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas
autorais dos r tiv utores e, sendo a
ser uti adémicos de




Rupturas de barragens associa
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https://en.wikipedia.org/wiki/Teton_Dam
https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fdamfailures.org%2Fwp-content%2Fuploads%2F2015%2F06%2FBaldwinHills11-e1436464151866.png&imgrefurl=https%3A%2F%2Fdamfailures.org%2Fcase-study%2Fbaldwin-hills-dam%2F&tbnid=J1H0-Dz-LRXDQM&vet=12ahUKEwjJt7bp-8_rAhX3BbkGHQIeAfwQMygBegUIARCQAQ..i&docid=qIcmyhsOIg-2TM&w=900&h=590&q=baldwin%20hills%20dam%20failure&ved=2ahUKEwjJt7bp-8_rAhX3BbkGHQIeAfwQMygBegUIARCQAQ

Equacdo de Laplace (em geral deduzida apenas para cargas

hidraulicas)
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Pierre-Simon Laplace
23 March 1749

v, dx dy



Fluxo 2D permanente de flui%@@
Incompressivel @@%
@

Aluvido

Esquematico @“
@

Simplificacédo : a o%%&ndo muito longa na direc&o y, e com secao transversal

praticamente ¢ nte, a analise pode ficar restrita ao plano x-z indicado acima

©

P ES NEUTRAS: u(x,z) dois valores (u e ) em cada ponto (x",2")

F XO [IJ(X Z) Todas as figuras apre ntaded ﬂﬁﬁ)t&uﬂﬂ@@%eiﬂ{) d ominio d e ﬂ uxo (X,Z)
! autorais dos respectiys autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas pa™®fins académicos de aprendizado



Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



'~

Campo de velocidades r
— 2
// @é@'@
\ b n =versor normal (|n|=1)

v = vetor velocidade
de percolacéo

ven=v,=componente
de v normal a superficie
(produto escalar)

| vV, . dS =vazao de

> 0 = sai mais rg\ e entra fluido que atravessa a
superficie por dS

ff (v en)ds =

= vazéo de fluido que @
atravessa a superficie @

<0 = ent do que sai

§ Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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= vetor velocidade
de percolacéao
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Conserva%@gﬁde massa = Mg = Mg

o 7\

Expre melhante a do estudo dos permeametros, que
im ue a vazao de entrada fosse igual a vazao de saida ﬁ (V ® n) dS=0
Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos S

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



I v = velocidade de percolacao I

S
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Ah é a perda de carga total

K
fluido na distancia As = >\
XK % v
NG
As é a distangi r%)/aual o fluxo
4, dissipa a%@& Ah

Q\f%@@h Gradiente hidraulico médio

AS (no trecho As do fluxo)
Gradiente

v ¢ referencial v % [ . . Ah dh hidraulico

@}@”(N&) . = im = pontual (no
\ As>0AS dS  pontosdo

Conserva%@@de massa "I

74 \

\ 4

@@ QA — QB (se p = cte)

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Teorema do Divergente ﬁ (v en)dS = I” divv dV %Z/\Q
divv = Vy + Ny + w, (campo escalar) @@%%

ox oy oz
@@

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Teorema do Divergente ﬁ (v en)dS = _m divv dV

AD
AP
divv = Vy + Ny + w, (campo escalar) @@%

ox oy oz

N
Portanto: ﬁ(von)d8=0 = m [%\;X + 2\:: + % =0
S \Y o@

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Teorema do Divergente ﬁ (v en)dS = _m divv dV %l/\Q

N %%
div v = o, +—4 %VZ (campo escalar) @
z @

ox oy

oV
Portanto: ﬁ(von)ds 0 = jﬂ [8X + ayog@

Como V, delimitado por S, foi escolhido arblx ente:

ov, OV @%v s
8)5 @K\& 0z

N ~
C%grvagao de massa

@f@& +
2
/@@ Lei de Darcy:

o protegidas p I s dir
autorals d p t tores e, endo ass 0 po d
tI d S par f cadémicos de apre d ado




Lefl de Darcy: revisao e generaliz%g@)
<
Fluxo 1D (como no perm%tro)

Ah 4
Q o k A S@;%rea go permeametro
L ©%©2 =v=velocidade de

Z A
OO percolacao
- " ©
vV = KI N k = condutividade hidraulica
@
Se i=1, k@@a propria Ah | S
ve .&«\@a e de percolacdo T i = gradiente hidraulico

\ V 4 u
da S g ua Todas as figuras apresentadas sé(mﬂdLQ))direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



| = gradiente hidraulico

Ah é a perda de carga total (Ib
K v
u, | 12/; fluido na distancia As @
Yw [ E /&\@
g As é a distangianaqual o fluxo
. dissipa a%@&g Ah
ﬁd ‘:: V=2 N
Nea > Q\r}b Ah Gradiente hidraulico médio
heg D A S (no trecho As do fluxo)
L v referencial l & i
@\rr (1962)
0\© Gradiente
: o X,Q\ . . Ah dh nhidraulico
Gradiente hidraulico ¢ VETOR. I = IlIm — oontual (no
As—>0 AS  dS  pontosdo

Pensar sempre também na sua
direcado e no seu sentido.

§ Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

fluxo)




Operador gradiente (geral)
%%
O
@

4O

. _99(0y,2) @\_@
B lar, g(x,y,z

X ax @Q% campo escalar, g(x,y,z)

N ag (x, y'\%\%© 3 componentes do VETOR
T Z

ly gradiente (i=VQ)
‘@Z
i = Qj@@c’ Y Z) Aponta, em cada ponto, na
Z &X aZ direcao de maior variagcao do
@f@ campo escalar (g)
@
\©



Operador gradiente em 2D (gey%ag@
g — campo es@%?q(x,y)
@

L
X a X 2 ccu%@mntes do VETOR

ag(x y) § %nte(i=Vg)
| = ‘ Q\f}gé\ponta, em cada ponto, na
y ay ©@ direcéo de maior variagdo do
MN\E campo escalar (g)

3-D Sombrero plot
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Gradiente hidraulico 4"
G2
o
@

. @@
iy = N
X @— carga hidraulica, campo

oh ( g’xy, Z) @Q\[}b escalar, h(x,y,z)

— ©%© 3 componentes do VETOR

Ly
dy K\& gradiente hidraulico (i=Vh)
) _ Oh(x,94%)
Z %@\ZJ Aponta, em cada ponto, na
S direcao de maior variacao da
@f@ carga hidraulica (h), portanto
\@@ ortogonal as linhas de carga

§@ hidraulica constante
Todas as figuras apresentadas sdo protegida(ge%snjpem I nad aS eq u I p Oten C I al S)

Itos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Importancia do gradiente hidraulico
como vetor &
@

Water surface

Element D ;—— ,~ Element C
%) %
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Sand
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Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem

ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

Wo

éj —— R’
B

Body force = AC  Body force = AC

(c)



Lei de Darcy generalizada

NS
AP
o

@,
= _ki=—kVh oS

%vetor velocidade de

k a h \©%ercolagéo

a @ i_- vetor gradiente hidraulico
I @% (i=Vh)

oh Como k, =k, =k, =k,

O
%@@ solo isotropico

velocidade na direcao do
gradiente hidraulico, mas com
sentido contrario

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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Teorema do Divergente ﬁ (v en)dS = ” divv dV
S Vv

: ov, OV, ov
divv=—*+ + —2 (campo escalar) @
X oy oz @
oV oV &
Portanto: ﬁ(von)d8=0 = m [ *x + 2 + @ba =0
S v 8X ay o%@
y . . : : .oV, OV, ov
Como V, delimitado por S, foi escolhido arbi r@@ente. x ¥, 72
- X ox oy oz
_ &
Lei de Darcy: v =-k Vh V%I@ < | (gradiente hidraulico )
O 2
o | 07 _
o <> oh oh
Portanto: v, =—K =—k— v =-k—
Y y @

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Teorema do Divergente ﬁ (v en)dS = ”j divv dV [/\Q

: ov, OV, ov %
divv=—>*+ + —=% (campo escalar) @
ox oy oz
Portanto: (ven)dS=0 = (>
] (%% %@W
Como V, delimitado por S, foi escolhido arbigr. ente: OVy + 8vy 1 v, =0
X ox oy oz

_a (P
(2 . .
Lei de Darcy: v =-k Vh V%I@ X | (gradiente hidraulico )

oy
B
| 0z |

Portanto: v——k @p@ _k_ _ka_h

0z

g %@@
’h ’h ’h
Substltumd — (8 (’5 8 j 0

OX? 8y2 oz°

2 2 2
o k £ 0; a L ~+ 2;2] Zzh =0 Equacio de Laplace V°h=0
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autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Observagédo importante %%%0@
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+ Em meio isotrépic%ﬂ@%lugéo, em
termos de carg raulicas, nao
depende da cordutividade

hldraull@@\



Teorema do divergente %\Q

aplicado a @%%
divv =0 N, J©+ N,
B 8%\% oy 0z
S
N x
ug@@@n@@
Z
vxzﬁ@ Y :—ka—h VZ:—ka—h
%@Q OX g 6y oz
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@ 2 2 2
®@§@ gxg + 2;2] + ZZI; =0 Equacdo de Laplace V*h=
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Simplificagdo para 1D <"
o
@
e Os fluxos nas direcdes y e z%xistirem,
nao influenciam o fluxo pirecao x
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0°h =Q 2
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O
NG ;
X 0°h
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Fluxo 1D )
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« Solucdo exata simples (integracao) @
OQ())

2

h oh &)
8_220 - =@ h=Cx+D
OX OX @

©
S
» CondicoOes de contgﬁ%o para definirCe D



©
Solucdo exata do fluxo 1% %

« CondicgOes de contorno para h =Cx + I@@

= h —C@
-\@%+D

Q\r}b@»

C:hM_hJ:Ah:_'© D=h,, +Ix,,

Xy —X, —L\®
» Solucdo OQK\&
h, —h; Q]@\ h, —h, h, —h,
h= _%}%@ M X, — X, Y h=hM+X X, (X_XM)

%nforme utilizado nos permeametros
@

S Todas as figuras apresentadas séo protegid eito ( M )
sendo a

s dir
autorais dos respectivos autores e, send 6 podem
ser utilizadas para fins académicos de apren izad
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Simplificacéo para ZD@@%

e O fluxo na direcéo vy, se exm%ns@nao
Influencia o fluxo nas der@@is direcoes

0’ %
y
@@&\@Q
» 0°h o°h




AD
Métodos para Resolver a Equacéo de Laplace%%%

» Solucdo exata: h = h(x,y,2) %
> integracdo da equacao diferencial: problema @gmatico (néo
de Engenharia) com solucdes disponiveis a @para
geometrias, distribuicdes de condutivid@é@ldréulicas e
condicdes de contorno simples W
» Solucdes aproximadas: h obtida emsos pontos do dominio de
fluxo Y
» solucdo gréfica: rede d (atualmente é sobretudo um recurso
de interpretacdo de resultados obtidos numericamente, do que
propriamente um 4 so de solucéo)
3s: fendmenos similares em outras disciplinas
iransferéncia de calor, magnetismo) obedecem a
acao de Laplace

» elementos finitos

S > eIement0$og§asqguﬁ'st9;:)£g9adas sao protegidas pelos direitos

> etC autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
. ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Solucdo matematica exata (geometria restrita)
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autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Solucdes numéricas (qualquer geometria)

N

i Comiour kel
101
11
12
13
14
15
16
17
15
19
164

Comiour kel

001248
@ 01248

02493
03738
04888
05232
074789
05725
08671
1.122
1.234

AN

\ v &b VYo Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
y autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado




Solucdes numeéricas (qualquer combinacédo de materiais)

@%
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@

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Analogia elétrica
AN
h=100% h=0% %%
ELECTRODE
ELECTROD.E: I )

———-———"/
2
V h — O /"
]
i A —t
CONDUCTING PAPER j EQUIPOTENTIAL LINES
h = constante

v = 0%

ELECTRODE

y

w = constante
FLOW LINES

CLECTRODE -

@\ CONDUCTING PAPER
o w =100%

MULUI UMY UV D T UUNLUULIVUD MULUT U Uy OUTTUY MOUITT ) OV Y TSI

ser utilizadas para fins académicos de aprendizado




Analogia elétrica

h =100%

ELECTRODE

V‘h=0

NS

=0% d%[ DE
ELECTRODE % UXxo

“V2h=0

i v | |
CONDUCTING PAPER EQUIPOTENTIAL LINES
h = constante
|
w = 0% *1
ELECTRODE

w = constante
FLOW LINES|—"

@Q‘Vzw =0

@@ CONDUCTING PAPER

MULUI UMY UV D TUUNUULIV VD ULV LU Uy DU TUY oot

E
Vi =0
/

CLECTRODE -

(bl

w =100%

PIRCA N VAU P RO

ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



obrigatoérias
para qualquer

processo de
solucéo

requisitos especificos para o
tracado de redes de fluxo

Water surface
guuENN
* L &

+ Maximum™_ %
%4 eduipotential \V-

an

Weir or dam et
+  Minimum ¢
®  equipotential @
C ‘."-.. -.-“" D
: Condigdes q;%b@torno

® Longest flow Ilne
- ] B ___~., \_ J > @

\©
° o 4/ © ° o 2 F % i 1
WQO \‘L' “0° [0 2P90 0 w inicio das linhas de
Flow 90° Equnpotentlals Flow lines

Sheet pile wall

“nllll...

Sheet pile wall . flow line s

*

lines fluxo e equipotenciais
90‘7{ 907‘ 90571 90%7 90°/J|
()
Nearly equal
spaces \YWV\I
NS | o oo Primeira tentativa de
ivel .
w’iidr:rgraetsglr\gtyer Progressively wider at tra(;ado da ||n haS de
distances from greater distances from
bottom of sheet piling Y bottom of sheet piling fluxo
(c)
Ee
90° 90° KN(Z)te figures that

are not square

Tentativa de tracado

Make all intersections
90° 90° angles
(d)
A O
T T T
\ o e ~
A S b K § Flow line _
S Final
=t _«— Equipotential line
(e)

ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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RO
B

N; — Nume@canals de fluxo

d

N4 — NUmero de quedas de
potencial hidraulico

%@@? AN

Pl
AQ,, =k: b” {(axl):

.
v e &
o ., .
.
Yaus® MTTT
- \

kAh/N

a N,
axl= Q= kAhE—

d

Ng
L
a

Todas as figuras apresentadas séo protegpd%s pelos c!: e(%o
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

Se a = b (mais simples

Nf
Q=kah—"

do) N ;




||~ Sheet pile NQ
5 _ } Ve Determinacéao %
[ 0 = presséo ney
j‘ i 1I TS } qualquer pontodga regiao
Flow o R | /- de fluxo rtir das
Equil b & eguipetenciais
lin
Impe!
Jaye

Expto

r simetria,
S re que houver (so
ade do dominio de
uxo ao lado precisa ser
analisado)

@
@@

~ Sheet pile
»

g Waterlevel

Water level

=27

Impe

layer

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



/m (longitudinal)

4 m?
PEUAIE

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

dem

, s6 po

autorais dos respectivos autores e, sendo assim

ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Walter level

b= T =]

Water table

¥

v
V-
-

=1
h
Flow channel 2
!
— =]
b
Flow channel 3
[ ]
b~ 038
Impervious
layer

3,38 m?

Q =kH—— /m (longitudinal)

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Solucao grafica: heterogeneidades descontinuas L\Q

O
mas ambo \
® isotré@@%

—
0S retos sao
7) 7, 7 2 INNTILINNNTLINNITTINNI /e 77N

reservados
%®

%

K\

Nos préoximos 5 slid §atamento de conservacdo de massa e conservacao
de energia nas f as descontinuas, bem como sua importancia para a
protecao de s eotécnicas (filtros-drenos).

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado
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. G
Heterogeneidade descontinua
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Material A ©
ateria @

Isotrépico

§ Todas as Tiguras apresentadas séo protegidas pelos direitos

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Kyin COS ap =

Todas as Tiguras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

COS



I, Sen o, =

Todas as Tiguras apreé’htadas sao protegidas pelos direitos
autorais dos respecQos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

sen



Kais COS aip =

Todas as Tiguras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Reservatorio de Baldwin Hilg%\@

S
\@@@

N
O

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado


https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fdamfailures.org%2Fwp-content%2Fuploads%2F2015%2F06%2FBaldwinHills11-e1436464151866.png&imgrefurl=https%3A%2F%2Fdamfailures.org%2Fcase-study%2Fbaldwin-hills-dam%2F&tbnid=J1H0-Dz-LRXDQM&vet=12ahUKEwjJt7bp-8_rAhX3BbkGHQIeAfwQMygBegUIARCQAQ..i&docid=qIcmyhsOIg-2TM&w=900&h=590&q=baldwin%20hills%20dam%20failure&ved=2ahUKEwjJt7bp-8_rAhX3BbkGHQIeAfwQMygBegUIARCQAQ

Before Fontenelle

(1965)

&% After Fontenelle

ser utilizadas para fins academicos de aprendizado



Filtros-drenos O
5
%%
ODbjetivos: @@
v" impedir os finos de serer@if'rreados
(funcao filtro) ©%\
v facilitar a drenag@h@(fungao dreno)
Usados em: @%
Barragens @@\ i |
Muros dea¥ Materiais de Filtro:
arr &{@g Solos granulares

Geotéxtels



Projeto de filtro-dreno com material gra%g{@r

D
Criterio de Retencao: @@%
©

D15, filtro <95 I:)85, solo OQQ
O material do filtro nao po er muito grosso
(para reter o solo a ser egido)

Critério de Derme\g/@@idade:

D15 fittro > 4 %@?olo

©
O ma do filtro nao pode ser muito fino
(pi@@drenar “livremente”, isto &, com u = 0)
\6@ Terzaghi & Peck (1967)

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
is do s i

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado




Sempre me perguntei por que @Q
procedimento grafico d@’@%
quadradinhos levava ¢ .O«a ucao
exata da equac;ao@%> Laplace

©%©
Re,igﬁ@ta na proxima aula
@
S
@)
\©

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Redes de fluxo e angulos reto %\Q
Por que? @@%

O fluxo 2D se processa em um dominio X, z @@

Cada ponto desse dominio tem um carga@@aullca (h) e um
fluxo (y) que desejamos conhecer \g%

A demonstracao parte da seguint cao de variavel
complexa: %©
f=h(x,z)+iY(xz Qlal
h(x,z) é a parte re \©

Y(x,z) éa p%& C‘ aginaria,

ambas no pénto (x,z) do dominio de percolacao



Representacao simplificada %%\@
derivadas @@%

 Para simplificar adotaremos a seé@?ite
N

notacao: A\

dh Q\r}g}©%
o a — X @@

S

d%h }5

e M <>\©@
o
@g\
=
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vetor gradiente de h no
ponto (X,z)

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado

O
°

vetor gradiente
de ¥ no ponto

(x,2)



Funcdes de variaveis complexas
o
» Em calculo de uma variavel , estudaiiés funcoes
f(x) de uma variavel real x. %\QQ alise
complexa, estudamos fungé%@@e uma variavel
complexac = x + i %@%s perguntamos qual o
valor dessa variavel @ﬁje satisfaz a funcao g(c).
e g(c) e Simplesegég?e F(x,z) = h(x,z) + iY(x,z),
dependente @ds duas variaveis reais x € z.
h(x, z) @@‘parte real de g e Y (x, z) a parte
imagibaria.

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



Derivadas de funcoes de varié\é

complexas @@%

» Para variaveis complexas ndo bastg%ue
existam as derivadas parciai@@hz, Y., P, da

- \

parte real e da parte o@\‘\«:\
« Demonstra-se, nao @@a guma dificuldade...
que: 2
e\
- g’(c) = h @@%x =, — ih,
« Esse re%g%do Implica a necessidade de serem
saté?%ﬁas as chamadas equacdes de Cauchy-

@ ann.
Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
is do |

autorais dos respectivos autores e, sendo assim, s6 podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado




Equaces de Cauchy-Riemar)%%\@
o

» Equacoes de Cauchy- - Se, além@iso, as
Riemann: funcies-h e y tiverem
das parciais
o @eontinuas em relagio a
- © x e az, as derivadas
K\& parciais de ordem 2 das
S equacoes de Cauchy-
%@ Riemann podem ser
S obtidas, resultando



Considerando as derivadas de segunda
ordem das equacoes de C Y-
Riemann &

= Aplicadas h: é®©
" Ryx = Pz . Q@\%Itam assim duas
m h — @ ~
xz = Yzz O equacoes de Laplace

= Aplicadas a y: &Q

" Pyz = —Nhyy @@J@ ° hxx + hZZ =0 (em h)
— @

" Yyx = —h
. Lembra@%wzx: Vxz Y,, + Wy = 0 (M)
= e@® gque hxz: hZX . N

@

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos r ivos autores e, sendo a
ser utili ins académicos de



Funcgdes harmonicas %%@
<
o

e Asintegrais dessas duas equag@c)“')
* hyy +hy; =0 %®
@}@
® Yyy + Py =0 @*
« s§0 denominadas fl@@es harmonicas
&
* \Vamos agéﬁﬁpexaminar 0s gradientes dessas 2
fungQ§g§
oL
A\

S Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos res ivos al es e, sendo assi
ser utili émicos de a



Gradientes das fungdes harmon@!@@a@

* h=h(x,2) . Y= w(xz@@
h
. wn =[] v ;@{@%
h, l/’% Y,
@*@2
* O produto escalar @@Q Relembrando
desses dois vetore% novamente as equacoes
Vh-Vy = h, %\ » + de Cauchy-Riemann,
h, X © _
Yz Q@ o hy =1,
@& ° 1/)x — —

Pro LHORS scalar nulo —»
S perpendlculares

Todas as figu apresentadas séo proteg d p elos direitos
autorals dos respectivos autore d , S0 podem
ser utilizadas para fins académicos de p d ado

O produto escalar é nulo.



Conclusdo importante 4"
@%%

@@@

L0
« Em melio Isotropico, cawréulica e fluxo
constituem funcoes hr nicas e linhas

equipotenciais sdo\Becessariamente



Melo anisotropico ZDQ &

« Se as direcOes X e z corresponde
condutividades hidraulicas m@@% ) € menor (k,)...

. Darcy = 6%* _ —k '
@y%@ * 01
o°h 82h
» “Laplace” 2D - @@ k, — +k, =—=0
%\@é\ “ox? forf
> k., 0°h 82 h
O > =0

. koo



b) Segao transformada

a) Segao verdadeira

(escala natural) Pinto (2000)

A A @ k
\§

Y kaZ

@Ky s ke

@@%@pico anisotropico

Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado




Observagéo importante %%%0@
O
@
L0
. S
 Em melo anisotropico a so&@%o, em termos de
cargas hidraulicas, dep§®% apenas dos valores
relativos das condutiy@dades hidraulicas e os

A ~ Z o
angulos nao po mais ser retos!
gu pogdem
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Curiosidades &

3-D Sombrero plot
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Todas as figuras apresentadas séo protegidas pelos direitos
autorais dos respectivos autores e, sendo assim, sé podem
ser utilizadas para fins académicos de aprendizado



