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Histdria do Controle Otimo

e 1696: Problema da Brachistochrona
(Brachistos = minimo, cronos = tempo)

e Johann Bernoulli
(1667 - 1748, Basel, Suica)

“Dados dois pontos A e B no plano
vertical, qual é a curva percorrida
por um ponto moével, que partindo
de A e sofrendo apenas a acao da
gravidade, alcanca B no menor tempo possivel.”




Problema da Brachistochrona

e Jacob Bernoulli
(1654 - 1705, Basel, Suica)
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Problema da Brachistochrona

e Jacob Bernoulli
(1654 - 1705, Basel, Suica)

e |saac Newton
(1643 - 1727, Inglaterra)

o Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646 - 1716, Alemanha)

e Guillaume Marquis de L’Hopital -
(1661 - 1704, Paris, Franca)




Problema da Brachistochrona

e Solucao: Cicldide

e
Pt it




Calculo das variacoes

e Problema tipico
minimizar I = [ L(q(t), (t),t))dt
sujeitoaq(a) = geq(b) = ¢

e Ou, de forma equivalente,
minimizar I = [ L(q(t), u(t),t))dt

sujeito a g(a) = ge q(b) = ¢ (1)
eq(t) =u(t)paraa <t <b




Controle Otimo

e Problema tipico

minimizar [ = be (t),u(t),t))dt
sujeito a g(a) = ge q(b) = ¢ (2)
e q(t) = fla(t),u(t),t) paraa <t <b

e Curva Gtima restrita pela dindmica f(-)




Equacao de Euler-Lagrange

e |Leonhard Euler
(1707, Suica - 1783, Russia)

e Joseph-Louis Lagrange
(1736, Turim, Italia - 1813, Paris, Franca)

e Se q*(t) € solugéo de (1), entdo
d |OL, | oL
i | 5etar )]

sendo q*(t) = (¢*(t), u*(t), 1)




Condicao de Legendre

e Adrien-Marie Legendre
(1752 - 1833, Paris, Franca)

e Se q*(t) € 0o minimo de (1), entdo

L) > 0




O Hamiltoniano

e William Rowan Hamilton
(1805 - 1865, Dublin, Irlanda)

H(q(t),u(t),p(t),t) =< p(t),u(t) > —L(q(t), u(t),?)

e Se qp*(t) e solucdo de (1), entdo existe uma p*(¢) t.q.

dq;ft) Z%—;](qp*(t)), dp;t(t) —%—Z[(qp*(t)), %—Z(qp*(t))ZO




Condicao de Legendre revista

e Se ¢qp*(t) € o minimo de (1), entdo
82
Sz (t) <0
e Considerando 2Z(gp*(t)) = 0

o H(q*(t),u,p*(t),t) tem um maximo como funcéo de u




Condicoes de Otimalidade

e Considere o Hamiltoniano
H(q(t), u(t),p(t),t) =< p(t),u(t) > —L(q(t), u(t),?)
e Se qp*(t) e solucdo de (1), entdo existe uma p*(¢) t.q.

dq;f ) _ %Zl(qp (t)), dp;t) = —%—Z](Qp (1)),

H(qp™(t)) = max,H(q (), u, p"(1),¢)



Principio do Maximo de Pontryagin

e Lev Semenovich Pontryagin
(1908 - 1988, Russia)

e Considere ¢(t) = f(q(t),u(t),t) ﬂ ‘Hamiltoniano
H(q(t), u(t), p(t), po,t) =< p(t), f(q(t),u(t),t) > —poL(q(t), u(t),?))
e Se gp*(t) é solucdo de (2), entdo existe uma p*(¢) t.q.

dq;it) %[;(qp (t)), dp;t) = —%—[:(CIP (t)),

H(qp™(t)) = max,H(q"(t), u, p"(t), po, t)
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Programacao Dinamica

e Problema de Rota Otima:




Programacao Dinamica

Caracteristicas que podem ser generalizadas:

e Conjunto limitado de acOes de controle: direcao a ser
seguida deve estar dentre as direcOes admissiveis para
cada estado

e Conjunto de todas as direcdes possivels sao
N E —1Ir para o Nordeste

SE —ir para o Sudeste

e Para o estado C/, a Unica direcao admissivel e: SE.




Programacao Dinamica

e Dados o estado presente e a acao de controle adotada,
conhecemos qual vai ser o proximo estado

(A,NF)—- B, (E,SE)— H

e Custos conhecidos para se transitar de um estado para
outro.

JANE) = 3, 9ase) =1, gBNE) =2




Programacao Dinamica

e Varios caminhos possiveis

e Se 0 estado presente € £/, e o estado de chegada
desejado é 7, sdo possiveis duas trajetorias de
estados:

(E,F,I)e(E,H,1I)

e Politicas de acao de controle correspondentes:
m = (NE,SE)eny, = (SE,NE)

e Melhor politica: 7* =7 = (SE, NE).




Programacao Dinamica

Exercicio: Uma vez escolhido o estado de chegada como
sendo sempre dado por I, determinar a politica 6tima que
minimiza o custo para cada estado de partida (A,...,H).
Apresentar tambem a respectiva trajetdoria de estados
otima.



Programacao Dinamica

e Sistemas dinamicos discretos no tempo

Lhtl = fk(xk,uk,wk), k = O, 1, cens N —1

e Lk —Instante de tempo discreto
e 1. —estado do sistema, xr € S;

e 1 —Vvariavel de controle ou variavel de decisao a ser
selecionada no tempo k, u; € Ug(xr) C Cy

e w; —disturbio ou ruido (variavel aleatoria), w; € D,

e N —horizonte (numero de vezes que o controle €
aplicado).




Programacao Dinamica

e A funcéo custo é aditiva no tempo
e Dado o historico (zy, ug, wi), k=0,1,.... N — 1,0
custo total e

N-1

Z 9r (T, u, Wi) + gy (TN)
k=0

* g (k, uk, wy) —CUSto NO instante k
e gy (xn) — custo final




Programacao Dinamica

e Dado o historico (zp,ur), k=0, 1,..., N — 1, afungéo
custo é uma variavel aleatoria

e Custo esperado

N—-1

By gy (2n) + Z 9r (T, uk, wi) }

e O disturbio é caracterizado pela distribuicdo de
probabilidade

Pr.(wg |z, ug)




Programacao Dinamica

e Politica de acdo admissivel

T = {MOaﬂly---aﬂN—l}

e Regras de decisOes admissiveis

U S — U (:l?k) C Cp.

up = o (Tr)




Programacao Dinamica

e A acdo de controle 6tima é obtida a partir de um estado
corrente: controle por realimentacao de estados

e

U= ) System Xk
T " Xk+ 1= fulXk Uk, Wi) ol




Programacao Dinamica

e Dado um estado inicial x; € uma politica admissivel
= {:u07 M1y -y :uN—l}

Trr1 = [r(@r, pe(xr), wi)

faz dos estados e dos disturbios, variaveis com
distribuicoes bem definidas. Custo esperado

N—-1

Jr(®0) = Ew {gn (2N) + Z i (@, e (k) wre) §

e uma quantidade bem definida



Programacao Dinamica

e Dado um estado inicial x(, uma politica admissivel
otima 7* € aguela que minimiza o custo

Jo(20) = mingend, (o)
IT € o conjunto de todas as politicas admissivels

e Custo 6timo

J* = Jo(0) = mingend,(xo)




O Problema Basico

e Dado um estado inicial x(, encontrar uma politica
admissivel otima

T = {:ugv ,LLT, teey :uili{\f—l}

gue minimize o custo esperado

J* = Jo(0) = mingend,(xo)

N—-1

— minweH{Ewk{gN (xN) + Z gk (flm Mk(xk)» wk)}}




Principio da Otimalidade

e Seja uma politica otima 7* = { g, u3, ..., W1 } parao
problema basico

e Considere o subproblema: a partir do estado no Instante 7
busca-se minimizar o custo do tempo ¢ ao tempo N

N—-1

By {gn (zn) + Z Ik (Th, pr(T8), W) §

o Anpolitica {p}, p. 1, ..., Wy_1 } € Otima para este
subproblema




Algoritmo da Programacao
Dinamica

Para cada condigéo inicial x, o custo 6timo J* () do
problema bésico é igual a .J (), 0 Gltimo passo do
seguinte algoritmo que evolui de modo reverso no tempo
de N —1atéo:

Passo /V:
Iy (zn) = gn ()

paratodo xny € S



Algoritmo da Programacao
Dinamica

e Passo k:
Jk (xk) — mznukEUk(wk){E’wk{gk(ajk7 Ug, wk)

+Jk+1(fk(xk,uk,wk))}}, k=N — 1, ...,O

e Passo 0:
J* (ZU()) — J() (33())

e Se u; = pi(xr) minimiza o lado direito da equacédo do
passo k, a politica 7* = { u, u3, ---, a1 + € Otima
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