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Sistemas Multivariáveis

Espaço de Estados

ẋ =Ax + Bu

y =Cx + Du

Exemplo

A =

[
1 4
2 3

]
, B =

[
1 0
0 1

]
C =

[
1 2
0 1

]
, D =

[
0 0
0 0

]

G (s) = C (sI − A)−1B + D =

 s+1
s2−4s−5

2s+2
s2−4s−5

2
s2−4s−5

s−1
s2−4s−5


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Decomposição em Valores Singulares

Para um sistema G (s), na frequência ω

Maior valor singular:

σ(G (jω)) = max
d 6=0

‖G (jω)d(ω)‖2
‖d(ω)‖2

=

√
λ(GH(jω)G (jω))

Menor valor singular:

σ(G (jω)) = min
d 6=0

‖G (jω)d(ω)‖2
‖d(ω)‖2

=
√
λ(GH(jω)G (jω))

d(ω) = [d1sen(ωt + α1) · · · dmsen(ωt + αm)]T

λ e λ são o maior e o menor autovalor de GH(jω)G (jω)
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Decomposição em Valores Singulares

Propriedades:

Norma espectral (norma induzida)

‖G (jω)‖i2 = σ(G (jω)) = max
d 6=0

‖G (jω)d(ω)‖2
‖d(ω)‖2∥∥G−1(jω)

∥∥
i2

=
1

σ(G (jω))

|σ(G (jω))− 1| ≤ σ(G (jω) + I ) ≤ σ(G (jω)) + 1

|σ(G (jω))− 1| ≤ σ(G (jω) + I ) ≤ σ(G (jω)) + 1
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Decomposição em Valores Singulares

Espaço H∞: Funções de transferência com norma H∞ limitada,
ou seja, funções próprias e estáveis

Norma H∞

‖G (s)‖∞ = sup
ω∈R

σ{G (jω)}

sup: supremo, máximo dos máximos

Adriano A. G. Siqueira Aula 6 - Desempenho e Estabilidade MIMO, Ganho Pequeno



Exemplo

G (s) =


1

(0.2s+1)(s+1)
1

(0.2s+1)(s+1)

2s+1
(0.2s+1)(s+1)

2
(0.2s+1)(s+1)


Polos e Zeros:

det(G (s)) =
1− 2s

((0.2s + 1)(s + 1))2

Polos = -5, -1, -5, -1

Zeros = 0.5 (Sistema de Fase Não Mı́nima - Problema)
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Exemplo

Decomposição em Valores Singulares

G (0.5) =

 1
1.65

1
1.65

2
1.65

2
1.65

=

[
0.45 0.89
0.89 −0.45

][
1.92 0

0 0

][
0.71 0.71
0.71 −0.71

]

Perda de posto (rank) em s = 0.5

Entradas: u1 = 1 e u2 = −1
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Exemplo

Controle H∞ Mixed-Sensitivity S/KS

N =

[
WpS
WuKS

]
Funções Peso:

Wu = I WP =

[
wP1 0

0 wP2

]
wPi =

s/Mi + ωbi

s + ωbiAi

Design 1: M1 = M2 = 1.5, ωb1 = ωb2 = 0.25, Ai = 10−4

Design 2: M1 = M2 = 1.5, ωb1 = 0.25, ωb2 = 25, Ai = 10−4
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Desempenho e Estabilidade MIMO
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Desempenho e Estabilidade MIMO

Função Sensibilidade: S(s) = [I + G (s)K (s)]−1

Função Sensibilidade Complementar:

T (s) = [I + G (s)K (s)]−1G (s)K (s)

Propriedade: S(s) + T (s) = 1

Malha Aberta: L(s) = G (s)K (s)

Sáıda
y = T (s)r + T (s)n + S(s)Gd(s)d

Erro
e = −S(s)r − T (s)n + S(s)Gd(s)d
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referência

Sáıda
y = T (s)r = [I + G (s)K (s)]−1G (s)K (s)r

Erro
e = −S(s)r = −[I + G (s)K (s)]−1r

Referência: Ωr conjunto de frequências onde r tem maior parte de
sua energia

Ωr = {ω ≤ ωr}
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referência

‖e(jω)‖2 ≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2
‖r(jω)‖2

‖e(jω)‖2
‖r(jω)‖2

≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2

‖e(jω)‖2
‖r(jω)‖2

≤ 1

σ([I + G (jω)K (jω)])
≤ 1

σ(G (jω)K (jω))− 1
, σ(GK ) > 1
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referência

‖e(jω)‖2
‖r(jω)‖2

≤ 1

σ(G (jω)K (jω))− 1
≈ 1

σ(G (jω)K (jω))
, σ(GK )� 1

Requisito:
‖e(jω)‖2
‖r(jω)‖2

≤ αr (ω)� 1, ω < ωr

Então:

σ(L(jω)) = σ(G (jω)K (jω)) ≥ 1

αr (ω)
, ω < ωr

Adriano A. G. Siqueira Aula 6 - Desempenho e Estabilidade MIMO, Ganho Pequeno



Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referência

‖e(jω)‖2
‖r(jω)‖2

≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2

= ‖S(jω)‖i2

Aula 5 - Caso SISO

|S(jω)| < |1/Wp(jω)| ,∀ω ⇔ |Wp(jω)S(jω)| < 1, ∀ω ⇔

‖Wp(s)S(s)‖∞ < 1

Caso MIMO

‖S(jω)‖i2 < ‖1/Wp(jω)‖i2 ,∀ω ⇔ ‖Wp(s)S(s)‖∞ < 1
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Desempenho MIMO

Rejeição a distúrbio

Sáıda
y = S(s)Gd(s)d = [I + G (s)K (s)]−1Gd(s)d

Erro
e = S(s)Gd(s)d = [I + G (s)K (s)]−1Gd(s)d

Distúrbio: Ωd conjunto de frequências onde d tem maior parte de
sua energia

Ωd = {ω ≤ ωd}
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Desempenho MIMO

Rejeição a distúrbio. Simplificação Gd(s) = I

‖e(jω)‖2 ≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2
‖d(jω)‖2

‖e(jω)‖2
‖d(jω)‖2

≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2

‖e(jω)‖2
‖d(jω)‖2

≤ 1

σ([I + G (jω)K (jω)])
≤ 1

σ(G (jω)K (jω))− 1
, σ(GK ) > 1
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Desempenho MIMO

Rejeição a distúrbio

‖e(jω)‖2
‖d(jω)‖2

≤ 1

σ(G (jω)K (jω))− 1
≈ 1

σ(G (jω)K (jω))
, σ(GK )� 1

Requisito:
‖e(jω)‖2
‖d(jω)‖2

≤ αd(ω)� 1, ω < ωd

Então:

σ(L(jω)) = σ(G (jω)K (jω)) ≥ 1

αd(ω)
, ω < ωd
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Desempenho MIMO

Rejeição a erro de medida

Sáıda
y = T (s)n = [I + G (s)K (s)]−1G (s)K (s)n

Erro
e = −T (s)n = −[I + G (s)K (s)]−1G (s)K (s)n

Erro de medida: Ωn conjunto de frequências onde n tem maior
parte de sua energia

Ωn = {ω ≥ ωn}
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Desempenho MIMO

Rejeição a erro de medida

‖e(jω)‖2 ≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2
‖G (jω)K (jω)‖i2 ‖n(jω)‖2

‖e(jω)‖2
‖n(jω)‖2

≤
∥∥[I + G (jω)K (jω)]−1

∥∥
i2
‖G (jω)K (jω)‖i2

‖e(jω)‖2
‖n(jω)‖2

≤ σ(G (jω)K (jω))

σ([I + G (jω)K (jω)])
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Desempenho MIMO

Rejeição a erro de medida

Requisito:
‖e(jω)‖2
‖n(jω)‖2

≤ αn(ω)� 1, ω > ωn

Então:
σ(G (jω)K (jω))

σ(I + G (jω)K (jω))
≤ αn(ω), ω > ωn

Admite-se:
σ(G (jω)K (jω))� 1, ω > ωn

Então:
σ(G (jω)K (jω))� 1, ω > ωn
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Desempenho MIMO

Rejeição a erro de medida

Se:
σ(G (jω)K (jω))� 1⇒ σ(I + G (jω)K (jω)) ∼= 1

E:
σ(G (jω)K (jω)) ≤ αn(ω), ω > ωn
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Representação no espaço de estados de L(s) = G (s)K (s)

ẋ =AMAx + BMAu

y =CMAx

L(s) = CMA(sI − AMA)−1BMA

Polinômio caracteŕıstico Malha Aberta ⇒ ráızes são os polos de
MA

ΦMA(s) = det(sI − AMA)
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Realimentação da sáıda:

u = e = r− y

Então:

ẋ =(AMA − BMACMA)x + BMAr

y =CMAx

Polinômio caracteŕıstico Malha Fechada ⇒ ráızes são os polos de
MF

ΦMF (s) = det(sI − AMA + BMACMA)

Adriano A. G. Siqueira Aula 6 - Desempenho e Estabilidade MIMO, Ganho Pequeno



Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Temos:

sI − AMA + BMACMA = (sI − AMA)[I + (sI − AMA)−1BMACMA]

Então:

ΦMF (s) = det(sI − AMA + BMACMA)

= det(sI − AMA)det[I + (sI − AMA)−1BMACMA]

= det(sI − AMA)det[I + CMA(sI − AMA)−1BMA]

= ΦMA(s)det[I + L(s)]
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Temos:
ΦMF (s)

ΦMA(s)
= det[I + L(s)]

Então:

P: número de pólos de MA no SPD, ráızes de ΦMA(s)

Z : número de pólos de MF no SPD, ráızes de ΦMF (s)

N: número de envolvimentos da origem no sentido horário
(N > 0) ou no sentido anti-horário (N < 0)

Prinćıpio do argumento: N = Z − P

Para estabilidade: Z = 0
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Teorema do Ganho Pequeno

Definição, Raio Espectral:

ρ(L(jω)) = maxi |λi (L(jω))|

Teorema Preliminar: Considere L(s) estável. Então, sistema em
malha fechada será estável se:

ρ(L(jω)) < 1, ∀ω.

Prova: Skogestad, Postlethwaiste

Muito Conservador. Caso SISO: ρ(L(jω)) = |L(jω)| ⇒ |L(jω)| < 1
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Teorema do Ganho Pequeno

Considere uma norma de matriz que satisfaz

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

Teorema do Ganho Pequeno: Considere L(s) estável. Então,
sistema em malha fechada será estável se:

‖L(jω)‖ < 1, ∀ω.

Em especial: ‖L(jω)‖i2 = σ(L(jω)) e ‖L(s)‖∞

O sistema é estável se o produto de todos os ganhos é menor que
1.
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