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Sistemas Multivaridveis

Espaco de Estados

x =Ax + Bu
y =Cx+ Du

Exemplo

s+1 2542
s2—4s5—5 s2—4s5-5

G(s)=C(sl —A) B+ D=
2 s—1
s2—4s5—5 s2—4s—5
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Decomposicao em Valores Singulares

Para um sistema G(s), na frequéncia w

Maior valor singular:

7(6(j)) = max LIS (¥ ()6

Menor valor singular:

o(6()) = g 1SS — a6y 61
d(w) = [cdhsen(wt + 1) -+ dmsen(wt + am)]”

A e )\ s30 o maior e o menor autovalor de G"(jw)G(jw)
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Decomposicao em Valores Singulares

Propriedades:

Norma espectral (norma induzida)

[GGw)d(w)ll

I6Gw)lliz =o(60w)) = max =305

_
a(G(w))

lo(G(jw)) — 1] <7(G(jw) + 1) <7(G(jw)) + 1

le™ Gl =

2(G(w)) = 1| < a(G(w) + 1) < a(G(jw)) + 1
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Decomposicao em Valores Singulares

Espaco H..: Funcdes de transferéncia com norma H., limitada,
ou seja, fungbes proprias e estaveis

Norma H

1G(s)lloo = sup7{G(jw)}
w€eR

sup: supremo, maximo dos maximos
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1 1
(025+1)(s+1) (0.25+1)(s+1)

G(s) =
25+1 2
(0.2s+1)(s+1)  (0.2s+1)(s+1)

Polos e Zeros:

1-2s

det(G(s)) = ((0.2s +1)(s+1))?

Polos = -5, -1, -5, -1

Zeros = 0.5  (Sistema de Fase Ndo Minima - Problema)
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Decomposicdo em Valores Singulares

AL

G(0.5) = 165 165 | [045 089 ][ 192 0|[ 071 0.71

7 5 5, | | 089 —045 | 0 0 [ 071 —0.71
T65 1.65

Perda de posto (rank) em s = 0.5

Entradas: vy =1ew = -1
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Controle H, Mixed-Sensitivity S/KS

WS
N= [ WL,KS}

Funcdes Peso:

W, =1 Wp—[WPl

0 ] s/M; +wp,
wpj = —————L
0 wp

s—l—wbiA,-

Design 1: My = My = 1.5, wp,, = wp, = 0.25, A; = 10~*

Design 2: My = My = 1.5, wp,, = 0.25, wp, =25, A; = 10*
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Desempenho e Estabilidade MIMO

o)

e u y
K(s) 6ls) — —1—

Ym
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Desempenho e Estabilidade MIMO

Fungdo Sensibilidade: S(s) = [/ + G(s)K(s)] !
Funcdo Sensibilidade Complementar:
T(s) = [/ + G(s)K(s)] *G(s)K(s)
Propriedade: S(s)+ T(s) =1
Malha Aberta: L(s) = G(s)K(s)

Saida
y=T(s)r+ T(s)n+ S(s)Gq(s)d

Erro

e=—5(s)r — T(s)n+ 5(s)Ga(s)d
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referéncia

Saida
y = T(s)r = [ + G()K(S) 2 G()K(s)r

Erro
e=—S(s)r=—[l+ G(s)K(s)]*r

Referéncia: €2, conjunto de frequéncias onde r tem maior parte de
sua energia

Q, = {W Swr}
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referéncia

leGe)llz < (|1 + GUW)K (eI ™|  [IrGw)l

e, -
EI < ||/ + GUw)K ),

leGo)l, _ 1 )

1rGo)ll, = ol + CUa)KGa)]) ~ 2(GCUa)KGw)) — 17 a(GK) > 1
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referéncia

leGi)ll, _ 1 L1 .
[G@)lls = o(GUw)KGw)) 1 o(GUw)K(w)

(GK)>1

Requisito: oG]
nev@llla o (w w < w,
Gl = <t s
Entao:
(L)) = o GUKGD) > s w0 <
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Desempenho MIMO

Acompanhamento de Referéncia
e(Jw . . N— .
1Vl 11 4 Gl )], = 156
[r(w)ll,
Aula 5 - Caso SISO

SUw)| < [1/Wp(jw)], Vo & [Wp(jw)S(w)| < 1,Vw <

[Wh(s)S(s)ll. <1
Caso MIMO

15Gw)llip < 11/ Wp(jw)lli Vo & [[Wa(s)S(s)llo, <1

o0
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a distdrbio
Saida
y = S(5)Gy(s)d = [l + G(s)K(s)] ' Gu(s)d

Erro
e = S5(5)Gy(s)d = [I + G(s)K(s)] L Gq(s)d

Disturbio: Qg4 conjunto de frequéncias onde d tem maior parte de
sua energia

Qg = {w < wy}
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a distdrbio. Simplificacdo Gy4(s) =/

leGw)ll, < ([l + GUw)K ()] 7|5 1dGw)ll,

oGl B
g < I+ GG,

leGo)l, _ 1 )

140, = ol + CGo)KGT) = a(GimKGay =10 Z(eF)>1
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Desempenho MIMO

Rejeicao a distirbio

G, 1 g ]
140 = 2(CUKG) =1~ a(GimKGa))y 2L6F) > 1

Requisito: o]
el /w lleyw)ilx )
Hd(_/w)H2 <« ( )<<1, w < Wy
Ent3o:
o(L(jw)) = o(G(jw)K (jw)) > adttd)’ <o,
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a erro de medida

Saida
y = T(s)n =1 + G(s)K($)| " G(s)K(s)n

Erro
e=—T(s)n=—[I + G(s)K(s)] " G(s)K(s)n

Erro de medida: €, conjunto de frequéncias onde n tem maior
parte de sua energia
Qp={w >wp}
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a erro de medida

leGen)llz < ([l + GUw)K (jw)] 7 ||, 1 G Gw) K ()l 2 InGieo) I

JUle (14 GGl 16O

leG)ll, . a(Glw)K(w))
InGw)lly = a([l + GUw)K(jw)])
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a erro de medida

Requisito: _
M <ap(w) <1, w>uwy
[n(jw)ll
Entao: S(G(w)K(jw))
1] w)K(jw
< n ) n
ol + GUw)KGw)) = W @ =
Admite-se:
T(Gw)K(jw)) <1, w>wp
Entao:

o(Gjw)K(jw)) <1, w>w,
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Desempenho MIMO

Rejeicdo a erro de medida

Se:
o(G(jw)K(jw)) <1 = o(l + G(w)K(jw)) =1

E(G(./ )K(./ )) < Oén(W), W > Wwp
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Representagdo no espago de estados de L(s) = G(s)K(s)

x =Apmax + Byau

y =Cpax

L(S) = CMA(S/ — AMA)_lBMA

Polindmio caracteristico Malha Aberta = raizes sao os polos de
MA
(DMA(S) = det(sl - AMA)
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Realimentac3o da saida:

Ent3o:

X :(AMA — BMACMA)X + BMAI’

y =Cpax

Polin6mio caracteristico Malha Fechada =- raizes s3o os polos de
MF

dpe(s) = det(sl — Ama + BuaCua)
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Temos:

sl — Ama + BumaCua = (sl — Apa)[l + (s — Ama) ™ BmaCual

Ent3o:

S pe(s) = det(sl — Apa + BrmaCua)
= det(sl — Apa)det[l + (sl — Apia) "> BraCuial
= det(sl — Apa)det[l + Cra(sl — Ama) L Bual
= Opa(s)det[l + L(s)]
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Estabilidade MIMO - Critério de Nyquist

Temos:
CDMF(S)

q)MA(S)

= det[l + L(s)]

Entao:

@ P: ndmero de pdlos de MA no SPD, raizes de ®p4(s)
@ Z: nimero de pdlos de MF no SPD, raizes de ®y£(s)

@ N: ndmero de envolvimentos da origem no sentido horario
(N > 0) ou no sentido anti-hordrio (N < 0)

@ Principio do argumento: N =27 - P

@ Para estabilidade: Z =10
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Teorema do Ganho Pequeno

Definicdo, Raio Espectral:

p(LUw)) = maxi|Ai(L(jw))]

Teorema Preliminar: Considere L(s) estavel. Entdo, sistema em
malha fechada sera estdvel se:

p(Ljw)) <1, Vw.

Prova: Skogestad, Postlethwaiste

Muito Conservador. Caso SISO: p(L(jw)) = |L(jw)| = |L(jw)| < 1
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Teorema do Ganho Pequeno

Considere uma norma de matriz que satisfaz

IAB| < [|A[lll B

Teorema do Ganho Pequeno: Considere L(s) estavel. Ent3o,
sistema em malha fechada serd estavel se:

L)l <1, V.

Em especial: ||L(jw)|;, = F(L(jw)) e ||L(5)||o

O sistema é estdvel se o produto de todos os ganhos é menor que
1.

Adriano A. G. Siqueira Aula 6 - Desempenho e Estabilidade MIMO, Ganho Pequeno



