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Lugar das Raizes

@ Func¢do de Transferéncia de Malha Aberta

b(s)

(5)
(s a)

)=o)

G(s) =

) (S—zm)
P2)"'(5—Pn)

S —
S —

zj: zeros de G(s)

pi: polos de G(s)
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Lugar das Raizes

e Fun¢do de Transferéncia de Malha Fechada (Ganho
Proporcional)

Y(s)  KG(s)

R(s) 1+ KG(s)

T(s) =

@ Equacdo caracteristica

14+ KG(s)=0
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Lugar das Raizes

@ Definicao:

Lugar geométrico no plano complexo das raizes da equacao
caracteristica 1 + KG(s) = 0 quando se varia o ganho K de 0
a 0.
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
1
G(s)= —
() s(s+1)
@ Equacio caracteristica
1+KG(s) =0
s+s+K=0

@ Polos de Malha Fechada

pi2=—5=*
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Lugar das Raizes

@ Polos de Malha Fechada

1 vV1—-4K
P1,2:*§iT

@ 0 < K < 0,25: polos reais distintos, pyp = —3 + V14K
o K =0,25: polos reais iguais, p1» = —3
@ K > 0,25: polos complexos conjugados, p1 2 = _% +j 4’2@1

Exemplo Matlab
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Lugar das Raizes

@ Nimeros complexos - Plano Complexo

Imaginary
axis a=Re(2)
4
z=a+b b=Im(z)
i @=Arg(z)
I/ |z| = Abs(z)
@ - .
|  eal 7 =Conjz)
] ] " anis
A .
F=qg-k
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Lugar das Raizes

o Equacio caracteristica

1+KG(s) =0
LK =0

a(s)+Kb(s) =0
@ Outra forma

G(s) =~
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Lugar das Raizes

G(s) =~

e K real positivo = G(s) real negativo:

fase de G(s) = 180° = /G(s) = 180°
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Lugar das Raizes

@ Nova definicdo:

Lugar geométrico no plano complexo onde a fase de G(s) é
180° (/G(s) = 180°).
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Lugar das Raizes

e Exemplos para a construcdo do Lugar das Raizes (LR)

1 1
6(s) = s2+s  s(s+1)
1 1
6(s) = s3+6s2+8s  s(s+2)(s+4)
1
G(s) = s+1 s+

241 (s+))(s—J)
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Lugar das Raizes

@ Passo 1: Plotar no plano complexo os polos (x) e zeros (o)

de G(s)

Corresponde a K =0
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Lugar das Raizes

@ Passo 2: Determinar o LR sobre o eixo real

Se o nimero de polos e zeros a direita de sy é impar, entdo sy
pertence ao LR
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Lugar das Raizes

@ Passo 3: Desenhar as assintotas do LR para K — oo

@ Primeiro caso: o LR tende para os zeros

b(s)=0
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Lugar das Raizes

@ Segundo caso: o LR tende para o infinito

@ Quandon>mes—

ST+ bys™ 4 by
s"+aps" 4+ a,

@ Aproximado por
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Lugar das Raizes

° Angulo das assintotas

[¢] OI*].
g o BOHIOU-D)
n—m

@ Ponto de cruzamento das assintotas, «

>l pi— Z_jrn:]. Zj

n—m
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
1
G(s) = —F—
(s) s(s+2)(s+4)
° Angulo das assintotas
b = 180° 4- 360 (/—1)7 =12, n—m
n—m
180° o
¢ = 3 = 60
180° + 360°
) :8+ — 180°
180° + 720°
3 :+ = 300° = —60°
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
1

6(s) = s(s+2)(s+4)

@ Ponto de cruzamento das assintotas, «

_ D1 Pi— ij=1 Zj

n—m

0-2-4 —6
:7:7:—2
@ 3 3
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Lugar das Raizes

@ Passo 4: Determinar angulo de partida do pélo k
m n
b= ti— > ¢i—180°
j=1 i=1,i%k
1; = angulo entre o zero j e o pdlo k

¢; = angulo entre o pdlo i e o pdlo k
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
s+1 s+1

e T )

° Angulo de partida do pdlo 1

¢1 =11 — ¢ — 180° = 45° — 90° — 180° = —225° = 135°

11 = angulo entre o zero 1 e o pdlo 1

¢> = angulo entre o pdélo 2 e o pdlo 1
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Lugar das Raizes

@ Passo 4: Determinar angulo de chegada do zero k

Y=Y di— > W+ 180°
i=1 j=1.j#k

1; = angulo entre o zero j e o pdlo k

¢; = angulo entre o pdlo i e o pdlo k
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Lugar das Raizes

@ Passo 5: Determinar os pontos de cruzamanto com o eixo
imaginario

1) Critério de Routh

2) Substitua sp = wgj na eq. caracteristica e determina-se K e
wo
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Lugar das Raizes

@ Exemplo

1 1
- $34652+8s  s(s+2)(s+4)

G(s)
@ Equagao Caracteristica
1+ KG(s)=s>+65°+85+K=0

@ Critério de Routh

s3 1 8
52 6 K
48 — K
1
° 6
s0: K =0< K < 48
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Lugar das Raizes

@ Equacdo Caracteristica
1+ KG(s)=s>+6s>+85s+K=0
@ Substitua sp = wgj na eq. caracteristica e determina-se K e wy

(woj)® + 6(woj)? + 8woj + K =0
—wpj — 6w + 8woj + K =0
(K — 6w3) + (8wo — wg)j =0+ 0j

(K — 6w3) =0 = K=0 ou K=48
(8wo — wi)j =0 = wop =0 ou wp=18
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Lugar das Raizes

@ Passo 6: Determinar os pontos de separacdo de partida e de
chegada
f(s) = a(s) + Kb(s) =0

o Miiltiplas raizes

f(s)  da(s) db(s)
ds  ds K ds 0
_ (s
AT

o Condic3o necessaria

a(s)b'(s) — a'(s)b(s) =0
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
(s) = s+1
Cs241
o Condicdo necessaria
b(s) =s+1 = b(s)=1
a(s) =s>+1 = a(s) =2s

a(s)b'(s) —a'(s)b(s) =s*+1—2s(s+1) = —s*> — 25+ 1
51 = —2,4142 e s, =0,4142
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Lugar das Raizes

@ Passo 7: Desenhar o Lugar das Raizes G(s) = ﬁ

Root Locus
0.6 T T T T T T

02 1

-0.2r 1

Imaginary Axis (seconds ™)

0.6 L L L L L L
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2

Real Axis (seconds™)
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Lugar das Raizes

@ Passo 7: Desenhar o Lugar das Raizes G(s) = S(STM

Root Locus
4 T T T T T T T

Imaginary Axis (seconds'l)

4 L L L L L L L
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Real Axis (seconds™)
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Lugar das Raizes

@ Passo 7: Desenhar o Lugar das Raizes G(s) = 552111

Root Locus

051

Imaginary Axis (seconds™)

-15r 1

4 35 -3 25 -2 -15 -1 -05
Real Axis (seconds'l)

o

0.5 1
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

@ Da equacdo caracteristica

1
AEE
e Condicdo /G(s) = 180°
1
K =
1G(s)l
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

@ Exemplo
1

R )

@ Especificacdo de Desempenho: ¢ = 0,5
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

@ Exemplo: ( =0,5= s =-0,67+ 1,16/

1

" Tso(so + 2)(s0 + 4)]
1

~ Isol|so + 2||s0 + 4]

G (s0)]

@ Portanto

K =|so|[so + 2|so + 4|
—| — 0,67 +1,16j]| — 0,67 + 1,16] + 2| — 0,67 + 1, 16) + 4|
—| — 0,67 +1,16||1,33 + 1, 163,33 + 1, 16|
=1,34x1,76 x 3,53 =38,34
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

o Férmula geral

_ Iso = p1llso — - -~ Iso — pnl
S0 — z1||s0 — 22| - - [s0 — Zm|

K
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